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Quelques remarques
sur les surfaces de genres un et de rang deux,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.
(Troisième note.)

Nous considérons, dans cette troisième note (’), les surfaces 
de genres un et de rang deux appartenant à un espace linéaire 
à six dimensions. Nous établissons leur existence en les 
construisant.

1. Soit F une surface de genres un (p„ = P4 = l) et de rang 
deux, normale, de l’espace S0 à six dimensions. Elle est d’or
dre 10 et ses sections hyperplanes C ont le genre 6. De plus, 
elle possède huit points doubles coniques O,, 02, ..., 08 et 
parmi les hyperquadriques passant par ces huit points doubles, 
il en est qui touchent la surface en chaque point de rencontre. 
Les courbes de contact F sont d’ordre 10 et de genre 4; elles 
forment un système linéaire |F| de degré 6 et de dimension 4.

Nous désignerons par Yi. y2> •••> Ys les courbes rationnelles 
de degré —2 équivalentes aux huit points doubles coniques. 
On a alors

2C = 2F + yt + y2 + ••• -f Ys-
Projetons la surface F des points O,, 02, 03 (certainement 

non en ligne droite) sur un espace S3. Nous obtenons une sur
face F' du quatrième ordre sur laquelle les courbes y,, y2, y3 
sont des coniques ne se rencontrant pas deux à deux et dont 
les plans «j, <r2, <r3 ne passent pas par une même droite.

Les sections planes de F' sont les courbes
G' = C — y, — y, — y,.

Les plans s,, ss, c3 coupent encore Fl en dehors de y,, y,, y3, 
suivant des coniques y',, y'2, y'3. On a donc

Yi = Cr — y,, y' = C'-y2, y' = C'-y3.
La conique y', coupe chacune des coniques y2, y3 en deux 

points; y'2 coupe en deux points chacune des coniques y3, y,; 
enfin y'3 coupe en deux points chacune des coniques y,, y2.

(•>) Les deux premières notes ont paru dans le Bulletin de la Société 
des Sciences de Liège, 1945, pp. 282-296, 332-341.
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Aux points doubles 04, 05, 08 de F correspondent des
points doubles coniques 0'4, 0'5, 0'8 de F'.

2. Sur F' les courbes C sont du dixième ordre et sont décou
pées par les surfaces du quatrième ordre passant par les coni
ques y\> y'2, Y's! car on a

WÊ.

Les surfaces du quatrième ordre sont en nombre oc34! celles 
qui passent par les coniques y'i, y'2, y's> ne se rencontrent 
pas deux à deux, sont en nombre oc7- Parmi ces surfaces se 
trouve la surface F'. Cette surface ne passe pas par le point S 
commun aux plans au <t2, s3 et, par conséquent, les oc° sur
faces du quatrième ordre passant par ft, y'2> y's et par S 
découpent sur F' les courbes C. Nous désignerons ces surfaces 
par ?4.

Observons que la droite s1 = u2a3 coupe une surface ç4 en S 
et aux points d’appui, distincts, de y'2, y'3 sur cette droite, 
c’est-à-dire en cinq points distincts. La droite et de même 
les droites s2 = <s2at, s3 — a1a2 appartiennent donc aux surfaces e4.

D’ailleurs, les courbes C ne peuvent rencontrer les courbes 
Y,, Y21 Y3 en des points variables.

Les courbes 2C sont découpées sur F' par les surfaces du 
huitième ordre §g passant deux fois par chacune des coniques 
Y'i, f'2, Y's et par chacune des droites slt s2, s3. Il existe une 
de ces surfaces inscrite à F' le long d’une courbe F. Or, les 
courbes F rencontrent en un point chacune des coniques 
Yi. Y21 Yal par conséquent, la surface cp8 touchant F' le long 
d’une courbe r doit rencontrer le plan <s1, par exemple, en un 
point en dehors de la conique double et des droites doubles 
s2, s3; elle contient donc ce plan comme partie. Elle contient de 
même les plans s2, a3 comme parties. On en conclut epie le 
long d’une courbé r il existe une surface du cinquième ordre 
ip5 inscrite à la surface F' et passant par les coniques y'i, y's* yV 
On a donc

5C' — Yi - l'2 — Ta = 2 r + y4 + y3 +.... + Ta- (1)

Observons que le point S est double pour les surfaces ç4, 
donc quadruple pour les surfaces cp8 et par conséquent simple 
pour les surfaces ç3.
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3. Une courbe r, d’ordre sept, coupe Yi en un point et par 
conséquent y\ en six points. Le système |r| a la dimension 4; 
il existe donc oc2 courbes r passant par deux points de la 
conique Yi. et comprenant donc cette conique comme partie. 
Elles sont complétées par des courbes F—y,, du cinquième 
ordre et de genre deux, s’appuyant en trois points sur Yi et en 
deux points sur yV U existe par conséquent une, surface <ps- 
passant par y'i, y'2> Y a et touchant F' le long de la conique Yj 
et de la quintique F—Yi-

De la^relation (1) on déduit

4C' — y, — y2 — y3 = 2 (F — yt) + y 4 + y5 + - + y«- (2)

Par conséquent, il existe une , surface du quatrième ordre 
passant par les coniques Yi, y'2> Ya, inscrite à la surface F' le 
long de chaque quintique r—Yi-

Les quintiques T-—Yi sont en nombre oc2 et coupent y2 
un point; il existe une de ces courbes passant par deux points 
de y2 et contenant par conséquent cette courbe comme partie. 
Elle est complétée par une cubique gauche K s’appuyant en 
trois points sur les coniques Yd Ys> en un point sur y3, en 
deux points sur y'3, mais ne rencontrant pas y'i> yV U existe 
une surface-du quatrième ordre passant par Yi> Y?, Ya> lou
chant F' le long de y2 et- de K.

De la relation (2) on déduit

3 G' — y, — y, — y'3 == 2 K + y4 + y3 -f ... + y8.

Par suite, il existe une surface cubique cp3 passant par les 
coniques Yi, y2> Y'3, inscrite à la surface F' le long de la cubique 
gauche K.

Observons que la droite s3 coupe cp3 aux points de rencontre 
de cette droite avec Yn Y2j qui sont distincts. La droite s3 appar
tient donc à <p3.
\

4, La surface F' possède cinq points doubles coniques 
0'4, 0'5 ..., 0'8 sur la cubique gauche K. La première polaire 
d’un point quelconque P par rapport à F' passe par ces points 
et coupe encore K en quatre points. Par conséquent, les plans 
tangents à F' et à aux points de K engendrent une dévelop
pable de classe quatre.

La première polaire du point P par rapport à ç3 coupe K en 
six points; quatre de ceux-ci sont les points de contact des
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plans tangents à F' et à cp3 passant par P. En chacun des deux 
autres, le plan tangent à <p3 doit être indéterminé et cp3 possède 
donc deux points doubles sur K.

Représentons point par point la surface 93 sur un plan a de 
telle sorte qu’aux sections planes de la surface correspondent 
les cubiques 83 passant par six points. On peut s’arranger de 
manière qu’aux points doubles de cp3 correspondent dans a deux 
droites a,, «2, les points-base du système js3| étant :

Le point A0 commun aux droites «j, a2;
Deux points An, A,2 situés sur a3;
Deux points A21, A22 situés sur a2\
Un point A, sans relation avec les précédents, qui corres

pond à la droite s3..
Aux coniques Yi, Y2 correspondent deux cubiques 8'3, S"3 de 

|S31, ayant toutes deux un point double en-A.
A la conique f'3 correspond une conique 82 passant par 

An, A21, A21, A22, mais non par A.
A la section de cp3 par une surface du quatrième ordre corres

pond dans o une courbe ^ d’ordre 12, ayant des points quadru
ples en A0, An, A12, A21, A22, A. Si cette surface du quatrième 
ordre est la surface F', la courbe ^ comprend les droites at, a2\ 
les cubiques 8'3, 8"3; la conique S2. Il reste une conique ne pas
sant pas par les points-base de |8S| et qui, puisque F' touche tf3 
le long de K, doit se réduire à une droite k comptée deux fois.

5. Partons de la surface ç3. Les surfaces du quatrième ordre 
passant par la cubique gauche K coupent encore cp3 suivant une 
courbe qui est représentée dans le plan a par une courbe d’or
dre 9, passant deux fois par A0, trois fois par chacun des points
An, A,2, A21, A,2 et quatre fois par A.

Pour que cette courbe d’ordre 9 contienne la droite k de a
qui correspond à la cubique gauche K, il faut qu’elle passe par
dix points de cette droite; donc, pour qu’une surface du qua
trième ordre passant par K touche 9, le long de cette courbe,
il faut dix conditions.

Les surfaces du quatrième ordre passant par K sont en
nombre oo21; parmi ces surfaces il y en a exformées de 93 et
d’un plan; donc, il y a oo5 * * * * * * * * * * * 17 surfaces du quatrième ordre pas
sant par K et ne contenant pas 93 comme partie.

Il y a oo7 surfaces du quatrième ordre ne contenant pas o3
comme partie et inscrites le long de K à cette surface.

On peut d’ailleurs avoir une confirmation de ce résultat en
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observant que les plan* tangents à le long de K engendrent 
une développable de classe quatre. Il suffit d’exprimer qu'une 
surface du quatrième ordre passant par K toucha ç3 en cinq 
points de K, ce qui fait bien dix conditions.

Il existe une surface du quatrième ordre inscrite à ç3 le long 
de K ne contenant pas cp3 comme partie, passant pas trois points 
de fi, par trois points de f, et par un point de f'3; cette sur
face contient en conséquence ces trois courbes et est d’ailleurs 
irréductible. De plus, cette surface ne peut avoir la courbe K 
comme courbe double, car elle serait alors formée de cordes 
de K et ne pourrait contenir à la fois les trois coniques 
Y,, y2, f'3. Enfin, en reprenant le raisonnement fait plus haut, 
en sens inverse, on voit que la surface obtenue a nécessaire
ment cinq points doubles coniques sur K. L’existence de la 
surface F' et, par suite, celle de la surface F sont donc établies.

Observons, en passant, que le système des courbes d’ordre 9 
passant deux fois par A„, trois fois par A„, A12, Aai, A22 et 
quatre fois par A a la dimension 17.

Liège, le 9 août 1945.
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