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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Construction d’une surface algébrique
d’irrégularité quatre,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I’Académie.

Les surfaces algébriques irrégulieres (p, > pa) actuel-
lement connues sont peu nombreuses: ce sont les
surfaces qui représentent les couples de points d’'une ou
de deux courbes algébriques et les surfaces de Picard.
Nous avons indiqué récemment plusieurs procédés pour
construire des surfaces irréguliéres. Un de ces procédés
consiste a partir d une surface représentant les couples
de points (non ordonnés) d’une courbe possédant une
involution cyclique irrationnelle d’ordre supérieur a
deux ; la surface possede alors une involution cyclique
dont I'image est une surface irréguliére (1). Un second
procédé utilise le théoreme que nous avons établi
réecemment (-), a savoir que si une surface irréguliére
contient une involution cyclique réguliére, elle est
limage d’une involution cyclique appartenant a une
surface irréguliere. En utilisant ce théoreme, nous
avons pu construire une surface d’irrégularité deux (3)
et deux surfaces d’irrégularité trois (4).

(x) Sur certaines surfaces algébriques irréguliéres (Bull, de 1I'Acad. roy
de Belgique, 1933, pp. 674-680).

() Sur les involutions cycliques réguliéres appartenant a une surface irréguliére
(Bull, des Sciences Mathématiques, 1943, pp. 145-158).

(3) Sur la construction d'une surface d’irrégularité deux (Bulletins de I’Acad.
roy. de Belgique, 1944, pp. 11-18).

(4) Construction d’une surface algébrique irréguliére (Bull, de I’Acad. roy.

9 __



Lucien Godeaux — Construction

En partant de la surface du quatriéme ordre contenant
32 droites, rencontrée autrefois par M. Traynard, nous
avons pu construire une surface d’irrégularité quatre ;
c’est de cette surface que nous nous occupons dans
cette note (¥. Nous terminons par une remarque d’un
caractere général.

1. Soit O une surface du quatrieme ordre contenant
deux familles de 16 droites, les droites d'une méme
famille ne se rencontrant pas deuxa-deux, mais une
droite d’'une famille rencontrant dix droites de l'autre
famille. Pour préciser la configuration formée par ces
32 droites, utilisons [Ilalgorithme de G. Humbert
Soient a, fi, y, 8 et a, # yi S' deux permutations des
nombres 1, 2, 3, 4. Désignons par aik les droites de la
premiere famille, par bik celles de la seconde, i, k pouvant
prendre les valeurs 1. 2, 3, 4. La droite aaa& ne ren-
contre plus les droites bap', bay', bagp, bpa', bya, bsa-
M. Traynard (2) a démontré que la surface O est hy-
perelliptique.

Il existe, sur O, un systéme linéaire | J\ |, de degré 12,
de genre 7, de dimension 7, formé de courbes d’ordre 12,
rencontrant en six points chacune des droites b, mais
ne rencontrant pas en général les droites a. Si | ro |
est le systéeme des sections planes de O, on a la relation
fonctionnelle (*)

2Ti = 2ro T 2unc, {i,k —1, 2, 3, 4).
En rapportant projectivement les courbes rx aux

de Belgique, 1943, pp. 408-422) ; Sur la construction d'une surface d'irrégu-
larité trois (ldem, 1943, pp. 815-822).

(1) Nous avons brievement signalé l'existence de cette surface dans une
note Sur la construction d'une surface algébrique irréguliere (Comptes Rendus
26 juin 1939, pp 2045-2047).

(9 Sur les fonctions théta de deux variables et les surfaces hyperelliptiques
(Annales de I'Ecole Normale supérieure, 1907, pp. 77-177).

(3) Sur la surface du quatriéme ordre contenant trente-deux droites (Bull, de
1I'Acad. roy. de Belgique, 1939, pp. 539-552).
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d'une surface algébrique d’irrégularité quatre

hyperplans d’un espace linéaire S, a 7 dimensions,
O se transforme birationnellement en une surface nor-
male de genre un, OX Aux droites aik correspondent 16
points doubles coniques de cette surface. La surface Ol
représente une involution du second ordre appartenant
a une surface de Picard, Ft, de diviseur trois.

Les surfaces du sixiéme ordre, passant par une courbe
A\, découpent sur O des courbes A, d’ordre 12, de genre 7,
formant un systeme linéaire | A | de dimension 7. Les
courbes A rencontrent en six points chacune des droites
a, mais ne rencontrent pas en général les droites b.
On a la relation fonctionnelle

2A — 2A + zbik, (i,h=1 2 3, 4).

En rapportant projectivement les courbes A aux
hyperplans d’un espace S7, on transforme O en une
surface normale de genre un, O possédant 16 points
doubles coniques correspondant aux droites b. La sur-
face O! représente une involution du second ordre
appartenant a une surface de Picard F2 de diviseur trois.

2. Entre O et Fl( d'une part, entre O et F2 d’autre
part, nous avons des correspondances (1, 2) et par
conséquent, entre FIf F2, une correspondance (2, 2),
deux points homologues ayant pour correspondant un
méme point de 0. Désignons par F une surface qui
représente les couples de points homologues dans cette
correspondance entre Fx et F2

La surface F contient deux involutions du second
ordre L, 12 ayant respectivement pour images les
surfaces Fx, F2. Soient T', T" les transformations bira-
tionnelles involutives de F en soi, génératrices des
involutions 12, 12. A un point de O correspondent quatre
points de F se répartissant en deux groupes de li et
en deux groupes de 12 La transformation T = T'T"
transforme le groupe de quatre points en lui-méme et



Lucien Godeaux . Construction

est nécessairement involutive. Elle engendre une invo-
lution du second ordre L dont nous désignerons une
surface image par FO.

La surface F, contient a son tour une involution du
second ordre J2, ayant pour image la surface O.

Désignons par Af* la courbe qui correspond, sur F,
a la droite aik et par Blt celle qui correspond a la droite
bik. L’involution 1* a pour courbe unie les 16 courbes
B,* et I'involution 1", les 16 courbes Aik Par conséquent,
I'involution 12 a pour points unis les points communs
aux courbes A<* Bi)t, c’est-a-dire 160 points.

Sur la surface FO0, l'involution Ja a pour courbes
unies les courbes A'a, BM qui correspondent respective-
ment aux courbes Aik, Bifc

3. Envisageons la correspondance (1, 2) entre les
surfaces O et F,. Une courbe canonique de F,, est équi-
valente, d’aprés un théoréeme de M. Enriques, a la
transformée d’une courbe canonique de O, augmentée
de la courbe unie. Or, O posséde une courbe canonique

d’ordre zéro, par conséquent, le systéme canonique de
F, est défini par

IF,, | = LAk 4- 271B* |, (&, k— 1, 2, J, 4).

A la section de O par une surface du quatriéme ordre
correspond sur F0 une courbe canonique. On en conclut
qgue le genre linéaire de F0 a pour valeur pw = 120.

Les courbes 4F0, découpées sur O par les surfaces du
quatrieme ordre, forment un systéeme linéaire |4ro |
de dimension 33. Le transformé de ce systeme sur F,
nous donne donc 34 courbes canoniques linéairement
indépendantes de cette surface. Nous avons en outre
la courbe canonique formée des courbes A, B. On en
conclut que le genre géométrique de F,, est p, > 35.
D’autre part, la courbe unie de linvolution J? étant
une courbe totale du systéme canonique | K0 |, celui-ci
ne peut contenir qu’'un systéeme appartenant a l'invo-
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d une surface algébrique d'irrégularité quatre

lution (en dehors de la courbe unie) ; on a donc pa — 35.
En appliquant a la correspondance entre O et F0 la
formule de M. Severi C) liant les genres arithmétiques
des deux surfaces, on trouve, pour le genre arithmétique
de FO0, pa = 35. La surface F0 est donc réguliere.
Nous prendrons, comme modele projectif de FO0, la
surface de l'espace S34, d’ordre 128, dont les sections
hyperplanes sont les courbes canoniques KO0. Sur cette

surface, les courbes Ah, B't sont des quartiques ration-
nelles

4. Considérons maintenant la correspondance (1, 2)
entre les surfaces F,, et F. Comme nous l'avons vu,
cette correspondance posséde 160 points de diramation
sur F0 ; ce sont les points communs aux courbes Ah, Bh.

Soient P un de ces points, P' le point correspondant
sur 0. Aux courbes du systeme | 4E0 | passant par P'
correspondent des courbes K0 ayant un point double
en P. La courbe unie de JI a également un point double
en P, par conséquent toutes les courbes canoniques de
Fo passant par P ont un point double en P. Il en résulte
gue sur le modele projectif (canonique) de F0 que nous
avons choisi, dans S34, P est un point double conique.
C’est ce modele projectif qui sera dorénavant désigné
par F0; il posséde donc 160 points doubles coniques,
points de diramation pour la correspondance (1, 2)
entre les surfaces F( et F.

D apres la théorie des involutions du second ordre
n’ayant qu’'un nombre fini de points unis (2), le genre
arithmétique de F est pa = 31.

P) Suite relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie in corris-
pondema algebrica (Rend. R. 1st. Lombardo, 19 3, pp. 495-511)

(2) Voir notre Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre
fini de points de diramation (Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, 1914, pp. 289-312) et notre exposé sur Les involutions cycliques appar-
tenant a une surface algébrique (Paris, Hermann, 1935). La formule utilisée
pourrait aussi étre déduite de celle de M. Severi citée plus haut.
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Lucien Godeaux — Construction

Aux courbes canoniques K0 de F0 correspondent
des courbes canoniques K de F. La dimension du sys-
teme canonique | K | de F est au moins égale a 34 ;
supposons qu’elle soit égale & r > 34. Il existe alors,
dans | K j un systeme linéaire partiel, de dimension
r-35, appartenant a I'involution 12 et dont les courbes
passent simplement par les points unis de cette invo-
lution, c’est-a-dire par les 160 points communs aux
courbes Aik, B**.

Sur <&, une courbe 4F0 coupe «u en quatre points,
donc les courbes KO, sur Fu, coupent Ab en quatre
points et sur F, les courbes K coupent An en huit
points. Une courbe K devant passer par les dix points
unis de 12 appartenant a Au devrait donc comprendre
cette courbe comme partie. Pour la méme raison, elle
comprendrait comme parties les autres courbes Aa et
les courbes Brt. Il ne peut donc exister de courbes cano-
niques K de F passant simplement par les points unis
de 12 et par conséquent | K | a la dimension 34. Le genre
géométrique de F est p,, = 35 et la surface a I'irrégu-
larité g = py— pa = 4.

Le genre linéaire de F est égal a p(l) — 257.

Les courbes A«, Bit ont le genre quatre.5

5. Pour obtenir un modele projectif irréductible de F,
considérons son systéeme bicanonique. Le bigenre de F
vaut Pl -=pa + >0 = 288. D’autre part, le bigenre
de la surface F0 vaut P2 = 164. Il en résulte que le
systeme bicanonique | 2K | de F ne peut appartenir a
'involution 12

En rapportant projectivement les courbes de | 2K |
aux hyperplans d’un espace linéaire S287, nous obtien-
drons donc un modéle projectif simple de la surface F.
Ce sera une surface d’ordre 1024, a sections hyperplanes
de genre 76.. Sur cette surface, les courbes Aik B,*,
de genre quatre, seront d’ordre 16.
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d’'une surface algébrique d'irrégularité quatre

Sur ce modeéle bicanonique de F, I'involution 12 sera
engendrée par une homographie harmonique ayant
comme axes un espace S123 ne rencontrant pas la surface
et un espace Sl63 coupant F aux 160 points unis de
I'involution. Aux courbes découpées sur F par les hy-
perplans passant par le second axe Sl163 correspondront
sur F,, des courbes de genre 345, passant par les 160
points doubles de F,. Si l'on représente ces courbes
par D et si A est la somme des courbes rationnelles de
degré —2, infiniment petites, équivalentes aux 160
points de diramation de F,, on aura sur cette surface

4KI = 2D + A

Cela signifie que le long d’une courbe D, il y a une
hypersurface du quatriéme ordre inscrite dans la sur-
face F,,.

6. Terminons par une bréve remarque.

Considérons une surface algébrique réguliere W, de
genre arithmétique pa image d’une involution du
second ordre, n’ayant qu’'un nombre fini de points
unis, appartenant a une surface algébrique W. La
surface W posséde un certain nombre, multiple de
quatre, 4e, de points de diramation. On peut choisir,
comme modele projectif de IF, une surface normale sur
laquelle les points de diramation soient des points
doubles coniques. Si pd désigne le genre arithmétique
de 17, on a

12(ft + 1) = 24(A,+ 1)-3.4e.

Le genre géométrique p, de W est certainement au
moins égal a celui de p,, = pa de la surface réguliere W.
Si donc on a pa < pa la surface W sera irréguliere.
Cette condition se traduit par

€>/»,,+ 1
C’est ce qui se présente lorsque la surface W coincide
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Lucien Godeaux — Construction, etc.

avec la surface F0 dont il est question plus haut. On a
alors pa — 35, e = 40. C'est ce qui se présente égale-
ment lorsque W est une surface de Kummer généralisée
on a alors pa = I, e — 4 et la surface W est une surface
de Picard (pa — — 1). Enfin, c’est ce qui se présente
encore quand la surface O est une surface de Humbert,
représentant les couples de points d’une courbe de
genre trois de telle sorte que deux couples formant
un groupe canonique de la courbe corresponde a un
seul point de la surface ; onapa = 3, e = 7 et W repré-
sente une involution d’ordre deux appartenant a une
surface représentant les couples de points de la courbe
de genre trois (pa — 0).

Outre la condition d’existence des 4e points doubles
coniques, la surface O doit également posséder une
courbe le long de laquelle une surface d’ordre pair lui
est inscrite.

Liege, le 30 octobre 1944,



