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Sur les involutions cycliques appartenant & une variété
algébrique de genres un,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans une courte note publiée sous le méme titre (*), nous
avons considéré une involution cyclique du cinquiéme ordre
appartenant a une variété a trois dimensions et du cinquiéeme
ordre, de I'espace & quatre dimensions, et présentant dix points
unis. Notre but était de montrer que I'on peut ainsi démontrer
I’existence de variétés a trois dimensions sur lesquelles I’opéra-
tion d'adjonction a la période cing. Nous avons cru ce but
atteint; un examen plus approfondi de la question nous a

fl) Bull. Acad. roy. de Belgique, 1937, pp. 680-684.
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montré que I'exemple construit ne possede pas la propriété en
guestion.

Le procédé utilisé était le suivant . Considérons, sur la
variété V, hypersurface du cinquiéeme ordre d’un espace linéaire
a quatre dimensions, une involution Is d’ordre cinq engendrée
par une homographie de période cing, possédant comme axes
ponctuels deux droites et un point. On suppose V choisie de
maniere que l'involution Is ne posseéde qu'un nombre fini de
points unis, précisément dix. On construit alors sur V un
systeme linéaire de surfaces |Fj qui contient cing systemes

linéaires partiels |F,|, |F2|, ..., |FS|, appartenant a l’involu-
tion 15, dont le premier soit dépourvu de points-base. Soient O
une variété image de I'involution Is et [bl|, |21, ..., kb5 les
systemes linéaires de surfaces qui correspondent, sur O, aux
systemes |F,|, |FS|, ..., |FS|.

Du fait que |F| est son propre adjoint, on déduit que les
systemes [<>| [Pz, ..., [P5| sont adjoints les uns des autres.

Ecrivons les équations de I'homographie génératrice de Is
sous la forme

XOox[ox[x3:x\ = X0 xt:eut,: tx, : thx.,
e étant une racine primitive de l'unité et - un entier compris
entre 2 et 4. Si 7=3, chacun des systémes [<t>|, |$2|, ..., |49 est

son propre adjoint. Si a=2 ou a=4, on est conduit a la méme
involution, aux notations prés. Nous considérons le cas a=2.

On établit que le systeme a pour adjoint le systéeme 2],
puis que les adjointes aux systéemes (2|, a1, k4|, [t,5 appar-
tiennent aux systemes respectifs [b3|, kpd|, [4>s|, |d@!], a des

composantes des points de diramation de la variété O prés. Les
points de diramation de U sont, en effet, multiples pour cette
variété et équivalents, au point de vue des transformations
birationnelles, a des groupes de surfaces rationnelles; celles-ci
interviennent comme composantes des systémes adjoints pré-
cédents (2).

En établissant ensuite que le systétme adjoint a [<P5| n’est pas
le systeme [3>1|, mais un systéme linéaire compris partiellement
dans [|<P!|, on voit que I'opération d’adjonction sur Q n’a pas
la période cing. Les surfaces canonique et pluricanoniques de Q
n’existent pas (3).

(2) Voir sur cet objet notre note sur: Un probléme sur les variétés
algebriques (Revue scientifique, 1942, pp. 69). ) )

?3_ Nous utiliserons dans cette note des propriétés des involutions
cycliques appartenant a une surface algébrique; on trouvera un résumé
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1. Considérons, dans I'espace S4 a quatre dimensions, I’homo-
graphie
X0 xh: X2 x3:xt=x0:xh:ex2: exd: t2x4, (H)

ou s est une racine primitive cinquiéme de l'unité.

L homographie H a la période cinq et posséde trois axes
ponctuels :

a) La droite s, {x2=x3=x4=0)\

b) La droite s? {x0=xl=x4=0);

¢) Le point 04 (0, 0, 0, 0, 1).

La variété V35 a trois dimensions et d’ordre cing, la plus
générale, ne contenant aucun des axes de H et transformée en
elle-méme par cette homographie, a pour équation

ai + (X0, x{) p, (x2, x3) + xdet, pd + a5 (X0, xA) + p5 (x2, x3) = 0,

ou at(x0, xJ est une forme algébrique en x0, x! dont le degré
est indiqué par l'indice, pk(x2, x3) une forme en x2, xs de
degré k, le produit symbolique a((x0, x3).~{x2, x3) représentant
une forme a deux séries de variables de degré i en x0, xx de
degré k en x2, x3

Sur la variété V35 I’nomographie H engendre une involu-
tion 15, d’ordre cing, dont nous désignerons par Q une variété
image. L’involution ,I5 possede dix points unis: cing points

Al2, ..., Aj5 sur la droite s} et cinq points A2l, A22, ..., AB

sur la droite s2

La variété V36, que nous désignerons plus simplement par V,
est complétement réguliere et possede une surface canonique
et des surfaces pluricanoniques d’ordre zéro. Tout systéme
linéaire de surfaces tracées sur V est son propre adjoint.

2. Désignons par P les sections de V par les hypersurfaces
du cinquieme ordre de S4. Celles-ci sont en nombre aol? et,
par conséquent, le systeme |F| a la dimension 124. Le sys-
téme |F| étant son propre adjoint, les surfaces F ont les genres

Pa=Pg = 124, pw =5+ L.
Dans le systéme des hypersurfaces du cinquieéme ordre de S4,
de ces propriétés et la bibliographie de la question dans notre exposé

sur Les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique
(Paris, Hermann, 1935).
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il 'y a cing systémes d’hypersurfaces transformées en elles-
mémes par H; ils ont pour équations

aft + oc\\ (x0, x4) [Ai (3?2, x3) + x4\ p3 + \ (&0, xt) + a5 (cet, x3) = 0,
(X0, xt) + afd\ (X0, x4) |a2 (x2, x3) + Xdjad + \[al = 0,

HAN B+ + X4\ + X3 =0,

XN+ + UT4>3[Ai + X2p3 = 0,

XTfr + a%X3 + a;4X2A2 -(- Xi[Ad = 0.

La variété V appartient au premier de ces systémes. Nous
désignerons par F,, F2, F3, F4, F5 les surfaces F découpées sur V
respectivement par les systemes précédents. Le systeme |F|
contient donc cing systemes linéaires partiels |F,|, )F2|, |F3|,
|F4|, JFs| appartenant & I’involution 15. Ils ont respectivement
pour dimensions 25, 23, 24, 24 et 24.

Le systéme |F4 est dépourvu de points-base, les autres ont
pour points-base les dix points unis de I6.

Soient «g, ¥2, ..., 5 les surfaces qui correspondent sur Q
respectivement aux surfaces F4, F2, ..., Fs. Les systémes 14|,
kb21, ..., Kb5 sont complets et nous prendrons, pour modele
projectif de G, la variété d’ordre 53, de S25, qui a pour sections
hyperplanes les surfaces «<i.

Considérons une surface F, déterminée, soit F/ et la sur-
face 4g* correspondante. La surface 4q* représente une involu-
tion d’ordre cing, cyclique, privée de points unis, appartenant
a F,'. Par conséquent, le systtme canonique de 3g* a pour
transformé sur Fx* celui des systémes partiels composés au
moyen de 15 appartenant au systéme canomque, qui a la plus
petite dimension (4). Les systemes découpés sur F* par les
systemes |Fx|, |F3|, |F4|, |FS ont tous la dimension 24. Le
systeme |(FX*, F2)|, découpé par |FS|, a la dimension 23. On
en conclut que le systtme canonique de <ig' est le systéme
l(4g*, H2)|- Par conséquent, les surfaces <tq ont le genre arith-
métique Pa—24.

Aux points unis de 15 sur V correspondent sur O des points
de diramation isolés qui sont multiples pour 0. Chacun de ces
points est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, & un ensemble de surfaces rationnelles.

(4) Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis apparte-
nant a une surface algébrique réguliére (Bull. Acad. roy. de Belgique,
1932, pp. 672-679).
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D'apres ce qu’on vient d’établir, les surfaces <? découpent,
sur une surface ®15 le systéme canonique de cette surface.
Cependant, l'adjoint de |P1] n’est pas nécessairement le sys-
teme (2|, mais peut étre ce systtme augmenté éventuellement
de composantes des points de diramation de 0. Nous écrirons
cependant

<> = <k,

en sous-entendant que cette équivalence a lieu a des compo-
santes des points de diramation pres.

Observons encore que les genres arithmétiques de $,*, F*
vérifient bien la relation que nous avons établie autrefois entre
ces quantités (5).

3. Nous allons maintenant étudier la structure des points
unis de I'involution 15 sur la variété V.

Les points Au, Al2, ..., A5 ont évidemment méme structure
et il suffira d’étudier I'un d’eux. Dans ce but, en déplacant
éventuellement la figure de référence, nous pouvons supposer
que le point An, par exemple, coincide avec O0(l, 0, 0, 0, 0). Il
suffira de supposer que I’on a a5(1, 0)=0.

L’hyperplan tangent en 0,, a la variété V est x4=0 et dans
cet espace, H détermine I’homographie

X0:x2:x3: X\ =x0: ex?:exd:ext
Pour notre objet, nous devons étudier cette homographie
dans la gerbe de sommet O0. Dans cette gerbe, nous avons une
homologie d'axe x2=x3=0 et de plan x4=0.
Effectuons la transformation
fy\  VivZ 234 uo2IA
Va?l X2 X3 x4 J
dont I'inverse est
I'XgXi  x0x2  x0x3  aiN
v 20 y* y3 yJ
Cette transformation fait correspondre au point infiniment
voisin de O0 sur la droite x2=x3=0, le point y2=y3=y4=0.
A I’homographie H correspond I’homographie

Vo yin2/3:2/4 = N12a:2s: e3Vh

(5) Recherches sur les involutions douées d’'un nombre fini de points
de coincidence, appartenant a une surface algébrique [Bull. Soc. Math,
de France, 1919, pp. 1-16).
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Le point infiniment voisin de O'0(i, 0, 0, 0) sur la droite
ya=y3=0 est uni. Effectuons une nouvelle fois la transforma-
tion; nous obtenons I’homographie

y»'yt-y's-Y\==yl &yl 1&*3; &yt

Cette homographie est donc une homologie de centre
0",(1, 0, 0, 0).

Nous voyons donc qu’au point 00 sont inf niment voisins suc-
cessifs deux points unis de 15 dont le premier est situé sur la
droite x2—x3=0 et dont le second est uni parfait.

Effectuons maintenant la transformation

yoya yo-y3 y<y\
X3 xJ
dont I'inverse est

X2X3 X0X?2 X0X3 X0x4M

-y Y ys3 yhy
et qui fait correspondre aux points infiniment vo:sins de 0,
dans le plan x4=0, ceux de la droite y0l=yt=0. A I’homogra-
phie H correspond I’homographie

yoytiyziy\=eyl:yl3:y3,; tyb
qui possede la droite y0=y4=Q comme axe ponctuel.
Pour préciser, considérons le plan x3=Xx2, uni pour I’homo-
graphie H.
Opérons dans ce plan la transformation
ylooyoy>  yryA
X0 X2 x4 J
dont I'inverse est
Xax? . XOXd

Vo y! yi
et qui fait correspondre au point infiniment voisin de O0 sur
NM=0 le point y2=y4i=0. A I’'homographie déterminée par H
dans le plan considéré correspond I’nomologie
vyt oyl = y» 1ty tyd,
On voit donc qu’au point 00 est infiniment voisine dans le
plan x4=0 une droite dont tous les points sont unis parfaits.

4. Les points unis A2l, A2, ..., A% ont méme structure; nous
étudierons l'un d’eux en supposant qu’il coincide avec
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0O, 0, i, 0, 0). Cela revient a supposer que dans I'équation
de V, on a .ps(i, 0)=0.

L’hyperplan tangent & V en 03 est x3=0. Dans cet espace,
H détermine I’homographie

000t et 1 oceq.W] £ .
Effectuons la transformation
fvl  Vayl  ylyd  y*yi\
VA2 ~0 Xt g4 [
dont I’inverse est
FOCKUCH  0Cq0C2  0C.0C2
V y yo t/i X]j
et qui fait correspondre au point infiniment voisin de 03 le
point yo=yi=y4=0. A I’homographie correspond I’hnomographie
y*yoyiny* = 1y0 1yl 3*A,

Effectuons encore deux fois de suite la méme transformation;
nous obtenons les homographies

YRyt ytiny = yeityor &yi e zyd
yity»sty[1yi=y2:zyl: tyv: ey,
dont la derniére est une homologie.
On en conclut qu’au point 02 sont infiniment voisins succes-

sifs trois points unis dont le premier est xa=xI=0 et dont le
dernier est parfait.

Considérons maintenant le plan uni xI1=Xx, et effectuons dans
ce plan la transformation

fy\  yoyl  yOyN\
V@* X0 X4 J
dont I'inverse est
xX0xI  ~o
v yl yo y: /
elle fait correspondre au point infiniment voisin de 02 sur

E«=° le point (i, 0, 0). A I'homographie déterminée par H dans
le plan considéré correspond I’homographie

y't ‘myo~yT=syt:yl). t*y4
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En effectuant encore deux fois de suite la transformation
précédente, on obtient les homographies

yay'o-yY\=zy*1y» 1y
y2-y'o-y'i = m y*
dont la derniere est une homologie.
Au point 02 sont infiniment voisines successives trois droites
dont la premiére dans le plan x4=0 et dont tous les points de
la derniere sont unis parfaits.

5. Nous avons établi que I'adjoint du systéme |d»| est le
systeme Kb2|. Considérons le systéeme |2F|, découpé sur V par
les hypersurfaces d’ordre dix. Le systéme |2F| contient cing
systemes linéaires appartenant a I'involution 15. On reconnait
immeédiatement que celui de ces systémes qui est dépourvu de
points-base contient les surfaces 2FIt F2+F5 F3+F4 On en
conclut que sur la variété Q, on a, a des composantes des points
de diramation pres,

2% = d» + D5,

On a, par conséquent,
B+ <\ = P+ <

donc, a ces composantes des points de diramation pres,

IN = [l

Le méme procédé conduit aux équivalences
<Dy = <Pl +d>4, 20> = 'F3-i-0»h, 2 PI= <2 + (>4,
d’ou I'on déduit

Ces équivalences signifient que les surfaces adjointes au sys-
téme Kb appartiennent au systéme |$i+i| augmenté de cer-
taines combinaisons des composantes des points de diramation.
Cependant, il peut arriver que les adjoints de [$»| appartien-
nent au systeme |$i+l|, mais gu’inversement, une surface 1l
ne soit pas en général une adjointe de |s>i.

Deux cas peuvent se. présenter

1° Le systeme [Pi| coincide avec le systeme |$itl|, a des
composantes des points de diramation prés. On a alors

iI*n = i*ii,
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a des composantes des points de diramation pres. La variété U
posséde une surface cing-canonique d’ordre zéro, qui se réduit
aux composantes en question.

2° 1l existe au moins un des systémes 10»/ qui est compris
dans le systeme |<titl|, mais ne coincide pas avec ce systéme.
Le raisonnement qui vient d’'étre fait n’est plus valable et la
variété Q ne posséde pas de surface cing-canonique.

On va voir que c’est ce dernier cas qui se présente actuelle-
ment.

6. Considérons les surfaces Fs et exam nons leur comporte-
ment aux points unis de I5.

Au point 00, la variété qui découpe une surface F5 sur V a
un point double uniplanaire, I'hyperplan tangent étant x4=0.
Une surface F5 a donc en 0,, un point double uniplanaire, le
plan tangent étant x1=xi=0.

Dans I'hyperplan x,=0, tangent a V en 00, effectuons la
transformation

fyiVi  y0y?  yly3  yoyi\
\ A0 *h) it J

qui fait correspondre aux points infiniment voisins de O0 dans
le plan x4=0 la droite y0=yi=0.
Nous obtenons la surface

yoyiPi (212, yu + ylylyW (i, 0) + yOylylyX (1,0) p2 (yg, y3) +
+ ylyzy XX 0) ij4 (y2, y3) = 0.

La droite y0=y4=0 est double pour cette surface; par consé-
guent, les surfaces F5 ont un tacnode en OO

On peut dailleurs arriver a cette conclusion d’une autre
maniére. Considérons une surface F2. Elle a un point simple
en O0 et son plan tangent en ce point est 3*=0, fij(a:2, ®3)=0.
D’aprés la structure du point O0, I'involution déterminée par I3
sur une surface F2 posséde en O0 un point uni auquel est infi-
niment voisin un point uni parfait sur la droite bx{x2, a:3)=0,
x1=0. Il en résulte qu’une surface Fx passant par O0 coupe une
surface F2 suivant une courbe ayant un point triple en O0 et
un point double infiniment voisin sur la droite fi=0> x4=0.
L’autre tangente a cette courbe en O0 coincide avec la droite
x2=x3=0. Par conséquent, les surfaces F! passant par O) ont
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un point triple en ce point, deux plans tangents coincidant
avec x1=a4=0, le troisieme plan tangent passant par la droite
xXI=x2=x1=0. De plus, la droite du plan x1=x4=0, infiniment
voisine de 00, est double pour les surfaces envisagées.

Une surface F2 et une surface F5 forment une surface du
systeme |2F4 passant par Ol et cette surface a évidemment
en ce point la méme singularité qu’une surface Fj. On en
conclut qu’une surface F5 a un tacnode en OO0

On sait qu’un tacnode d’une surface impose une condition
aux surfaces adjointes, c’est-a-dire que les courbes canoniques
de la surface passent par le tacnode. Gela étant, les points unis
AlL2, Al3, Al4, AL de 15 sur V ont méme structure que O0 et, par
conséquent, les surfaces F, adjointes a une surface Fs, doivent
passer par les points An, AL2, ..., Al

Le systeme |F,| est dépourvu de points-base. Les adjointes
d’une surface appartiennent au systeme 1$,!, qui a pour
transformé le systéeme |F1[. Toutes les surfaces Fi ne sont pas
des adjointes d’une surface Fb5, puisque ces adjointes doivent
passer par les cing points unis Adl, Al2, ..., AlS. Donc, le sys-
téme adjoint a |$6 est un systeme partiel appartenant au
systeme [ibl|. D’aprés la remarque faite plus haut, la variété Q
est, par conseéquent, dépourvue de surface cing-canonique.

La variété a est dépourvue de surfaces canonique, bicano-
nigue, tricanonique et quatre-canonique. Elle est donc dépour-
vue de surfaces canonique et pluricanoniques.

7. Bien que nous ayons établi la propriété que nous avions
en vue, il nous parait intéressant de montrer que le systeme
adjoint de [i>2 est bien le systéme [$>3| (toujours, bien entendu,
a des composantes des points de diramation pres).

Nous avons déja observé qu’une surface Fa a en O) un point
simple, le plan tangent étant x,=0, (Xj@&2 xa=0. On sait,
d’autre part, qu'aux courbes canoniques d’une surface 2 cor-
respondent sur la surface F2 homologue des courbes passant
par O0 et touchant en ce point le plan a4=0. Les surfaces F}
ont en O0 un point simple, le plan tangent en ce point étant
a4=0. On en conclut que les surfaces $3 se comportent au
point de diramation correspondant a O) comme des adjointes
aux surfaces 2

En OO0, une surface F2 a un point simple, le plan tangent
étant x4-0. L’involution déterminée par 15 sur une surface F?
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a donc un point uni parfait en 02 Les transformées des courbes
canoniques de la surface <2 homologues ont donc un point
triple en 02

En 02, une surface F} possede un point double uniplanaire,
le plan tangent étant ;r4=0.

Opérons, dans le plan tangent x3=0 & V en 02 sur les sec-
tions de F2, F3, la transformation

fyoVi yo>h ViVi ViVv*,
\ X2 X0 x4 xt /

qui fait correspondre aux points infiniment voisins de 02 dans
le plan &4=0, les points de la droite y.,=yi=0.
Nous obtenons

yiy*\(yl<yi) + yIy\yly\(;yo, y)”(i,0) + +
+ yajiyI\N (%> ydm (1 0; =y,

y~hyiylO (20- yi) fh (L 0) + yiyiyi”s(i> d) -\-yiyd\ (y,k yt) +
+ yIyiyA(y,,yd mU, o) = o.

La premiére de ces surfaces passe simplement par la droite
30=20=0 en y touchant le plan y4=0. La seconde passe aussi
simplement par cette droite, en y touchant le plan y2=0. De
plus, cette surface a trois points doubles sur la droite en ques-
tion; ce sont les points qui annulent X3(y0, yj.

On en conclut que la courbe intersection d’une surface F? et
d’une surface F3 passe par les trois points doubles de F3, infi-
niment voisins de 02, point double uniplanaire ordinaire pour
la surface.

De tout ceci résulte qu’une surface ®3 coupe une surface <2
suivant une courbe qui passe simplement par les points de
diramation de Q homologues de Au, A,,, AlS et triplement
par les points de diramation homologues de A2l, A2, A,
De telles courbes sont précisément les courbes canoniques des
surfaces 2

On a donc bien

m = i

a des composantes des points de diramation pres. Toute surface
de |$3| coupe une surface < suivant une courbe canonique.
Observons encore que si, sur une surface T de genre arith-
métique pa, nous avons une involution cyclique d’ordre p pré-
sentant T, points unis parfaits et -2 points unis non parfaits,
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chacun d’eux ayant un point uni parfait dans son domaine du
premier ordre, le genre arithmétique pa' de la surface image de
I'involution est donné par la formule

1

Appliquons cette formule & une surface P2 On a p=b5,
tl=t/=5, pa=124. On en déduit pa'=25. Le systéme adjoint a
1$>2| a donc la dimension 24, qui est bien celle de |$3|.

Liege, le 29 aolt 1944,

M. HAYEZ, Imprimeur de I’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
(Domicile Iégal : rue de la Chancellerie, 4)



