RECHERCHES SUR L’ENVELOPPE DES QUADRIQUES
DE LIE D'UNE SURFACE

par Lucien Godeaux (Liége)

L'enveloppe des quadriques de Lie d’une surface (x) a été plusieurs fois
étudiée, mais surtout dans des cas particuliers. On sait que cette enveloppe
est formée de la surface (X) et en général de quatre autres nappes. Lorsque ces
derniéres nappes se réduisent a une seule (couples de surfaces ayant mémes
guadriques de Lie) la question a été étudiée par Demoulin et par nous (‘). Nous
avons ensuite étudié le cas ou les quatre nappes se réduisent a deux. Dans ces
deux cas, il y a conservation des asymptotiques sur les différentes nappes de
I'enveloppe. Il nen est plus de méme lorsque les quatre dernieres nappes sont
distinctes (2). Dans cette note, nous complétons nos recherches dans I’hypothése
ou les quatre dernieres nappes sont distinctes mais ou il y a conservation des
asymptotiques, c'est-a-dire lorsque les asymptotiques sur les quatre nappes
correspondent aux asymptotiques de la surface (x). On verra d’ailleurs qu’il
suffit gu’il y ait conservation des asymptotiques sur une des nappes pour que
cela ait lieu pour les trois autres.

1. Rappelons tout d’abord quelques propriétés connues et nos notations (3).

(*) On trouvera la bibliographie compléte de la question jusqu'en 1934 dans notre exposé
sur La théorie des surfaces et I'espace réglé. Actualités scientifiques, N°. 138 (Paris, Hermann, 1934).

(2) Note sur les surfaces dont les quadriques de Lie ont cing points caractéristiques (Bulletin
de I'Acad. roy. de Belgique, 1941, pp. 487-498), Note sur I’enveloppe des quadriques de Lie
d'une surface (Idem, 1953, pp. 156-164).

(3) Voir notre exposé cité en (*).
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Nous partons d’une surface (x) rapportée a ses asymptotiques u, v. Les
coordonnées normales de Wilczynski du point x satisfont au systéme d’équations
aux dérivées partielles, complétement intégrable,

Xe0 + 2bx0" + Cjx =0,
Xl + 2axi) + c2x = 0.
Soient U, V les points de I'hyperquadrique de Klein Q de S5 représentant
les tangentes en un point x aux courbes u, v. Nous avons
Uil + 2bV =0, VI 2auU =0
et les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace

oun, o £ UV, Ve, vn, ... L)

(o chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u) autopolaire
par rapport a I’hyperquadrique Q. Le point Un est le pble I'hyperplan Vn_2 Vn |
V,,Vn+xVn+2 et Vn celui de Un_2Un_,UnUn+,Un+2
Nous avons

U:t = Unst + Uldog bhx... hf, U: — kun_t

Vit — K, + Vn(log ak, ... kn)", Ve = kn ,
ol nous posons

hh = — (logbh, ... + /7, ),

k, = — (logak, ...
Au point x de la surface (x), nous attachons le tétraédre de Cartan ayant
pour sommets
X, m — x(loga)ll — 2x10, n = x (log b)0' — 2x01,
y — [8ab — (log a)ll (log 6f] x + 2 x10 (log bF + 2x0! (log a)ll — 4 xu,
et tout point de l'espace est donné par
Z,X + zim + zin + zty,

zIt z2, z3, z4 étant les coordonnées locales du point.
L’équation locale de la quadrique de Lie <> attachée au point x est

z,z4 + 2223 = 0.

L'enveloppe de cette quadrique se compose de la surface (x) comptée quatre
fois et en général de quatre nappes que nous supposerons distinctes. Cela
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revient a supposer que les points de rencontre des droites UIU2, VIV? avec Q
sont distincts. Ces points représentent les co6tés du quadrilatéere de Demoulin.
Nous poserons

a = 2(log )0 + (log a)lt + 4 (bll + c,),
? = 2(log bf + (logftf + 4 (all + c2).

2. Désignons par C, C? les points de rencontre de la droite V1V? et par
D,, D? ceux de la droite Ul Ul avec I'hyperquadrique Q.

La droite CID! appartient a Q et représente un faisceau de rayons dont le
centre Pn est un point caractéristique de la quadrique de Lie $ et dont le plan
est le plan tangent a cette quadrique, a la quadrique «§j et a la surface (PJ.
Cette derniére surface est I'une des nappes de I'enveloppe de la quadrique
de Lie O.

Les points engendrant les autres nappes de I'enveloppe de O sont, en
dehors de la surface (x), les points P12, Pn, P2 qui correspondent aux droites
CID2, C2D1; C2D? appartenant a I’hyperquadrique Q.

Supposons que les lignes asymptotiques de la surface (PJ soient les cour-
bes u, v. Alors il existe, sur la droite CID1, deux points U, V représentant les
tangentes aux courbes u, v en Pn, transformés de Laplace I'un de l'autre. D’une
maniére précise, V est le transformé de Laplace de U dans le sens des u et U
celui de V dans le sens des v.

Désignons par Ul le transformé de Laplace de U dans le sens des v. Les
points U, V, VIt V. sont dans un méme plan, donc leurs transformés de Laplace
dans le sens des v, cest-a-dire (JIt U, V, V,, sont également dans un méme
plan. Les droites UUX, VVI se rencontrent donc en un point que nous dési-
gnerons par C(.

La tangente a la ligne v en C, a la surface (C,) est I'intersection des plans
UXUV, VVIV2, c'est-a-dire la droite C(. La tangente a la ligne uen C, a la
surface (Ct) est I'intersection des mémes plans, c'est-a-dire la droite C, C,. |l
en résulte que les points C,Cj sont transformés de Laplace I'un de l'autre.

3. Si nous posons

f+*=0, rf +p =0,
les points C,, C2, DIt D2 sont donnés par
c, = vl + v, [+ (log a kf], Cl — K2 + Vi [- ¢ + (log afri)l],
= W + £/, h + (log b b,)0, D= U+ U, [-Vv) + (logb hfj.
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Nous avons
CT = ktvVt-\-kIV[* + (log akf] + P,[S)l + (log a™)!]
= (f" + *)Vi + *1IVK + (logafcA

On a

«l — — 2ki(log a kf, Pl = — 2hl(logbh
d’ou
?CT = MC + (log + m
Nous pouvons donc poser
=K *¢P.
Nous avons alors

C = P! + vx[t + (logaAr,)] + ¢ V(log aé)*,

- C, + CV(logaQ)n.

Pour que C, soit le transformé de Laplace de Ct dans le sens des u, on
doit donc avoir (logaf£)ll =0, car? =0 entraine a = 0 et la droite P, P2 touche
alors Q en P> L’enveloppe des quadriques de Lie n'a alors que trois nappes
en dehors de la surface (x).

On a

(log a2a)ll = 2 (log a C)!0,
bP(log b2P)I = aa(log &2a)l = 0.

Par conséquent le point C2 décrit, comme C, un réseau conjugué a la con-
gruence (P,P2) et les points D, D? des réseaux conjugués a la congruence
(Ul U2. On en conclut que si les asymptotiques de la surface (P,) sont les
courbes u, v, il en est de méme des asymptotiques des surfaces (PL), (P2), (P2).

La droite ct représentée sur Q par le point Cl décrit une congruence VP
dont les surfaces focales sont les surfaces (P,,), (PL). Les droites c2, dit d? qui
correspondent respectivement aux points C2, D,, D2, décrivent également des
congruences VP ayant respectivement pour nappes focales (P2) et (P2), (Pn) et
(PJ, (Pn) et (P2).

Réciproquement, si I'on a (logaa)l = 0, les quatre nappes de I'enveloppe
des quadriques de Lie, en dehors de la surface (x), ont u et v pour asympto-
tiques.

En résumé: La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait conservation
des asymptotiques sur les cing nappes, supposées distinctes, de I'enveloppe des qua-
driques de Lie de la surface (x), est que I'on ait soit (log a2a)ll =0, soit (logu2fl)ll = 0.
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Il suffit qu’il y ait conservation des asymptotiques sur une des nappes de
I'enveloppe distincte de la surface (x) pour que la propriété soit vérifiée pour toutes
les nappes.

Les cOtés du quadrilatere de Demouiin engendrent des congruences W dont
les nappes focales sont les quatre nappes de I'enveloppe distinctes de (x).

4. Nous avons établi que l'on a des relations linéaires entre sept points
consécutifs de la suite L, relations qui deviennent actuellement

V, + V2(\ogask]kF + + 2b[$U+ U”ogbhT + U =0, (1)
U3 + Ul(log b3n] h2)0i + fc £/, + 2a[«V + V, (log fl*)I0 + Vi] = 0, 2
ou l'on a posé
* = « + (log a/c,)0 + (log a k¥ (log a? kT,
P, = P + (log b hj* + (log b hf (log b2h¥.
Dans la premiére de ces relations, le terme en 7 a pour coefficient
(loga2a)’°=0, et dans la seconde, le terme en U a pour coefficient ™ (log u23)it = 0.
Observons tout de suite que si lI'on dérive totalement la relation (1) par
rapport a v, on doit retrouver la seconde, ce qui entraine
«lkl = 4aboc.
On obtient de méme, en dérivant totalement la relation (2) par rapport a u,
M> = 4abp.
5. Les tangentes aux lignes v aux points CIt C} se coupent en un point
A=2alaV+Vi(\og.ak)ll +\V/]
et les tangentes aux lignes u en D,, D2 se coupent en un point
B = 2b[$U+ U™og.bhf + U2
On vérifie immédiatement, en vertu des relations (1) et (2), que l'on a
A'°-\-2aB =0, B0 -J-2U4=0,
c’est-a-dire que les points A, B sont transformés de Laplace I'un de l'autre.
La tangente a la ligne u au point C, est déterminée par le point
Cr + C,[(log a)10-1;] = —B.
On a de méme
Ca" + C2[(log 0)l0 + 5] = — B.
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On voit donc que les tangentes aux lignes a en C,, C2 se coupent en fi.
De méme, les tangentes aux lignes v en D,, D? se coupent en A.

6. Désignons par Alt A2, ... les transformés successifs de A dans le sens
des v et par fi,, b2, ... ceux de B dans le sens des u.
Nous avons
A,= 4l —~A(log. a)°\ a;” = kxA,

K =""— A, (log. akf"", A — KA,

et
B —B (log. b)w, firp = A~
b? = B\° — fi,(log. bh)  *y&3' = KBy,

Observons que le point A est l'intersection des plans VViVl et Ui U2U3,
donc le point At est l'intersection des plans UVVI et U2U3Ui, le point A2 I'in-
tersection U3UV et U3UiIU3, le point Al celle des plans U2U3U et U4£/5é/6.
Enfin, le point A, est l'intersection des plans U,,~Un_2Un 3 et Un+1Un+2Un+3,

De méme, le point B est l'intersection des plans UUIU2 et VIV2V3, le
point fi, l'intersection des plans VUUI et V2V3Vt, le point B2 celle des plans
V3VU et V3V4V5 Le point Bn est lintersection des plans E, ,Vn 2V, 3 et

Si, comme nous l'avons fait ailleurs (4), nous appelons polyédre de Laplace
a faces planes associé a la suite L I'ensemble des plans déterminés par trois |

points consécutifs de la suite, on voit que:

La suite de Laplace déterminée par les points A, B est doublement inscrite
dans le polyedre a faces planes associé a la suite L.

Le plan UnU,+IUn+2 contient les points A,_, et An+3. Le plan VnVn+lVn+2
contient les points Bn_,, Bn+3. En particulier, le plan UUIU? contient les points
B et A3, le plan VVIV? contient les points A et B3. Enfin le plan VUU, con-
tient les points fi, et A2 et le plan UVVI les points Ait B2.

Les plans UnUn+lUn+2 et VnVn+lVnt2 étant conjugués par rapport a Q,
chacun des points A,, ,, Ant3 est conjugué a chacun des points fi,,_,, fi,+3.

7. Les plans V2V3Vt et VUULt ayant un point commun, il existe une rela-
tion linéaire entre les six points déterminant ces plans. On Il'obtiendra en déri-

(g Sur les suites de Laplace inscrites dans un polyédre de Laplace (Buletinul Institutului
Politehnic din Jasi, 1957, pp. 7-10).
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vant la relation (i) par rapport a u, ce qui donne

V. + P, (log. """y>" )"+ «V, + « P, (log. -Tit
®

+ 2H- 2b?V- h, U{logbh)" + A t/1 =0,
ou l'on a posé
am™N\/7logg ™Nit”

. a* \I§X .
al = «i + (Iog—klﬁ— + \(IL%g— 6 y V6 b
Dans cette relation, le terme en K, doit disparaitre. Effectivement, de la

relation alkl = 4a&a, on déduit (log——g|j =O.

Inversement, en dérivant la relation (3) par rapport a v, on doit retrouver
la relation (1). Dans la dérivation par rapport a v de (3), le coefficient de V3 est

car on a
ki = — (\og a*k]k2k3)" + 4ab.
Le coefficient de K, est ~u2. En identifiant & (3), on trouve
kiecc2 =/, a,.
Le terme en V a pour coefficient — (4b~$)0' et disparait.

On a de méme

Ui + Ul(log. b"h'o%eh> J + pp U2 + 2a[-20aU — ktK(log. ak,f + h KJ — 0,

ou l'on a posé

N1 T

ny -
2 — PIH a1

En dérivant la relation (4) par rapport & u et en identifiant avec la rela-
tion (2), on trouve
Kh=KP.:

8. Dans le cas ou la surface (x) est quelconque, nous avons établi les
relations, pour n ™ 3, (¥

(*) Sur la suite de Laplace de I'espace réglé associée a une surface (Bulletin de la Société
roy. des Sciences de Liege, 1934, pp. 64-67).
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an+3k"+2 ... kn+2

-1 ** K v o
bK ... hn kn—iVn_2(]|O«_ab_r:| jé—}01+ k,_lkn 2Vn_ = o,
ak, ... '
bn+3h"+2 ... k+2y un
amkn~l Lo )
(6)v

ak, ... kK _ . 0_,\;;1:"| Ak . o
oK Ly U =] {Ig ) J(hb,,_lhn_JUn_S o

en posant
antl .. atl 1mky log. & " k. \
b-1.. . kJ frr 0 KI g b ... A-/
5 b'l+ . .mky ) .. hnyit log. 6 ... A
” an~2.. ~ 3/ a"-2..v A=/ a ... k

Actuellement, les plans V', +3Vn+2 Vn+i et Vn_, Vn 2Vn_3 ayant un point commun,
le terme en Vn disparait et on a y, = 0. De méme, on a 8, = 0.

Si nous dérivons la relation (5) par rapport & v, nous devons trouver la
méme relation ou l'on a remplacé n par n — 1. Dans cette dérivation, le terme
en Vn+2 a pour coefficient h, et celui en Vn+l, kn+l n+l On a donc

kn+i *«-1 = bn«n.
On a de méme, en dérivant (6) par rapport a u,
hn+l P,+1 = K]j,,.

On voit facilement que l'on a

(bht ...h . lak, ... kn \V°_n
o o!
L .. - IftA, Y
car, par exemple,
frfti---K _402
akt ... kni P

Ceci montre que dans la dérivation de (5) par rapport & v, le terme en
Vn_| disparait et que dans la dérivation par rapport a u de (6), le terme en
disparait également.
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Pour fl =2, on a
PaK, — Ar,V(log. 63/l -2akxU =0,

U, + U, (log. SUBLRUYL 4 py  =#K [ U, — A £/(log. 01%;* )™ — 2bhIV .

9. La quadrigue de Lie ® a pour équation locale
= z,z4 + 7223 = 0.

Dans le cas d’'une surface (x) quelconque, la quadrique a pour équation
locale

2d{z\ + az\ + $zI + === — P(log. &1p)0l(z1z4 + z2z3) = 0, )
donc actuellement, on a
+ *2% + + ap23 = 0.

Observons que la condition pour que la quadrique O soit sa propre polaire
réciproque par rapport a la quadrique (7) est que l'on ait (>2p)t = 0. Donc:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait conservation des asympto-
tiques sur les nappes de I'enveloppe des quadriques de Lie d'une surface est que
la quadrique de Lie soit sa propre polaire réciproque par rapport a la quadrique (b,.

10. Nous allons maintenant former I'équation de la quadrique 0O2) dont les
génératrices rectilignes sont représentées par les sections de Q par les plans
conjugués U2U3Ui et V2V3V<,

A cet effet, considérons le point

+ VrU, + ri0U+ 0OV + + (2P2,

La condition pour qu'il appartienne a I’hyperquadrique Q est
| Ptf + foi — Vz(log bfit)2 —2VoV2-*Co6-L— N(loganff + 2072 — 0.

1l lui correspond alors la droite dont les équations locales sont
02[2,(log bhf + Pzj — T) ,— 21023 + 20O+ C.z, — 22[z,(log akf + az?] = 0,
i*fo* (log b /i)l — z,] — ijjZ, + 2E0Z4 — ¢,23 + Q2[R (loga kfl — «zj = 0,
T.fedogbA/ — — Nzl + 2y)0z4 — C,22 + (2[z2(log a/qf — zJ] = 0,
hl~2 + zt(logbhjri — rhzi + ~z4— S2[3 + z4(log aAJll] — 0.
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Le plan U2 U3 U4 est déterminé par les points

U2, P 6/, + 2a[«V + V.Ooga/r)0 + V), —2aaU—ki(logakFfV + ktV,,

et I'équation de la quadrique ? est

ak3{z\ — c12\ — $2\ + a$zl) — M i(logo/f,)10(22 + 8£.) — 4ala(log b h,f[2\ + az])
“h ~Pi(zZir2a — Pz3zd) 2aki(logaky) (z,z2 -f- Pz3zd)

— 2a/q (log bhi)°'(z1z3 -f- «zszd] + 4a a(z4z3 azlzi)

+ 2ak,[\ogakl)'°{\ogbhf{z2z} — z,z{) + 2aaft(z,z{ + z2z3) == 0.

En partant du plan V2V3K4, on trouve I'équation
bhi(Zi—azl— Pz} + a8§zi —fZja, (log &/qf (23 + «z4) — 462P (log a /f,)0 (z2 + P zd)
-f 462a(z,z2 — Pz3zi) — 26/i, (log a/q)ll (z, z2 + |3z3Zi)
— 2bhl{\ogbhf(z1Z3 + az2zl) -f hla.{z3z3 — «Z2Z4)
+ 26A, (log aki)°(log b/l (2223 — z,24) + 2&P*1(z,24 + z223) = 0.

On passe d’'une équation a l'autre en utilisant les relations 6ip, = 4a&(3
klal — 4aba.

11. Nous avons appelé plus haut U, V les points de la droite CLD! qui
représentent les tangentes aux asymptotiques u, v de la surface (P,). U est de
la forme XC, + pD, et le point U doit appartenir & la droite C,Dt. De méme,
le point Ell doit appartenir a la droite CjDj. On trouve ainsi

U = (hl + ij*JC, — 2br]Di,  V={kt + HA — 2a\Cx

On obtiendra les points analogues sur C,D? en changeant D, en DI et 1] en
— f], sur C2Dj en changeant Ci en C2 et £ en — £, sur C2D?2 en changeant C,,
D, en C2 D etrjen —rj, C en —C

Les points U, V déterminent une suite de Laplace analogue a L et que
nous désignerons par L.

Les points C, Di déterminent des suites de Laplace inscrites dans les sui-
tes L et L. Si Ci est le second transformé de Laplace de C! dans le sens des
v et D'l celui de D! dans le sens des u, le point C[ appartient aux droites VU
et UiU2, le point D'[ aux droites UV et V3V2

La suite de Laplace L est, comme la suite L, autopolaire par rapportji Fhy-
perquadrique Q et les sections de cette hyperquadrique par les plans U f/, U2 et
VVIV? représentent deux demi-quadriques ayant pour support commun la qua-
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irigue de Lie de la surface (P,,) associée au point Pn. La droite UV appar-

enant a Q, la surface (x) fait partie de I'enveloppe des quadriques de Lie &
le la surface (Pu). On en conclut que sur les différentes nappes des enveloppes

fies quadriques de Lie relatives aux surfaces (P,), (PL), (P2), (P2) les asympto-
tiqgues sont les courbes u, v.

S’il y a conservation des asymptotiques sur les nappes de I'enveloppe des
guadriques de Lie d’une surface (x), cette surface fait partie de I'enveloppe des
guadriques de Lie des quatre autres nappes de la premiére enveloppe. Il y a
conservation des asymptotiques sur les nappes de ces différentes enveloppes.

Liege, Mars 1959.



