
par Lucien GODEAUX, Correspondant de l’Académie.

Sur les Surfaces annulant certaines matrices de formes linéaires,

Dans celte note, nous nous proposons d’étudier les surfaces 
algébriques annulant une matrice à quatre colonnes et n -f- 1 
lignes, dont les éléments sont des formes linéaires par rapport 
à n -(- 1 variables, coordonnées ponctuelles d’un espace S„

» f ^ “f"à n dimensions. De telles surfaces sont d’ordre ( et il

existe oo2 espaces linéaires à n — 3 dimensions s’appuyant

en points sur une de ces surfaces.

Ces surfaces ont été rencontrées dans le problème suivant : 
Considérons, dans un espace linéaire Sm à m dimensions, 
m — 3 hyperquadriques YfM_,, linéairement indépendantes, 
ayant en commun un espace linéaire Sm_4 à m — 4 dimensions. 
Les équations de ces hyperquadriques peuvent s’écrire sous la 
forme

?i, + a?5 “i5 4------- h <xim + a, = 0, (i = 1, 2,..., m — 3)

où les a.ik sont des formes linéaires, les des formes quadra­
tiques en x0, 05,, ..., xm.

L’espaceSm_4apouréquationsÆ0==o;j=o;2=x3=0. Leshyper-
quadriquesconsidéréesontencorcen commun une variété à trois

1dimensions, rationnelle, d’ordre - (m3 — 9m* -f- 12m — 30),

représentable point par point sur un espace ordinaire de telle 
sorte qu'aux sections hyperplanes correspondent des surfaces
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d’ordre m — 2 ayant en commun une courbe fixe d’ordre 

q m(m — 3). La section de cette variété par l’espace Sm t est

précisément la surface étudiée dans cette note. Les byper- 
quadriques considérées, définissant la variété à trois dimensions, 
sont m — 7 fois spécialisées et les espaces doubles, à m — 8 
dimensions, appartiennent à l’espace Sm_4. Parmi ces byper- 
quadriques, il y en a oc2 qui sont m — 6 fois spécialisées et
les espaces doubles, à m — 7 dimensions, s’appuient en
fm — 4\
( J points sur la surface de la variété appartenant à 
l'espace Sm__4.

1. Considérons deux espaces linéaires S, S' à n dimensions, 
liés par quatre réciprocités linéairement indépendantes

Saikxix'K = 0, Sbikxlx'K= 0, 2 ciK xt x'K = 0,
i, II i,h i% h

S diK Xi x’h = 0,
i, h

(/, h = 0, 1,..., ri).

A un point x de E ces réciprocités font correspondre 
dans E' quatre byperplans ayant en général en commun un 
espace linéaire à n — 4 dimensions. Le lieu des points x de S 
tels que les byperplans correspondants aient en commun un 
espace linéaire à n—3 dimensions est une surface F repré­
sentée par les équations

Il 2 atK xt E bik Xi S Cm Xi E dm xt || = 0, (2)
i i i i

(k = o, 1,

De même, le lieu des points x' de E' auxquels les récipro­
cités (1) font correspondre quatre byperplans passant par un 
espace à u — 3 dimensions est la surface F' d’équations

11 — UiK &k ^ bih GCk Cik K*k dm xk 11 = 0, (3)k k k k
(i = 0,1,..., n).
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Entre les différents éléments d’une même ligne de la 
matrice (2) existe une même relation linéaire

Di -1 Mm Xt -(- 1/2 S bu,, Xi y$ Cia Xi y4 —* dm xt 0,
i i i *

(& = 0,1,

relation que nous écrirons sous la forme

X0 tf0K + xl'flk-{-------h x„ <fnK = 0 (4)

en posant

<fm (yi< y2> Vs> yù = o-m Ui + bih y2 + cih y3 + v/r

Interprétons yt, i/2, j/3, j/4 comme coordonnées des points 
d’un espace ordinaire S3. En éliminant les x entre les équa­
tions (4), on obLient l’équation

I <p0* <?nt - I = °> (A = 0,1,n), (5)

d’une surface F0, d’ordre n +1, birationnellement identique à F.
En opérant de même sur la matrice (3). on retrouve 1 équa­

tion (5), sauf changement des lignes en colonnes. Les surfaces 
F, F' sont donc birationnellement identiques à la surlace F0 et 
par suite entre elles.

2. A la section de la surface F par l’hyperplan

io X0 + Si Xi d------ b In Xn = 0

correspond sur la surface F0 la courbe représentée par les 
équations

foo fio ••• fno

ron Ÿnn
Fsi

0,

c’est-à-dire une courbe d’ordre -n(w+ 1). L ordre de F est 

égal au degré du système linéaire formé par ces courbes, sur 
la surface F0, lorsque les \ varient.
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Les équations
foi ?u • ■ fui

<Po» fin ■ • nn = 0, (6)
Êo Zi • ■ Zn
r,o Li ■■ ■>\n

représentent une courbe d’ordre -n(n — 1) s’appuyant en
1 2
- (n — 1) w(n -f- 1) points sur la courbe0

Il ?0, Il = °, (i — 1» 2, — , n) (7)
1

d’ordre -n{n -|- 1) (‘). La surface F0 passe par la courbe (7)

et coupe la courbe (6), en dehors de la courbe (7), en
1
- (n — 1) n [n -\- 1) points. La surface F est donc d’or- 
" 1
dre - (n — 1) n (n -f- i).

De même, à la section de F' par l’hyperplan 

So&o + + •" + Zfn^'n = 0
correspond sur F0 la courbe d’équations

?» fiO • • fuo So

fou fin • • ¥nn ?n

La surface F' est d’ordre - (n — d) n [n -|- 1) également.

Désignons par G les sections hyperplanes de F, par G' celles 
de F' et conservons ces notations pour les courbes qui leur
correspondent sur F0. Les systèmes |Gj, j G'I sont de degré 
1- (n — I) n(n -f- 1) et une courbe G rencontre une courbe G' 

en - n (n -|- 1) (2 n -|- 1) points (2).

t1) Voir Stoyvaeet, Cinq Études de Géométrie analytique. (Mém. de la 
Soc. roy. des Sc. de Liège, 1907, 3e série, t. VII.) Voir pp. 37 et 38.

(2) Stuyvaert, loc. cit.
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3. Considérons la variété à trois dimensions, V3, repré­
sentée par les équations

|| S (lih Xi bai Xi c*jft Xi —< tlifi Xi Ç/c || 0, (8)
i i i i

(A = o,i

où les sont des constantes. Celte variété V3 est le lieu des 
points de X auxquels les réciprocités (1) font correspondre des 
espaces S„_4 de £' appartenant à l’hyperplan

& X'0 + 1[X[J[------- f l'n xn ~ = 0.

On a, entre les éléments de n -|- 1 lignes de la matrice (8), 
les relations

X0 cp0ft + Xi Olk -f- ••• -f- Xn Onh + Us = 0.

Entre ces équations et l’équation
£o xo 4~ æi + •” + £» xn = 0 (9)

éliminons les x et y5; nous obtenons
Too ®10 • • t«o

To/i Tm • • *fwn

5o Çi ■ ■ \n 0

équation qui représente dans S3 une surface <!>, d ordre n, 
correspondant point par point à la section de \3 par 1 hyper- 
plan (9). On en conclut que la variété V3 est rationnelle et 
représentable sur l’espace S3 de manière qu à ses sections 
hyperplanes correspondent les surfaces d un système |<b|, ocn, 
dont la base est la courbe

Il <po* ïnt - T«* 5* Il = b, (A = 0,1, ...,n) (il) 

d’ordre - n (n + 1). Cette courbe est d’ailleurs une courbe C' 

tracée sur la surface F0.
Deux surfaces ‘b ont encore en commun, en dehors de la 

courbe (11), une courbe d’ordre -n(n — 1) s’appuyant en 
- (n— 1) n(n -f- 1) points sur la courbe (H). 11 en résulte
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que le degré du système |<l>|, et par suite l’ordre de la
\

variété V3, sont égaux à - (n — 2) (n — 1 ) n.

Plus généralement, considérons les équations (1 <r<n—3)

I! w ^iK Xi Xi —* Citl Xi ^i\ £2h ••• ^r/î li “ 0,
i i i i

(k = 0,1,n).

Elles représentent une variété V,.+2 à r 2 dimensions, lieu 
des points de 2 auxquels les réciprocités (1) font correspondre 
dans 2' des espaces Sn_4 coupant suivant des espaces à n — r—3 
dimensions l’espace linéaire à n — r dimensions représenté par

— XK = 0> " £2K XK — 0> ••• > — XK — P-
h h h

On peut toujours disposer de la figure de référence dans 2' 
de manière à remplacer ces équations par

xn—r+i = xn—r+2 = P) •••, "Cm — 0,

de sorte que la variété Vr+2 soit représentée par les équa­
tions (2) où l’on fait k = 0, \, n — r. Il en résulte que

1la variété V,.+2 est d’ordre - (n — r — d) (n — ?•) (n — r -)- 1).

Toutes les variétés qui viennent d’être rencontrées con­
tiennent F. En particulier, pour ré=n — 3, on obtient des 
hypersurfaces Vn_1( d’ordre quatre, passant par F.

4. Aux points de F les réciprocités (1) font correspondre 
des espaces à n — 3 dimensions que nous désignerons par u1 et 
de même aux points de F' correspondent dans 2 des espaces 
S„_3 que nous désignerons par u.

Nous pouvons supposer sans restriction que le point 
(xo — x\ — • • • = %’n-i — 0) appartient à la surface F' 

et que l’espace <r qui lui correspond a pour équations 
xn~2 = x'n-\ = x'n = 0- A un point de a les réciprocités (1) 
font correspondre des hyperplans passant par 0^, et pour que
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ces quatre hyperplans aient en commun un espace <s , il faut 
et il suffit que l’on ait

Il ^ Uik ^ ^ik ^ Coi OCi ^ tlitl xi Ij t),
i i i i

(i = 0,1,— 3; k = 0,1,n — 1).

Cette matrice s’annule pour - (n — 2) (n—l)n points et
, .6 • fn\ • ü

par consequent les espaces a- s appuient en II points sur r.
fn\ V°/

De plus, par un point de F' passent ( n ) espaces a-'. De même, 

les espaces a-' s’appuient en ( points sur F' et par un point
j i -, fn\ 'v°'
(le h passent I 0 J espaces a.

Les oo2 espaces a (ou s) engendrent une hypersurface 
Ü (ou Q') dont nous allons déterminer l’ordre.

Comme nous l’avons remarqué, aux points d’un espace ar 
correspondent dans 2' des espaces Sn_4 s’appuyant en un point 
sur F'. Si donc nous considérons une droite de 2, et la variété 
engendrée par les espaces S„_4 de S' homologues des points 
de cette droite, l’ordre de Q sera égal en nombre d’espaces S„_4 
de cette variété qui s’appuient sur F', ou encore au nombre de 
points de rencontre de cette variété et de F'.

Considérons, dans 2, la droite
x2 = x3 = — = xn = 0.

Les espaces S„_4 qui correspondent aux points de cette 
droite engendrent une variété à n — 3 dimensions repré­
sentée par

- «0* x'k -1 bu* Xh L Cqk Xfi S cLqk XftI,h h h = 0.
— h &'kK ^ b ik xtiJl 2 CiK x'kh - dlK x'hh

(12)

Cette variété est du quatrième ordre. Il s’agit de trouver les 
valeurs des x' qui annulent à la fois les matrices (3) et (12). 
Observons que pour un point commun à la variété (12) et à la 
surface F’, tous les déterminants à seize éléments tirés de la 
matrice (4) et contenant les deux premières lignes sont nuis.
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De plus, si tous les déterminants à seize éléments tirés de (4) 
et ne contenant par la première ligue sont nuis, tous les déter­
minants tirés de cette matrice sont nuis en vertu des équa­
tions (12).

La matrice (4), dont on a supprimé la première ligne,
s’annule pour une variété à trois dimensions d’ordre ( ); cette

fn\ . vV
variété rencontre la variété (12) en 4 (J points. Mais parmi 

ces points se trouvent ceux qui satisfont aux équations

li x'h — 0, — ôlft x'h — 0, Xh — 0, dw Xu
h h h h

Ü, (13)

qui sont des solutions impropres. Les équations (13) repré­
sentent un espace S„_4 appartenant à la variété (12). Si l’on 
supprime dans la matrice (4) les deux premières lignes, on 
obtient une matrice qui s’annule pour une variété à quatre

dimensions d’ordre [ n ). Cette variété rencontre l’espace ( 13)
rn_j\ \ ° y

en ( 0 ) points. Il résulte de tout ceci que la variété Q (et de
\ J f Yl\ f 'H 1\ 1

même la variété ü') est d’ordre 4 f ,, J — ( ,, J = g(n— ^

(n 1) (»+ *)•

5. Nous avons vu que les surfaces F, F' sont birationnelle- 
ment identiques à la surface F0 d’équation (5). La surface F0, 
d’ordre n -f- 1, est en général dépourvue de points multiples 
et par suite ses genres sont

Pa=Pg=* Qy P l) = (n + l)(n — 3)2 + l.

De ce qui précède, on conclut que
Dans un espace linéaire S„ à n dimensions, une matrice 

à n -f- 1 lignes et quatre colonnes de formes linéaires s’annule
pour les points d’une surface F d’ordre ^ de genres

pa = Vo = Q). P(1) = (" + 1 ) (n — 3)2 + 1. Il existe oc5
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pointsespaces linéaires à n — 3 dimensions s’appuyant en
1 '

sur F et formant une liypersurface Q d’ordre - (n — 2) (n — 1
~ f Yl^

(n —)— 1 ), pour laquelle la surface est multiple d'ordre

6. Envisageons les cas particuliers n — 4 et n = 5.
Si n = 4, les réciprocités (1) déterminent une correspon­

dance birationnelle entre les espaces E, S'; les surfaces F, F' 
sont les surfaces fondamentales de cette correspondance. 
Les espaces ? (ou a) sont des droites s’appuyant en quatre 
points sur F (ou F') et ces droites engendrent une variété 
à trois dimensions Q (ou Q') d’ordre quinze. Les surfaces F, F' 
sont de genres pa = p0 = 4, pm = 6.

Si n = 5, les réciprocités (1) font correspondre aux points 
de l’un des espaces S, S' des droites de l’autre. Les sur­
faces F, F' sont d’ordre vingt et de genres pa = pg = iO, 
pd) = 25. Les espaces <7, <r' sont des plans s’appuyant en dix 
points sur F ou F' ; les variétés û, Q' sont d’ordre 36 et 
possèdent comme surface multiple d’ordre dix les surfaces 
F ou F'.

Deux plans <r ne se rencontrent pas en général, mais 
il y a oo* plans a- rencontrant un plan z déterminé. Suppo­
sons que le point (0, 0, 0, 0, 0, d) appartienne à la 
surface F' et ait comme homologue dans E le plan <r0 d’équa­
tions ic3 = Æ4 = Æ5 = 0. Cela implique que les termes en 
x0x’5, xlx'5, x.2x3 manquent dans les équations (d). Aux points 
du plan <t0 correspondent dans S' des droites passant par 03 (et 
en particulier aux dix points d’appui de <r0 sur F correspondent 
dix plans <s passant par Oj). Aux points de o-0 appartenant à un 
second plan a- correspondent des droites passant par Oj et 
s’appuyant une seconde fois sur F'. Cherchons le nombre de 
ces points qui appartiennent à la droite x2==x3=x4=xb = 0.

Les droites qui correspondent aux points de celte droite
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forment un cône V| du quatrième ordre, de sommet Of 
d’équations

s «0* i- - C0ft x'K 2dûk X'kh h h h
S alK x'K
h

- àlh x\
h - Ci* x'K

h
ZdlK
h

X'k

{k = 0,1,2,3, 4).

Le nombre cherché est égal au nombre de points de ren­
contre de ce cône, en dehors de Of avec la surface F', dont les 
équations

Il ^atKx'h ?W)iKx'K ücift x'k £ dm x'n II = 0,h h h h
(i ~ 0,1, 3, 4, 5)

présentent actuellement la particularité suivante : dans les 
trois premières lignes, le terme en manque. En répétant le 
raisonnement fait plus haut, on voit que F' et V* ont en 
commun 36 points. Pour notre objet, il faut défalquer le 
nombre de ces points absorbés par Of Oj est quadruple pour Vf 
simple pour F' et pour la variété Vf obtenue en supprimant 
dans l’équation de F' la première ligne D’autre part, O5 appar­
tient à la droite obtenue en égalant à zéro les termes de la 
seconde ligne de la matrice; il appartient aussi à la variété Vo 
obtenue en supprimant les deux premières lignes de la matrice. 
Par suite O5 compte pour trois dans les solutions trouvées et le 
lieu des points communs à <r0 et à d’autres plans n est une 
courbe d’ordre 33. Les dix points d’appui du plan <r0 sur la 
surface F sont d’ailleurs multiples d’ordre neuf pour cette 
courbe.

7. Supposons 7i>5. Deux espaces <y ont en commun un 
espace linéaire à « — 6 dimensions. Les oc2 espaces a décou­
pent, sur l’un d’entre eux, <r0, une variété à n — 4 dimensions. 
L’ordre de cette variété se détermine comme dans le cas n — 5.
On supposera que le point 0^(0, 0........0, 1) appartient
à F' et qu’il lui correspond, dans 2, l’espace <r0 d’équations
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xn__2 = xn , = xn = 0. Cela implique l’absence dans les équa­
tions (1), des termes en x0x'n, x^x'^ ...,xn_zx'n. 11 est alors 
facile de voir que les espaces à n — 6 dimensions, découpés 
par les espaces <y sur l’un d’entre eux, <j0, forment une variété

à n — 4 dimensions d’ordre - (n — 2) (n — 1) \n -f- 1) —3,
pour laquelle les ([[] points d’appui de cr0 sur F sont multiples

/w\ VV
d’ordre (“J - 1 (*).

Liège, 31 octobre 1935.

P) On remarquera que ce raisonnement s’applique également au cas n = 4. 
Il y a douze droites <j s’appuyant sur une droite ®o, mais ce sont précisément 
les quatre groupes de trois droites a, distinctes de <r0, passant par les quatre 
points d’appui de <*o sur F. Ces points d’appui sont triples pour le groupe de 
douze points trouvé.


