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Une observation sur les variétés algébriques à trois dimensions 
dont les surfaces canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Considérons une variété algébrique V, à trois dimensions, 
dont les surfaces canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro. 
Un système linéaire infini |F|, quelconque, de surfaces F appar
tenant à V, est son propre adjoint; on serait tenté d’en conclure 
que toute surface tracée sur V possède un système canonique 
et que son genre géométrique est au moins égal à l’unité. Il n’en 
est cependant rien, comme nous allons le montrer sur un 
exemple.

1. Soit V une variété algébrique à trois dimensions, d’irrégu
larité superficielle nulle, dont les surfaces canonique et pluri
canoniques sont d’ordre zéro; la variété V a par suite le genre 
géométrique Pfl = l et les plurigenres P2 = l, P3 = l, ... (*). Un 
système linéaire |F|, de surfaces F tracées sur V, irréductible, 
oc1 au moins, est son propre adjoint et sa surface générique est 
en général régulière.

Supposons que V soit transformée en elle-même par une 
transfomation birationnelle T, de période p, p étant un nombre 
premier. Soit Ip l’involution engendrée sur V par T. Supposons 
en outre que Ip soit dépourvue de points unis.

Construisons sur V un système linéaire |F|, transformé en 
lui-même par T, simple et dépourvu de points-base (2). Le sys
tème |F| contient un certain nombre de systèmes linéaires par
tiels composés au moyen de 1’involution Ip. En remplaçant éven
tuellement |F| par un de ses multiples convenablement choisi, 
on peut s’arranger de manière à ce que le nombre de ces sys
tèmes partiels composés au moyen de I„ soit précisément p et 
que ces systèmes aient la même dimension. Désignons ces sys
tèmes par |FJ, |F„|, ..., 1FP|.

(*) Sur la théorie des variétés algébriques à trois dimensions, consul
ter : F. Severi, Fondamenti per la geometria sulle varietà algebriche 
(Bend. Circolo Malem. Palermo, 1909, t. 28, pp. 33-87); B. Segre, Nuovi 
contributi alla Geometrie sulle varietà algebriche (Memorie della R. Acc. 
d’Italia, 1934, t. V, pp. 479-576).

(2) On établit ces propriétés comme dans le cas des surfaces algébri
ques. Voir, à ce sujet, notre opuscule : « Les involutions cycliques appar
tenant à une surface algébrique ». (Actualités scientif. et industr., Expo
sés de Géométrie, publiés sous la direction de M. Cartan. Paris, Her
mann, 1935, 45 p.)
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Soit Q une variété algébrique image de l’involution Ip. Aux 
systèmes |F,|, |F2|, |F„| correspondent sur cette variété des
systèmes linéaires complets de surfaces I4J, liai, !$„!.

Si pa est le genre géométrique des surfaces F, le système IFi a 
la dimension p„. Sur une surface F! par exemple, le système 
canonique est découpé par les surfaces F et contient p systèmes 
linéaires composés au moyen de Ip; ces systèmes sont découpés 
sur la surface F, considérée par les surfaces des systèmes !F,|, 
|F2|, |F„|. Nous avons montré qu’au système canonique d’une
surface <I>, correspond, sur la surface F, homologue, celui des 
systèmes de courbes canoniques composés au moyen de I„ qui a 
la dimension minimum (‘J. Il en résulte que ce sont les surfaces 
F, qui découpent sur l’une d’entre elles le système transformé 
du système canonique de la surface «ïq correspondante. Par suite, 

est son propre adjoint et, pour la même raison, il en est de 
même de |<ï>2|, l<t>3l, ..., On a donc

I f = t % I, M>i I = l <ï>21,..., | % ( = | % |.

Le genre géométrique et les plurigenres de la variété O sont 
égaux à l’unité.

Si une variété algébrique à trois dimensions dont les surfaces 
canonique et pluricanoniques sont d'ordre zéro possède une 
involution cyclique d'ordre premier p privée de points unis, les 
surfaces canonique et pluricanoniques de la variété image de 
cette involution sont aussi d'ordre zéro.

2. Appliquons le résultat précédent au cas particulier de la 
variété à trois dimensions du cinquième ordre de l’espace à 
quatre dimensions S„, transformée en elle-même par l’homo
graphie cyclique T de période cinq ayant cinq points unis Alt 
A2, ..., Ad n’appartenant pas à V. Nous désignerons par |F| le 
système des sections hyperplanes de V, système transformé en 
lui-même par T.

Soient a,, a2, ..., as les hyperplans faces de la pyramide A,, 
A2, ..., As respectivement opposés à A,, A,, ..., A5. Le système IFI 
contient cinq surfaces transformées en elles-mêmes par T; ce 
sont les sections de V par les hyperplans a,, a2, ..., a5. Nous dési
gnerons ces surfaces respectivement par F1( F3, ..., F5 et les

l1) Sur les Involutions cycliques dépourvues de points unis, apparte
nant à une surface algébrique régulière. (Bull, de l’Acad. roy. de Belg., 
1932, pp. 672-6790
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surfaces qui leur correspondent sur la variété £2 image de l’invo- 
lution Is, par aq, <î>2, 4>5.

Le système |5F| est transformé en lui-même par T; il a la 
dimension 124 et contient cinq systèmes linéaires partiels, de 
dimension 24, composés au moyen de l’involution I5. L’un de 
ces systèmes contient les surfaces F,, F,,..., F5 comptées chacune 
cinq fois et en outre la surface F,4-F2+ ... + F5; il est découpé 
sur V par les hypersurfaces d’ordre cinq, unies pour l’homo
graphie T et qui ne passent par aucun des points unis de cette 
homographie (système auquel appartient V). En rapportant pro- 
jectivement les surfaces du système considéré aux hyperplans 
d’un espace S24, il correspond à V un modèle projectif de û, 
variété d’ordre 53, dont nous désignerons les sections hyper- 
planes par ’F.

D’après ce qui précède, nous avons
W = 5<hi = 5<h2 = ••• = 54>5,
<F = -t- <J>2 H--------- h <!>.,.

En d’autres termes, il existe un hyperplan ayant un contact 
du quatrième ordre avec Q en tout point d’une surface $,■ et 
d’autre part, les surfaces 4»,, ..., <J>3 appartiennent à un même 
hyperplan.

Si nous désignons par 'F2, T4 les surfaces de Q qui 
correspondent aux surfaces des quatre derniers systèmes partiels 
de |5F[ composés au moyen de I5, nous avons

| 5W | = | | = ... = | 5W41.

3. Le système |2F| découpé sur V par les hyperquadriques de 
S4 contient cinq réseaux composés au moyen de I5. Prenons dans 
S4 la pyramide A, A2 ... A5 comme figure de référence; l’homo
graphie T peut alors être représentée par les équations

x[ : x'z : x3 : x\ : xl = xK : tx2 : &x3 : s?Xt : e4Xs,
où s est une racine primitive cinquième de l’unité. Les cinq 
réseaux de surfaces de |2F| composés au moyen de I5 com
prennent alors le premier les surfaces 2FX, F2 + F5, F3 + F4; le 
second, les surfaces 2F2, Fj + F3, F4 + F6; le troisième, 2F3, 
Fj + F5, F2+F4; le quatrième, 2F4, F4+F„, F3 + F5; enfin le cin
quième 2FS, Fx+F4, F3 + F3. A ces réseaux correspondent sur Q 
cinq réseaux
i 2<ï\ | = [<J>2 + <î>5|=i 4>3 + <h4 |, |24>,| = | «^+<*>.1 = 1 *« + **!>
I ! = 1 4\+<i>5 | = | 1, j 24>41 -= ;

| 24>5 i = ! «hj + <P4 I = I 4>, + <ï>3 !•
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Nous avons démontré que les surfaces «tq, <t>2, <t>5 sont
dépourvues de courbes canoniques, mais possèdent un faisceau 
de courbes bicanoniques j1). Ces surfaces ont les caractères 
Pa=Pa=®, P2 = 2, P3 = 4, p(1>=2. Il résulte de nos recherches
que sur la surface <J>,, les courbes bicanoniques sont découpées 
par le réseau |2$d.

Sur une surface quelconque de U, le système bicanonique est 
découpé par le double du système déterminé par cette surface. 
On est donc conduit à la relation fonctionnelle

<J>! = cf>. II * l *1 | 5

c’est-à-dire que la surface isolée <!>, est sa propre adjointe, bien 
que le système canonique de <t>i n’existe pas.

Une variété algébrique à trois dimensions dont les surfaces 
canonique et pluricanoniques sont d'ordre zéro, peut contenir 
des surfaces dépourvues de courbes canoniques.

Liège, le 4 décembre 1935.

(c) Sur une surface algébrique de genres zéro et de bigenre deux 
(Rend. R. Accad. Lincei, déc. 1931, pp. 479-481); Sur les surfaces algébri
ques de genres arithmétique et géométrique zéro dont le genre linéaire 
est égal à deux (Bull, de VAcad. roy. de Belg., 1932, pp. 26-37); Sur les 
surfaces algébriques non rationnelles de genres arithmétique et géomé
trique nuis (Actualités scientif. Paris, Hermann, 1934, 33 p.).
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