Sur les involutions du second ordre de I’espace,
par Lucien GODEALX, Correspondant de I'’Académie.

(Quatrieme note) (i).

Dans cette note, nous considérons une involution du second
ordre engendrée par une transformation birationnelle du
septieme ordre, ayant une seule courbe fondamentale de pre-
miére espéce d’ordre huit et de genre cing. Cette involution
a été rencontrée par Montesano (2), qui en a déterminé les
caracteres projectifs; elle posséde une courbe unie d’ordre huit
et de genre cing. M. Snyder (3) a repris récemment I’'étude de
cette involution et a montré qu elle pouvait étre représentée
par une variété obtenue en considérant les systemes linéaires
de surfaces du huitieme ordre, passant doublement par la
courbe fondamentale, composés au moyen de I'involution.
Nous montrons ici que I'involution peut étre représentée par
I’hypersurface du quatrieme ordre de I'espace & quatre dimen-
sions, enveloppe d’un systeme simplement inlini, d’indice(*)

(*) Les notes précédentes ont paru dans les Huit, de I'Acad. roy. de
Belgique (CI. des Sc.), 1931, pp. 510-526, 991-1000; 1934, pp. 408-414.

(20 Montesano, Una estensione del problema della proiettivita a gruppl
di complessi e di congruenze di rette. (Annali di Matematica, s. 3, t. I,
1898, pp. 313-358.)

Observons que d'aprés la formule de postulation de M. Castelnuovo,
les surfaces du septieme ordre passant doublement par une courbe
d ordre huit et de genre cing sont en nombre Ces surfaces passent
par les dix quadrisécantes de la courbe et forment un systétme homa-
ioidal. Il serait intéressant de voir si toute involution obtenue au moyen
de ce systeme est du type de Montesano.

(3) Snyder, On an involutorial transformation found by Montesano
(Annals of Mathematics, 1930, pp. 335-343)



L. Godeaux. — Sur les involutions du second ordre de I'espace.

deux, d’hyperquadriques passant par une courbe (canonique)
d’ordre huit et de genre cing. L’involution peut également
étre représentée par un espace double dont la surface de dira-
mation, du sixieme ordre, est rationnelle et est I'enveloppe
d’un systéeme ool d’indice deux de surfaces cubiques passant
par une courbe d’ordre sept et de genre cing. L’hypersurface
du quatriéme ordre dont il vient d’étre question possede comme
courbe double ordinaire la courbe du huitieme ordre commune
a toutes les hyperquadriques du systétme dont elle est 1 enve-
loppe. Les caractéristiques de ces hyperquadriques sont des
surfaces rationnelles du quatrieme ordre, a sections hyper-
planes elliptiques, formant un faisceau sur I’hypersurface.
Celle-ci contient en outre ool congruences linéaires de courbes
rationnelles.

1. Rappelons tout d’abord les propriétés de ! involution 12
de Montesano qui nous seront nécessaires pour la suite.

La transformation birationnelle T, génératrice de Involu-
tion, fait correspondre aux plans de I’espace des surlaces d>,
d’ordre sept, ayant comme courbe double une courbe F du
huitieme ordre et de genre cing. La courbe F est la seule
courbe fondamentale de premiére espece de T. Les surfaces o>
forment un systéme homaloidal et passent simplement par les
dix quadrisécantes r4, r2, ..., rl0 de la courbe T. Ces dix
droites sont fondamentales de seconde espece pour T ; a tout
point de la droite r,it+l, T fait correspondre tout point de la
droite r2i+2 (i =0, 1,2, 3, 4) et inversement. A une droite de
I’espace, T fait correspondre une courbe ® du septieme ordre,
s’appuyant en 24 points sur la courbe F (mais ne rencontrant
pas r4, r2, ..., rl0).

La droite joignant deux points d’un groupe de 12 engendre
un complexe linéaire 2. Chaque droite de 2 porte trois
couples de 12. La courbe ¢ transformée d’une droite r s’appuie
en six points sur la conjuguée r' de r par rapport a 2.
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Aux points infiniment voisins d’'un point P de T correspon-
dent les points d’une conique s’appuyant en sept points sur Y
et dont le plan passe par P. Le lieu de ces coniques est la
surface fondamentale de T, jacobienne du systeme [<J>|, d’ordre
24; cette surface possede T comme courbe multiple d’ordre
sept et les droites ru r2, ..., ri0 comme droites quadruples.

L’involution 12 posseéde ocl points unis, formant une
courbe A d’ordre huit et de genre cing, s’appuyant en 24 points
sur la courbe F mais ne rencontrant pas les droites™,r2, ...,rl0.

2. En désignant par tu les plans de I'espace, considérons le
systéme complet de surfaces

[Fl=lra+ |

Les surfaces F sont d’ordre huit, possédent T comme courbe
double et r,, r2 ri0 comme droites simples. Parmi les
surfaces F se trouvent les surfaces formées d’'un plan in et de
la surface <b que T lui fait correspondre; de telles surfaces sont
transformées en elles-mémes par T et, par suite, le systéme | F |
est transformé en lui-méme par T.

Le systeme |F| contient deux systemes linéaires partiels
composés au moyen de l'involution 12. Le premier de ces
systemes contient les surfaces formées d’'un plan et de la
surface <b que T lui fait correspondre; ses surfaces rencontrent
la courbe unie A en seize points variables.

Le second systéme linéaire partiel composé au moyen de 12
comprend les surfaces F engendrées de la maniere suivante :
soit s une droite; aux plans passant par s correspondent des
surfaces ¢> formant un faisceau projectif au faisceau de plans
considéré. Le lieu des courbes communes aux éléments homo-
logues de ces deux faisceaux projectifs est une surface F
transformée en elle-méme par T. Cette surface contient la
courbe unie A. Le second systeme linéaire partiel formé de

surfaces F et composé au moyen de 12 a donc A comme
courbe-base.

— 978 —



Godeaux. — Sur les involutions du second ordre de I'espace.

3. Le systeme linéaire |F| étant transformé en lui-méme
par T, il en est de méme de son adjoint |F'|. Les surfaces F'
sont des surfaces du quatrieme ordre, passant simplement par
la courbe F (mais non par les droites rx, r2, ..., rli0).

Les surfaces du quatrieme ordre de l'espace sont en
nombre 0034, elles découpenL sur la courbe F une série
linéaire d’ordre 32, non spéciale et par suite de dimension 27.
Il en résulte qu’il existe oo6 surfaces du quatrieme ordre
contenant F; le systeme | F'| a donc la dimension six.

Les surfaces F' découpent, sur la courbe A, une série
linéaire d’ordre huit donL la dimension est égale a trois ou a
guatre, suivant que cette série est non spéciale ou est la série
canonique. Dans tous les cas, il y a au moins ¢»! surfaces F'
contenant A. D’un autre c6té, les surfaces F| contenant F et A
forment au plus un faisceau. Il existe dont, dans |F'|, un
faisceau, que nous désignerons par |F(|, de surfaces conte-
nant A et les autres surfaces F' découpent, sur A, les groupes
de la série canonique de cette courbe.

La transformation T détermine, dans le systeme |b,|, une
homographie involutive agissant sur les surfaces F' considérées
comme éléments (cette homographie pouvant d’ailleurs étre
I'identité si toute surface F' est transformée en elle-méme
par T). Il existera certainement une surface F', ne contenant
pas A, transformée en elle-méme par T ; soit F(, cette surlace.
Sur Fg, T détermine une involution d’ordre deux ayant
comme points unis les huit points de rencontre de Fg et de A;
par conséquent I'involution 1" est de genres un (pa — P4 = 1)
comme la surface Fg. Sur Fg, les surfaces F' découpent un
systeme linéaire de degré huit, de genre cing et de dimension
cing, qui contient deux systémes linéaires partiels composés
au moyen de Lj, fl). L’un de ces systémes est un faisceau ayant

fl) L. Godeadx, Mémoire sur les involutions appartenant a une surface
de genres un. (Annales de I'Ecole normale sup., 1915, pp. 357-430; 1919,
pp. 51-70.)
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pour points-base les huit points unis de 1'; il est découpé
sur Fé par les surfaces F'. L'autre systéme a la dimension trois
et est dépourvu de points-base. On en conclut (pie | F'! contient
deux systémes linéaires partiels composés au moyen de Invo-
lution 12 : Lun est le faisceau |F{|, l'autre, de dimension
quatre et que nous désignerons par |Fg|, n’a pas de points-
base en dehors la courbe T.

Le systeme complet |F'| est simple.

4. Rapportons projectivement les surfaces F' aux hyper-
plans d’un espace linéaire S0 a six dimensions. Aux points de
I'espace correspondent ceux d’une variété V, a trois dimensions
et d ordre huit, dont les sections hyperplanes correspondent
aux surfaces F'. Nous continuerons a désigner par F' ces
surfaces-sections.

A I’homographie déterminée par T entre les surfaces F'
correspond une homographie H de S6, transformant Y en
en elle-méme. Puisque | F'| contient deux systémes linéaires
partiels composés au moyen de 12, I'un oo4, l'autre ocl, les
axes ponctuels de I’homographie H sont une droite ne
rencontrant pas V et un espace linéaire a quatre dimensions ut
coupant Y suivant la courbe qui correspond a A et que nous
désignerons encore par A. Les hyperplans de S6 passant par
la droite ot découpent sur Y les surfaces F,,; ceux qui passent
par  découpent sur V les surfaces FJ.

Pour obtenir une variété image de I'involution 12, rappor-
tons projectivement les hyperplans de S6 passant par <l aux
hyperplans d un espace linéaire St a quatre dimensions. A la
variété Y correspond une variété Q de S4, a trois dimensions
et d ordre quatre, image de 12. Nous désignerons par A' la
courbe de O qui correspond a A.

Les sections hyperplanes F' de V sont de genres un

= — " Sur une surface Fg, on a une involution R
possédant huit points unis; par conséquent, la section hyper-
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plane  de U qui correspond a cette surface F/(est de genres
un (pa = P4 = 1) et a des points doubles coniques aux huit
points ou elle rencontre la courbe A'. On en conclut que la
variété Q ne posséde pas de surface double, mais que la
courbe &' est double ordinaire pour cette variété. De plus,
A' est d’ordre huit et ses huit points d’intersection avec un
hyperplan appartiennent a oc2 quadriques de cet hyperplan J1) ;
par conséquent, la courbe A' est la base d'un réseau d’hyper-
quadriques de S4.

Aux surfaces FJ correspondent, sur Q, des surfaces ffg du
guatrieme ordre, a sections hyperplanes elliptiques. En effet,
sur la section hyperplane d’une surface FJ, H détermine une
involution ayant huit points unis et par suite elliptique. Les
surfaces forment un faisceau jfrg). On sait que la section
hyperplane W de Q est I'enveloppe d’un systtme al d’indice
deux de quadriques (2j; les surfaces découpent, sur une
surface »F, les biquadraliques gauches caractéristiques de cette
enveloppe. Les surfaces *P1 passent simplement par la
courbe Al

5.Chacun des points doubles conigques d’une section hyper-
plane >F de O est équivalent, au point de vue des transfor-
mations birationnelles, & une conique de degré — 2. Par
conséquent, la courbe A" équivaut, au poinl de vue des trans-
formations birationnelles, a une surface que nous désignerons
encore par A'. Cette surface contient un faisceau, de genre
cing, de coniques.

Cela étant, considérons sur V une surface F' non trans-
formée en elle-méme par H. 11 lui correspond sur U une
surface  appartenant totalement a un systéme linéaire I'LI.
Faisons varier F' d’une maniéere continue dans | Ff| jusqu a ce
gu’elle vienne coincider avec une surface FJ,. La surface varie

(g L. Godeaux, loc. cil., chap. Vil (1919).
(2 4., ibid., chap. VII (1919).
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d’'une maniére continue et vient coincider avec une surface *F
comptée deux fois. On a donc

VI=j2w

Faisons ensuite varier F' d’une maniére continue dans |F[,
jusqu'a ce qu elle vienne coincider avec une surface FJ. La
surface >F correspondante se réduit a I'’ensemble de la surface A'
et d’une surface comptée deux fois. On a donc

|W|=|2VF, +A'
et par conséquent
2] = 2V, + A"

De ces relations fonctionnelles, il résulte que les surfaces VF
sont découpées sur Q par les hyperquadriques de S6 et que
la variété Q, image de /involution 12, est la variété du qua-
trieme ordre, enveloppe d’un systéme oc! d’indice deux d'liyper-
quadriques de S4, ayati comme base une courbe d'ordre huit et
de genre cing.
Si
Ci(x0, Xi, x2, x3, x§) = 0, @ =0, MW=0
sont les équations de trois byperquadriques de S4, se rencon-
trant suivant une courbe irréductible d’ordre huit, la variété Q
a pour équation
(fl—tfiTa=0
et est I'enveloppe du systéme
-(-2Xtpz @ =0.

Une surface % est la base d’un faisceau d’hyperquadriques.
Les byperquadriques passant par une surface ¥j rencontrent
encore la variété O suivant les autres surfaces du faisceau |Wj|.
D'ailleurs, Q est le lieu des surfaces Wj représentées par les
équations

?l — p<?2=0, tp2 — pcf3=0,
lorsque p varie.
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6. Pour obtenir la représentation de la variété U sur un
espace double, projetons cette variété sur un espace a trois
dimensions < a partir d'un point de la courbe A'. Sans
restreindre la généralité, nous pouvons supposer que le centre
de projection est le point (O, O, O, O, 1) et que I'espace & a pour
équation xt = 0. Nous écrirons donc

®L = Xi*i (X0, X0 X2, X3) + 02 (x0, xIt x2, x3) = 0,
o= x4 + p2 =0, = xdyl + y2 =0,
ou les a, p, y sont des formes dont le degré est indiqué par
I’indice.
L’équation de Q devient
®*(Pi— “iTi)4- (2Pipl— ady? — a2yl) + Pi—a2y2 = 0.
La surface de diramation de I’espace a a pour équation
(2 & —aly? —aryil—4($— yd(p§—ay) =0.

Nous désignerons cette surface par K.

A la surface f, découpée sur Q par I'byperquadrique

x4(),28) 4- 2).pt + yh) £\ -)- 2Xpz + y2 =0
correspond la surface cubique d’équation

1 -1 A2
a P
al p? r*

Les surfaces 'Fj passent par la courbe A", d’ordre sept et de
genre cing, d’équations
Py
SR
projection de la courbe A'. L’enveloppe des surfaces *Fja pour
équation
(yia? — tW!? — 4K P, — «2Pi) (Ptyl — Plyi) = o
et coincide, comme on le voit par un calcul simple, avec la
surface de diramation K.
Deux surfaces *Fj ont en commun, en dehors de A", une
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conique <]/ dont nous allons déterminer I'origine. Considérons
les surfaces % découpées sur O par les hyperquadriques

+ 2Ap + ®3 =0, plgi+ 2p<p2 + =0, (1)
Ces surfaces % appartiennent a I’lhyperquadrique
+0-+p)e+B=0.
Observons maintenant que I’équation de la variété U peut
s’écrire
P'F'pi + (X + p)<p + Caj2 —
[X2tpi + 2Xtp2 + 3] [p2pt + 2 P<p2 + 3] = 0.
Cela étant, la coniqgue commune aux deux surfaces Vj homo-
logues des surfaces % considérées a pour équations

\uai + + p)Pi + vi =0, Xpal + (X - p)(32 +y2=0.

Dans l'espace S4, ces deux équations représentent un cone
guadratique ayant pour sommet le centre de projection; ce
cone coupe chacune des hyperquadriques (!) suivant une
biquadratique rationnelle (ayant un point double au centre de
projection).

Ainsi donc, a une conique i}* commune a deux surfaces
correspondent, sur U, deux biquadratiques rationnelles ayant
un point double en 04 (0, 0, 0, 0, 1). On sait du reste que les
coniques -j/ s'appuient en six points sur A". Or, cette courbe
est double pour la surface de diramation K, d’ordre six; les
coniques >' ne rencontrent donc pas K en dehors de A".

La surface K, étant I'enveloppe des surfaces *Fj, est le lieu
des coniques

X2a, + IXpt+yl =0, Xal+ 2X(3A+y2=0,
caractéristiques de ccs surfaces. Sur K, ces coniques forment
un faisceau rationnel et par suite la surface K est rationnelle.

L involution 12 peut étre représentée par un espace double
dont la surface de diramation est une surface rationnelle du
sixieme ordre, passant doublement par une courbe du septiéme
ordre et de yenre cing.

— 984 —



L. Godeaux. — Sur les involutions du second ordre de I'espace.

7. D’aprés ce qu’on vient de voir, le cbne quadratique
Xaj + X2pi + X3yj =0,  Xjtxj + x,p2 -f- 372 —d

coupe la variété Q suivant deux courbes gauches rationnelles du
quatriéme ordre, ayant un point double en 04 et que nous
désignerons par  Ces deux courbes appartiennent aux sur-
faces Vj, le long desquelles Q est touchée par les hyperqua-
driques du systéeme

X200 (- 2Xep? |- 08 = 0,
ou X est racine de I’équation

Xt —XX2 -f- X233 = 0.

Sur une surface IFL, il existe ool courbes 4 formant un
faisceau, et par suite les courbes A forment une congruence
linéaire. Le méme raisonnement pouvant étre répété pour tout
point de la courbe A', on en conclut que la variété Q con-
tient 00! congruences linéaires de courbes rationnelles.

L’existence d’'une surface unisécante des courbes 4. permet-
trait de démontrer la rationnalité de la variété . Observons
qgu’a une telle surface correspondrait nécessairement une sur-
face de u bisécante des coniques <]\ car on sait qu’il ne peut
exister de surfaces unisécantes de ces coniques”). On en conclut
que l'existence de surfaces unisécantes des courbes ¢ sur
exige celle de surfaces d’ordre 3\/\, passant v fois par la
courbe et touchant K en tout point de rencontre en dehors

de A" (2). Liege, le 2 novembre 1934,

(1) Montesano, Su le congruenze lineari di conicbe nello spazio. (Rend.

R. Istituto Lomb., 1893)

(2) Aux quadrisécantes r,, r2, ... rl0 de V correspondent des points
doubles coniques de V, et par suite O posséde cing points doubles coni-
ques isolés.
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