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Sur les surfaces algébriques de genres zéro ayant des courbes
tricanoniques elliptiques,

par Lucien GODEAUX, Correspondant de I'’Académie.

Les surfaces algébriques non rationnelles dont les genres
arithmétique et géométrique sont nuis ont fait récemment
I’objet de nouvelles recherches (*). Nous avons pu construire
une surface de cette catégorie dont les courbes tricanoniques
sont les courbes elliptiques d’un faisceau (x). Cette surface
contient deux courbes elliptiques isolées Cj, C? telles que
C[ = 2C2, e2 = =2". Les courbes BCj, 3C2 sont équivalentes
et sont précisément des courbes tricanoniques de la surface.
Dans cette nouvelle note, nous considérons les surfaces dont
les courbes tricanoniques sont formées d’une partie fixe et
d’une partie irréductible, elliptique, variable dans un faisceau.
Nous démontrons que ce faisceau contient soit deux, soit trois
courbes multiples et déterminons dans chaque cas la ou les
courbes bicanoniques de la surface, ainsi que la composante

(g Nous avons exposé ces recherches dans une monographie : « Les
surfaces algébriques non rationnelles de genres arithmétique et géomé-
trique nuis » (Actualités scientifiques et industrielles, Exposés de Géomé-
trie, publiés sous la direction de M. Cartan, Paris, Hermann, 1934). Un
exposé de la méme question paraitra prochainement dans les Rendiconti
del Seminario matematico della R. Universita di Roma, sous la signa-
ture de M. Enriques

(2) Sur une surface algébrique non rationnelle de genres arithmétique
et géométrique nuis, et de genre linéaire un. (Bulletin de la Société
royale des Sciences de Liege, 1934, pp. 184-187.)
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L. Godeaux. — Sur les surfaces agébriques de genres zéro

lixe du systéme tricanonique. Les résultats que nous avons
obtenus sont énonceés a la fin du travail.

1. Soit F une surface algébrique privée de courbes excep-
tionnelles, de genres pa = pg — 0, p() = 1, dont les courbes
tricanoniques sont formées d’une partie fixe A et d'une partie
irréductible G, variable dans un faisceau linéaire | C|. Puisque
p(D=1, les courbes C sont elliptiques et A est formée de
courbes elliptiques, composantes partielles du faisceau |G|.
Un a en outre, d'aprés les hypothéses, P3 = 2 et par suite
i>2> 1.

L’adjointe C' d’une courbe C ne peut remontrer cette
courbe. D’autre part, le systeme |C' — C| n’existant pas, la
courbe G' ne peut comprendre une courbe G et est formée de
parties de courbes du faisceau | C[.

Si I'on désigne par

IKs| =] A+C|

le systéme tricanonique de F, on a

I Kg| =]A+C|
et par suite
| K, | — | 3K4 —3K3| = | 3C'— 3C |.
Il vient donc
3C' = A + 4C.

Supposons que |C| contienne v courbes dégénérées, la
premiére en k courbes Cu, G12....... Gl4, elliptiques, comptées
respectivement pl2, .... pl4 fois; la seconde en k' courbes
elliptiqgues comptées respectivement un certain nombre de fois;
et ainsi de suite. On a donc

C = PhLj! - p12Ci2 + (1)

La courbe adjointe G' sera formée des composantes partielles
des v courbes G dégénérées et nous écrirons

C'=Xucu + X12cll s+ -)-  CIk + D2 -f- s + Dy, )
ou ML, X12. ..., XA sont des entiers au plus égaux respective-
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ayant des courbes tricanoniques elliptiques.

ment a pi2, .... I’un au moins des A étant intérieur a la
quantité p correspondante, et ou 1)2, D, sont formées d’une
maniere analogue au moyen des autres courbes dégénérées
de [C|

2. Si I'on désigne par Glt I'adjointe de C11( on a, en partant
de la relation fonctionnelle (1),

/N\

=(pH 1) + pACr+ " + fXjfcCr + Gb
et, par comparaison avec (2),
Cu= (& Pud~1)Gj-f- (X2 pi2)Cl-f- - (Xife — (xIft) Clft

+ 12 + e + Dy,

La courbe existe certainement; d'autre part, la courbe
U2-f-eee—j—nNe peut engendrer un faisceau, car celui-ci
devrait étre composé au moyen de |G|, ce qui est impossible,
puisque CJj — n’'existe pas. La courbe D? -f- ... -f- Dv est
donc isolée et I'on doit avoir

pH +1 >0, X — pl2 =0, .., )t — plA = 0.

Mais on ne peut avoir —pu--1 >0, car alors la
courbe canonique C[x — de F existerait; donc on a
Pu = Xn -j- 1. D’autre part, comme les X sont au plus égaux
aux p, on a

=Pl2»w> = PIR-

Cela étant, si k=1, on peut répéter le méme raisonne-
ment sur I'adjointe C]2 de C12; cela conduira a )H = pH et
P12 = ~12 + 1> ce qui est en contradiction avec les résultats
précédents. On a donck = 1.

On voit donc que les courbes C dégénérées, dont les com-
posantes interviennent dans la formation de la courbe C', sont
formées d une seule courbe comptée un certain nombre de fois.
Nous désignerons par Cj, C2 ..., Cv ces courbes et nous
écrirons

C == pi Ci = p2C2 = o+ == pv(.v.
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On aura alors
cl = Ajc( -p x2C2 -p *» + XvC.,

et, d’'aprées ce qui précede,
Pl—M+L >pv=7T~P i
Par suite
C=(Xt-pl)Cj=(X1-)-1)Co=we—(av-p 1) Cv. ©)
Enfin, nous aurons
Cl'=XoC2-p »* ~p XyCy,
€2 == XjCj -p X3C3 -p s+ XVCV,
3. Des deux derniéres relations fonctionnelles, on déduit
Ci=(X2—d)Clo Xj-p2X3C3-p  -p 2XVCV,
Par conséquent, on a, en tenant compte de (3),
Ci—(A=Q-—-)ctp(\-1)C,+03—1i)c, + ..
+ (Xv—d)Cv+ (v—2) C.
Or, le systeme bicanonique CJ — de F, qui existe
certainement, ne peut contenir le systeme tricanonique comme

partie. On a doncv < 3.
Supposons v = 3. On a

Ci" = Oh — 1) ¢t + (2),2 — 1) C2 + 3X3C3
et par suite
| K3| =(X1-2)C1-P(2X2-1)C?2 + (2X-1)C}+ C= A+ C.
11 vient donc
A=(Xt -2 -p(X2—1)Cl-p(2X3—1)C3

La courbe A doit étre isolée et deux cas peuvent se pré-
senter :

1° On a Xj = I. L’un des nombres X2, X3 est égal a I'unité
et l'autre a deux. Supposons, pour fixer les idées, X2 = I,
X3 = 2. On aura

A=— pQ-p3C=—el+cl+c=cl+c2
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ayant des courbes tricanoniques elliptiques.

2° On a \ > 2. On doit avoir \ = 1, X3 — \. Mais alors,
en intervertissant les roles de CI5  dans le raisonnement qui
précede, on aura
A=@2X(-1)C1-C1+ Q3
et par suite X, == 2,
\ —30—C+ C3= 02 -f- C3.

On voit donc que, sauf un changement de notations éven-
tuel, il suffit de considérer le cas Xdi =1, X2 =1, X3==2.
On aura alors

Ct = C2 + 2C3, C2 = Ci f- 2Cj, 03 = 04-1-02= A.

Par suite,

C'= 04 + 02 -f- 203,
|[C*"-0| = ! 03+ O],
JC"—c|=lo+0l+C|,..
Onadonc P2 =2, P3 =2, ...,

4. Supposons maintenantv = 2. On a
c.— (=X —1Ct+ (X*— 1) C»,
0j = X2C2, 02 = X4 04,
Cr = X4G! -|- X262,
—c=X—i)ot-- (X2—1) 02,
C"—c=0n—-2)Ci+(X2—2)C2+ C

Par conséquent, on a \ > 2, X2 > 2 et
A= (0-2) Ci + (X2-2)02

Le systéme bicanonique |C" — C| est formé d’une courbe
nécessairement isolée et I'on a P2 = 1, P3 = 2.

Observons que I’on ne peut d'ailleurs avoir v<2.

En résumé : Si une surface algébrique de genres pa=p =0,
p(l) = | possede des courbes tricanoniques formées d'une
partie fixe et d'une partie irréductible variable dans un
faisceau |C|

1° Ce faisceau contient trois courbes multiples 2C1; 2C2
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3C3 et les systémes Incanonique et tricanonique sont respective-
ment
IC3+G |, [Cl+C2+C|;

ona P2 =2, P} =2

2" Ou ce faisceau contient deux courbes multiples XjCj,
X2C2 et les systémes bicanonique et tricanonique sont

(XI-1)Cl+ (X2-1)C»> (A —2)Ct+ (X2 — 2) C, + C;

onaPj=1, P3=2.
Liége, le 8 décembre 1934,

M. HATEZ. Imprimeur de I'’Académie royale des Sciences, des Lettres
et des Beaux-Arts de Belgique.



