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Sur les involutions cycliques appartenant a une variété
algébrique et possédant une courbe unie,

par Lucien GODEAUX, Correspondant de I’Académie.

Dans une suite de recherches faites depuis 1912, nous
avons cherché a édifier une théorie des involutions
n ayant qu'un nombre fini de points unis, appartenant a
une surlace algébrique (). Nous avons récemment cher-
ché a étendre nos recherches aux involutions appartenant
a une variété algébrique a trois dimensions et ayant soit
un nombre fini de points unis, soit une courbe unie (2).

(g Nous avons résumé nos recherches dans un exposé sur : Les invo-
lutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Actualités scien-
tifiques et industrielles, exposés de géométrie publiés sous la direction de
M. E. Cartan. Paris, Hermann, 1935). Voir également : Recherches sur les
involutions douées d’un nombre fini de points de coincidence, apparte-
nant a une surface algébrique (Bull, de la Soc. Math, de France, 1919,
PP- 1-16); Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 450-467;
1931, pp. 1131-1150, 1356-1365; 1935, pp. 338-344) et un travail qui paraitra
prochainement dans les Mémoires in-8° de I'Académie.

(2) Sur les involutions cycliques appartenant a une variété algébrique
(Comptes rendus du Congreés des Math. d’Oslo, 1936, t. Il, pp. 151-152);
Sur deux involutions cycliques du troisieme ordre appartenant a une
variété algébrique a trois dimensions (Bull, des Sc. Mathém., 1937, pp. 82-
96); Recherches sur les involutions cycliques du troisieme ordre appar-
tenant a une variété algébrique a trois dimensions (Annales de I’Ecole
Normale supérieure, 1937, pp. 55-79); Sur les variétés algébriques a trois
dimensions, de genres un, contenant des involutions cycliques (Bull, de
la Soc. Math, de France, en cours d’impression); Une variété algébrique
a trois dimensions sur laquelle I'opération d’adjonction a la période trois
(Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1937, pp. 335-342); Sur les involutions
cycliques appartenant a une variété algébrique de genres un (lbid., 1937,
pp. 680-684).
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Poursuivant ces recherches, nous étudions dans ce travail
une involution cyclique d'ordre premier p, appartenant
a une variété algébrique a trois dimensions, ayant une
courbe unie telle que, dans la gerbe des tangentes a la
variété en un point de cette courbe, I'involution détermine
une homologie. Nous construisons une variété image de
rinvolution et montrons que la courbe de diramation est
multiple d’ordre p pour cette variété. Nous déterminons
ensuite le comportement, le long de cette courbe, des sur-
faces tracées sur la variété image.

1. Soit V une variété algébrique a trois dimensions con-
tenant une involution cyclique Ip d’ordre p, possédant une
courbe unie D, simple pour la variété. Soit | la transfor-
mation birationnelle de V en elle-méme, de période p,
genératrice de ( involution Ip. Nous supposerons p pre-
mier.

Considérons un point A de D et soit a | espace linéaire
a trois dimensions tangent a V en A. A une courbe algé-
brique quelconque passant par A et tracée sur V, | fait
correspondre une courbe algéebrique passant par A; par
conséquent T détermine dans la gerbe des tangentes en A
a V une homographie h. Cette homographie peut étre
I'identité, ou une homologie de période p ou une transfor-
mation non homologique de période p, présentant trois
rayons unis si pA>2. Dans tous les cas, la tangente en A
a la courbe D est unie pour I’'hnomographie h.

2. Considérons un systeme linéaire de surlaces algé-
briques, 'L!|, simple, dépourvu de points-base, et soient
|L2|, |L3L, ..., |LP| les systemes que T, T2, ..., T"-1 lui font
correspondre. Le systeme linéaire

Fl= Lt+ L2-f-ee + Lp|
est transformé en lui-méme par T et contient un systéeme
linéaire |Fx composé au moyen de ! involution Ip. Les sys-
temes IFI, IFj| sont privés de points-base et leurs surfaces
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(rjencontrent la courbe I) en un nombre de points multiple
ep.

Le systeme |F| peut éventuellement coincider avec le
systeme jFjJ, mais dans tous les cas, en prenant un mul-
tiple suffisamment élevé |XF| de |F|, on obtiendra un
systéeme linéaire transformé en lui-méme par T, simple,
contenant p systemes linéaires partiels composés au
moyen de I'involution Ip dont I'un, qui comprend les sur-
faces AF,, est privé de points-base. Pour I'établir, il suffit
de considérer I'involution cyclique déterminée par Ip sur
une surface F, et d'appliquer a celle-ci la propriété ana-
logue & la précédente et relative aux surfaces (l).

Cela étant, nous pouvons supposer, en changeant éven-
tuellement de notation, que le systeme simple |Fj contient
p systemes linéaires partiels |Fxj, |F2|, ..., |Fpj, composés
au moyen de l'involution Ip, dont le premier est privé
de points-base.

Si r est la dimension du systéeme |Fj, rapportons pro-
jectivement ses surfaces aux hyperplans d’un espace
linéaire Sr a r dimensions. A la variété V correspond bira-
tionnellement une variété que nous désignerons encore par
V. Nous désignerons de méme par F les sections hyperpla-
nes de V. Sur le nouveau modele projectif de V, I'involu-
tion Ip est engendrée par une homographie T, de Sr, de
période p, possédant p axes ponctuels que nous désignerons
par S(1), S(2), ..., S(p). Soit 2, le systeme des hyperplans
unis de T passant par tous les axes ponctuels, sauf par S(i).
Les systemes linéaires |Fa|, |F2|, ..., |FP|, composés au
moyen de Ip, sont respectivement decoupés sur V par

v S,

Le systtme |Fx| étant dépourvu de points-base, les
espaces S(2), S, ..., S(p) ne peuvent rencontrer la
variété Y. 11 en résulte que la courbe unie D appartient a
I'axe S(1)P)

P) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique. (Loc. cit.)
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Soient A un point de D; a la tangente a D en A; a ! es-
pace a trois dimensions tangent a V en A. La droite a
appartient a I'espace S(1>, I'espace a est uni pour | homo-
graphie T. Nous supposerons que l'espace a na que la
droite a en commun avec l'axe S(1), ce qui écarte le cas
ou T détermine l'identité dans la gerbe des tangentes a la
variété V en A,

Dans l'espace a, T détermine une homographie h' de
période p, donc générale. Deux cas peuvent se présenter :

1° L’espace a s'appuie suivant une droite a' sur lun
des espaces S<2), S<j), S(p), par exemple sur le premier.
L’homographie h' est biaxiale, les axes étant a, a et
I’'hnomographie h est homologique.

2° L’espace a S’appuie suivant un point sur deux des
espaces S(2), S(3), ..., S(p) par exemple en k\ sur
S® et en A/ sur S(3) L’homographie h' est axiale, I'axe
ponctuel étant a; I’homographie h est non homologique
et 'on ap>2.

Dans cette note, nous nous limiterons a | étude du pre-
mier cas.

3.Fixons l'attention sur une surface Fl, soit F,*, ren-
contrant la courbe D en des points simples; soit A un de
ces points. Les surfaces F, passant par A sont tangentes en
ce point au plan A a'

Les ool groupes de  appartenant a la surface F/ for-
ment sur cette surface une involution cyclique I,,* d’ordre
p n’ayant qu’un nombre fini de points unis. Sur la sur-
face Fx*, les surfaces F, découpent un systéeme linéaire
dépourvu de points-base et composé au moyen de Ip ; les
courbes de ce systéme passant par A acquiérent la multi-
plicité p en ce point, les tangentes étant variables 0). En
effet, le point A est uni parfait pour I'involution I,*. 1l en

(') Recherches sur les involutions douées d'un nombre fini... (Loc. cit.)
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résulte que les surfaces F, passant par un point A de D
ont entre elles un contact d’ordre p—1 en ce point.

Soit r, la dimension du systeme | [ Rapportons pro-
jectivement les surfaces du systeme |Fi| aux hyperplans
d’un espace linéaire a i\ dimensions; il correspond a la
variété V dans cet espace une variété algébrique U image
de I'involution Ip. A la courbe D correspond une courbe
de diramation A de Q. Désignons par $1 les sections hyper-
planes de O, surfaces qui correspondent aux surfaces Fj
de V.

La surface Qi*, qui correspond a la surface Fi* et qui
est I'image de I'involution ir* de cette surface, possede des
points multiples d’ordre p, a cones tangents rationnels et
irréductibles, aux points de diramation (*), c’est-a-dire aux
points ou elle rencontre la courbe A. Tl en résulte que la
courbe A est multiple d’ordre p pour la variété 0.

4. Reprenons la surface F,* et considérons les systéemes
linéaires de courbes découpées sur cette surface par les
surfaces F2, F3, Fp. Ces p—1 systemes linéaires sont
composés au moyen de I'involution Ip* et ont pour points-
base les points unis de cette involution, c’est-a-dire les
points de rencontre de la surface F!* avec la courbe D.

Nous avons démontré que les courbes considérées ont,
au point A, dans un certain ordre, les multiplicités un,
deux, ..., p—1, les tangentes étant variables (2).

Les surfaces F2 sont découpees sur V par les hyperplans
de S2; ces hyperplans ne contiennent pas SZ) et coupent
par suite le plan A a', tangent en A a la surface F,*, sui-
vant une droite variable. Par conséquent les courbes
(F,*, F2) ont un point simple en A et les surfaces F, pas-
sent simplement par la courbe D.

Cela étant, nous pouvons supposer avoir numéroté les

tl) Recherches sur les involutions douées d’'un nombre fini... (Loc. cit.)

(2) Sur les points unis parfaits des involutions cycliques appartenant
a une surface algébrique. (Bull, de la Soc. roy. des Sc. de T.iége. 1937.
pp. 37-50.)
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espaces S<3), S(p) de maniére que les courbes (Fx*, F3)
aient un point double en A, les courbes (F/, Fp) un
point multiple d’'ordre p—1. Pour des raisons de conti-
nuité, le comportement de ces courbes aux autres points
unis de I'involution Ip* sera le méme.

Les hyperplans de S3 passent par S(l) et S(2); ils con-
tiennent donc l'espace tangent a a la variété V en A; les
surfaces F3 ont donc un point double au moins en A, et
comme elles doivent rencontrer le plan A a' suivant des
courbes ayant un point double a tangentes variables en A,
elles ont un point double & cbne tangent variable en A. |l
en résulte que les surfaces F3 passent deux fois par la
courbe D, le cone tangent en un point A de cette courbe
se décomposant en deux plans variables passant par la
tangente a a la courbe D en A.

Les hyperplans de passant par S(l) et S<2) contien-
nent I'espace tangent a V en A et les surfaces F4 ont un
point double au moins en A. Par conséquent, ces surfaces
passent i*>2 fois par la courbe D. Le cbne tangent a une
surface F4 au point A se compose de i plans passant par
la tangente aa D en A. Comme une surface F4 doit couper
le plan A &' suivant une courbe ayant un point triple en A,
onai =3. Les surfaces F4 ont donc D comme courbe triple,
les plans tangents a ces surfaces en un point de D étant
variables.

On démontre de méme que les surfaces F5 Fp ..., F, ont
D comme courbe multiple d’ordre quatre, cing, ..., p—1,
les plans tangents en un point de D a ces surfaces étant
variables.

5. Désignons par <F2, 3, ..., les surfaces qui corres-
pondent sur la variété Q respectivement aux surfaces F2
F F

Comme les surfaces Fa rencontrent une surface F! sui-
vant une courbe ayant des points simples aux points de
rencontre de cette surface Fi{ avec la courbe D, les sur-
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laces <2 sont rencontrées par les sections hyperplanes tth
de U suivant des courbes ayant des points simples aux
points de A. 1l en résulte que les surfaces $2 passent sim-
plement par la courbe A.

Par un raisonnement analogue, on démontre que les
surfaces (3 passent doublement, les surfaces $4 triple-
ment, ..., les surfaces <>, p—1 fois par la courbe A.

La courbe multiple A de Q est équivalente, au point de
vue des transformations birationnelles, a une surface
(réglée) que nous désignerons par le méme symbole A.

Envisageons, sur la variété V, une surface F n’apparte-
nant a aucun des systéemes jFx|, |Faj, ..., [FJ. Il lui cor-
respond sur U une surface $ variable dans un systéme
continu appartenant totalement a un systéeme linéaire.
Faisons varier F d’'une maniére continue dans |F| en la
faisant tendre vers une surface Fj; la surface $ varie d’une
maniére continue sur U et tend vers une surface p<i>4. Fai-
sons maintenant varier F d’une maniere continue dans
|F| en la faisant tendre vers line surface F. (i=2, 3, ..., p);
la surface $ tend vers une surface p®, +XA, X, étant un
entier. On en conclut que l'on a

P\ =] + A= pPI+). A L= p«dii+ XA
A2, a3, ..., \p étant des entiers.

Considérons l'intersection des systemes précédents avec
une surface <I\* déterminée; nous avons
PIBVI>) | — \p(fIf*<I>) + X2(<tf,A) = — = 170, F.<1g + /(I5AA] |
relation fonctionnelle qui doit coincider avec celle que
nous avons établie pour les surfaces images d évolutions
ayant des points unis parfaits appartenant a une surface
algébrique (1). On a donc X2=1, X3=2, ..., \v=p—1 et
par suite

Plii=IPF+A| =|p<b3+2A | =—-—=|p% +(pP—1A|
Liege, le 28 décembre 1937.

() Sur les points unis parfaits... (Loc. cit.)

M. HAYEZ, Imprimeur de I’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 2, Bruxelles.












