SUE LA

STRUCTURE DES POINTS UNIS
DES INVOLUTIONS CYCLIQUES

APPARTENANT A UNE SURFACE ALGEBRIQUE

Nous nous sommes occupé a maintes reprises de I'étude
des involutions ne présentant qu'un nombre fini de points
unis, appartenant a une surface algébrique (1). Si F est
une surface algébrigue contenant une involution |, d'ordre
premier p, cyclique, n'ayant qu’'un nombre fini de points
unis, la transformation birationnelle T de F en elle-méme,
génératrice de 1 involution Ip, donne ! identité ou non dans
le domaine d’un point uni A de I'involution. Dans le pre-
mier cas, le point A est uni parfait, dans le second, il est
uni non parfait. Soient $ une surface image de revolu-
tion et A' le point de diramation homologue du point
uni A. Si A est un point uni parfait, nous avons établi que
le point A' est équivalent, au point de vue des transforma-
tions birationnelles, & une courbe rationnelle de degré —p.
Si A est un point uni non parfait, le point A' équivaut a
un certain ensemble de courbes rationnelles. Pour déter-
miner cet ensemble, il faut étudier ce que nous appelons
la structure du point uni A.

G) Nous avons résumé nos recherches sur cet objet dans notre exposé
Sur les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique
(Actualités scientifiques et industrielles, N° 270), Paris, Hermann, 1935.
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Dans le domaine du premier ordre d’'un point uni non
parfait, la transformation T détermine une involution
cyclique possédant deux points unis Ax, A,. Dans I'ensem-
ble des points du domaine du second ordre de A, infini-
ment voisins du point Al; T détermine l'identité ou non.
Dans le premier cas, Ax est uni parfait; dans le second, !
détermine dans ! ensemble considéré une involution d or-
dre p ayant deux points unis Axx, AX2. De méme, A2 est uni
parfait ou posséde deux points unis A2l, A22, infiniment
voisins dans deux directions différentes. Le raisonnement
sera repris pour les points AXl, Ax2, A2X, A2 et ainsi de
suite. On obtiendra ainsi une sorte d’arbre dont les bran-
ches se terminent a des points unis parfaits. La construc-
tion de cet arbre donne la structure du point uni non par-
fait A.

Choisissons pour modeéle projectif de la surface <* une
surface dont les sections hyperplanes ne rencontrent pas
en général les courbes rationnelles composant les diffé-
rents points de diramation de la correspondance (1, p)
existant entre <> et F. Aux sections hyperplanes de la sur-
face $ correspondent sur F des courbes C formant un sys-
téme linéaire en général incomplet, composé au moyen de
I'involution Ip. Les courbes C ne passent pas, en général,
par les points unis de | involution Ip. Considérons les cour-
bes C passant par le point uni non parfait A; elles ont en
ce point une certaine multiplicité supérieure a ! unité et
inférieure a p, et des tangentes fixes coincidant avec AAI
et AA2. Appelons C' ces courbes. Les courbes C' ont en
commun le point A, les points Ax, A2 du domaine du pre-
mier ordre de A et un certain nombre de points unis de
I'involution Ip, infiniment voisins successifs de Ax et de A2
Elles suivent en quelque sorte, dans les domaines succes-
sifs du point A, certaines branches de I'arbre dont il a été
question plus haut. Les derniers points fixes que ces cour-
bes ont en commun dans le domaine de A sont des points
unis parfaits de I'involution I, et aux domaines de ces
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points correspondent, sur la surface <b, des courbes ration-
nelles (infiniment petites) entrant dans la composition du
point de diramation A'. Il ne suffira d'ailleurs pas, en
général, de se limiter a la considération des courbes C'
pour obtenir la composition du point singulier A'; il fau-
dra en général considérer encore les courbes C' assujetties
a la condition d’avoir, en A, une tangente distincte des
droites AAX, AA2, et ainsi de suite.

Déja dans le cas ou la surface F est un plan et T une
homographie cycligue non homologique, le probleme
dont il vient d'étre question présente certaines difficul-
tés (]). Lorsque la surface F est une surface algébrique
guelconque, nous avons résolu le probleme dans deux
cas (3 .

1° Lorsque I'un des points Ax ou \2 est uni parfait (le
cas ou Ax, A2 sont tous deux unis parfaits correspond a
P=3);

2° Lorsque la structure du point uni A présente un
caractere de symétrie par rapport a Ax, A2. Les courbes C'
ont alors un point double en A et les deux branches de ces
courbes d'origine A ont des comportements semblables
dans le domaine de ce point.

Dans un travail qui paraitra prochainement dans le Bul-
letin de la Société Mathématique de France, ou nous nous
sommes occupé de la construction de variétés algébriques
a trois dimensions privées de surfaces canoniques, mais
possédant certaines surfaces pluricanoniques, nous avons
été conduit a considérer un troisiéme cas. Celui-ci peut

Q) Sur les homographies planes cycliques (Mémoires de 1a Société
royale des Sciences de Liege, 1928, pp. 1-26); Sur les surfaces représentant
les involutions planes engendrées par des homographies cycliques (Ibid.,
1930, pp. 1-21); Sur les courbes tracées sur la surface représentant
I'involution engendrée par une homographie plane cyclique (Ibid., 1931,
pp. 1-14).

(2) liecherches sur les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique. (Bulletins de 1’Académie royale de Belgique, 1930, pp. 450-467;
1931, pp. 1131-1150, 1356-1364; 1935, pp. 338-344.)



6 POINTS UNIS DES INVOLUTIONS CYCLIQUES

étre caractérisé par le fait que les courbes C' ont un point
triple en A, deux des tangentes en ce point coincidant
avec AAj, la troisieme avec AA2. Nous établissons qu’au
point de diramation A', la surface ¢ possede un point
triple, le cbne tangent étant formé d’un plan et d’'un cone
du second ordre se rencontrant suivant une droite. A ce
point triple sont infiniment voisins successifs des points
biplanaires auxquels fait suite, soit un point double
conique, soit un point double biplanaire ordinaire.

Pour arriver a ces résultats, nous avons ramené le pro-
bléme de la détermination de la structure du point uni A
a un probléme du plan et précisément a la détermination
de la structure du point uni A pour I’lhomographie engen-
drée par la transformation T dans le plan tangent a la
surface F au point A.

Le point de diramation A' est équivalent a un ensemble
de courbes rationnelles dont I'une a le degré —3 et les
autres le degré —2. Les courbes canoniques de la sur-
face (>, si elles existent, doivent rencontrer en un point la
courbe de degré —3, mais ne rencontrent pas les courbes
de degré —2.

1. — Soit F une surface algébrique contenant une invo-
lution 1,, cyclique, d’ordre premier p supérieur a deux,
n'ayant qu’un nombre fini de points unis.

Construisons sur F un systeme linéaire |G|, complet,
simple, dépourvu de points-base, transformé en lui-méme
par la transformation birationnelle T de la surface F en
soi, génératrice de I'involution Ip. Nous supposerons rem-
plies les conditions suivantes (*) :

Le systéme linéaire |C| contient p systemes linéaires
partiels jCxj, |C2|, ... |CP| composés au moyen de I'involu-
tion |,

tl) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique. Paris, Hermann, 1935.
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L’un de ces systemes, pour fixer les idées |Cx|, est dé-
pourvu de points-base.

Nous savons d’ailleurs que I'on peut supposer les dimen-
sions des systemes |CX|, |C2|, jCp| aussi grandes qu’on
le veut; il suffit de remplacer [Cj par un de ses multiples
d’ordre suffisamment éleve.

Soit r la dimension du systeme |C|. Rapportons projec-
tivement les courbes C aux hyperplans d’'un espace linéaire
S, a r dimensions. La surface F se transforme birationnel-
lement en une surface normale que nous désignerons
encore par F; l'ordre de cette surface est nécessairement
multiple de p; nous le désignerons par pn. A la transfor-
mation T correspond une homographie de période p de Sr,
gue nous désignerons encore par T; cette homographie
transforme F en elle-méme.

D apres les hypotheses faites sur le systeme |Cj, I’homo-
graphie T possede p axes ponctuels que nous désignerons

par S(1), S(2), ..., S(p); les hyperplans unis, passant par
P—1 de ces axes, découpent sur F les courbes de I'un des
systemes [Cil, |C2|, |CP|. Nous supposerons que les

courbes C,. sont découpées sur F par les hyperplans unis
ne passant pas par I'espace S(i>. Les hyperplans passant par

les espaces S(3), S(J), ..., S(,) découpent donc sur F les
courbes du systéeme |Gx| et ce systéeme étant par hypothése
dépourvu de points-base, les espaces S(2), S(3), ..., S(p) ne

peuvent rencontrer la surface F. Les points unis de I'invo-
lution Ip appartiennent donc a I'espace S(1>. Inversement,
un point commun a F et a I'espace S(l) est uni pour Ip;
I'espace S(1) ne rencontre donc F qu’en un nombre fini de
points. Nous supposerons que ces points sont des points
unis ordinaires de Ip, c'est-a-dire qu’aucune tangente a F
en un de ces points n'appartient a S(1).

2. — Soit A un point uni de I'involution Ip, commun par
conséquent a F et & S(I>. Le plan tangent a a la surface F
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au point A est uni pour I'homographie T; il ne rencontre
I'espace S(I) qu’au seul point A et s’appuie donc suivant
une droite sur I'un des espaces S(2), S(3), S<p), ou suivant
des points sur deux de ces espaces. Dans le premier cas,
le point A est uni parfait pour l'involution Ip; dans le
second, il est uni non parfait. C'est dans ce second cas que
nous nous placerons ici; pour fixer les idées, nous suppo-
serons que le plan a s’appuie en un point A? sur l'espace
S et en un point A3 sur I'espace S(3).

Désignons par i\ la dimension du systeme |Cj| et rap-
portons projectivement les courbes de ce systéeme aux
hyperplans d’un espace Sr! a rl dimensions. A la surface F
correspond dans cet espace une surface $, normale, d'or-
dre n, image de I'involution Ip.

Au point A correspond, sur la surface (P, un point de
diramation A' qui est singulier pour cette surface, il s'agit
de déterminer cette singularité, et dans ce but, il faut étu-
dier les singularités en A' des sections hyperplanes de la
surface $ passant par ce point.

Désignons par T les sections hyperplanes de la surface $,
par T' les courbes T passant par A'. Aux courbes T corres-
pondent sur F les courbes Ch et aux courbes Iv les courbes
Ch passant par le point A. Ces courbes, que nous désigne-
rons par C/, ont en A un point double au moins, multiple
d'ordre p—1 au plus, et des tangentes fixes en ce point.
Ces tangentes sont unies pour I'homographie T et sont
donc les droites a2 = AA2, a3= AA3.

Le systeme [C/l a la dimension r2—1; rapportons pro-
jectivement les courbes C/ aux hyperplans d'un espace
linéaire S”-j a rl—1 dimensions. Il correspond a F une
surface image de I'involution Ip, projectivement iden-
lique a la projection, a partir de A', de la surface $ sur un
hyperplan de I'espace Srx. Aux points de la surface $, infi-
niment voisins du point de diramation A', correspondent
sur <p! les points d’'un ensemble de courbes isolées. On peut
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parvenir a la détermination de ces courbes de la maniére
suivante :

Reprenons les courbes G/- Ces courbes ayant des tan-
gentes fixes en A, leurs différentes branches ayant ce point
pour origine ont en commun un certain nombre de points
lixes, unis pour I'involution Ip, infiniment voisins succes-
sifs de A. Soit, sur une de ces branches, P le dernier point
fixe commun a toutes les courbes C/. Le point P est uni
parlait pour ! involution Ip et aux points infiniment voi-
sins de P correspondent, sur la surface ¢1; les points d’'une
courbe rationnelle y, appartenant a I'ensemble dont il a
été question plus haut.

Les courbes F' de <> ont pour homologues, sur $I; les
sections hyperplanes de cette surface; nous désignerons
encore celles-ci par le méme symbole Y', ce qui ne préte
a aucune ambiguité. Si les courbes G/ ont en P la multi-
plicité k, les courbes F' rencontrent la courbe y en k points
et cette courbe est donc d’ordre k.3

3- — Les courbes C/ assujetties a avoir en A une tan-
gente distincte de a2, a3 forment un systeme linéaire de
dimension r,—2 et ont en A un point triple a tangentes
variables si p— 3, un point multiple a tangentes fixes a2, a3
si p est supérieur a trois. Plagcons-nous dans ce dernier cas
et désignons les courbes en question par C/F A ces cour-
bes correspondent sur la surface <l/ des sections hyper-
planes, que nous désignerons par Y', passant par un point
A/ de la surface. En rapportant projectivement les cour-
bes C/' aux hyperplans d’'un espace linéaire a i\—2 dimen-
sions, nous obtenons une surface $3, image de I'involution
F, projectivement identique a la projection de la surface

a partir de A/, sur un hyperplan de I'espace Sr~.

On recommencera, pour les courbes C/' le méme raison-
nement que pour les courbes C/, ce qui permettra d'éta-
blir la singularité éventuelle du point A/ pour la surface
(t*, et la projection de cette singularité sur la surface $2
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On considérera ensuite les courbes C/" obtenues en
imposant aux courbes C/* d’avoir en A une tangente dis-
tincte de a2, a3, et ainsi de suite. On parviendra finalement
a un systéeme CiVl formé de courbes ayant en A la multipli-
cité p et des tangentes variables. La surface <IK, d’ordre
n—p, obtenue en rapportant les courbes C'i1 aux hyper-
plans d’'un espace de dimension convenable, sera une
image de I'involution I,,. Aux groupes de p points de F,
infiniment voisins de A et formant des groupes de Ip, cor-
respondront sur <&, les points d'une droite, simple pour
la surface.

4. — Les courbes C2, C3, ..., Cp étant découpées sur F
par des hyperplans contenant I'espace S(1), passent par le
point A et y ont certaines singularités.

Considérons le systeme complet j2C|; il contient p sys-
temes linéaires partiels composés au moyen de Ip et qui
peuvent étre caractérisés par le fail qu’ils contiennent res-
pectivement les courbes

20" + C2, Ct+C3,..., G+ Gp

Nous les désignerons respectivement par
|2Gtj, |Gt4-Ca|, Gj+C3;,..., Ci-j-Gj

Le premier est dépourvu de points-base; les p—1 sui-
vants ont en particulier A comme point-base et leurs cour-
bes ont le méme comportement en ce point que respecti-
vement les courbes C2, C3, ..., Cp.

Une courbe de l'un des systemes |C2|, |C3|, ..., |C,)]
appartient nécessairement comme partie a I'une des cour-
bes du systéme linéaire partiel [2Cx|; elle est complétée
par une courbe appartenant & I'un de p—1 systémes
linéaires considérés. Pour préciser, posons p=2p+1 et
considérons, par exemple, une courbe C2; elle appartient a
qguelques courbes du systéeme linéaire partiel j2C2 et les
courbes résidus appartiennent a I'un des systemes |C3|,



APPARTENANT A UNE SURFACE ALGEBRIQUE 11

CJ, jc,,l. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit
au systéme JCp[. De méme, supposons qu’'une courbe C3
et une courbe Cp | forment une courbe du systéeme partiel
2Cjj, et ainsi de suite. Plus généralement, nous suppose-
rons que les courbes

2Clt C1--Gp, C3-f- Gpi,..., Gp+t - Cp_p#l

appartiennent au systéeme linéaire partiel composé au
moyen de l'involution Ip, compris dans |2G|, dépourvu
de points-base.

Les courbes C2, C3, ..., Cp ne peuvent avoir en A une
multiplicité supérieure a p et, dautre part, une de ces
courbes ne peut avoir en A la multiplicité p, car alors elle
appartiendrait au systeme |G',|. On en conclut que les
courbes

C+ G, C Gpl,.., Gptl -p Cp..ptL

appartiennent, dans un certain ordre, aux systémes |G/|,
16§ |, ..., |C- Deux ou plusieurs des courbes considé-

rées peuvent d ailleurs appartenir a un méme systéme, de
sorte que lon peut conclure de ce qui précéde p<lv—15

5- Les développements qui précedent montrent que
pour déterminer la nature de la singularité du point V
pour la surface ‘I*, nous devrons étudier la structure du
point uni A de | involution Ip. Gelte derniere étude peut se
ramener a une question de géométrie plane.

Considérons, dans Sr, un hyperplan passant par S(2),
S’ ..., S(*, mais non par A; un hyperplan passant par
S™, S@), ..., S(™, mais non par A2, un hyperplan passant
par S(1>, S(2), S<), ..., S(p), mais non par A3. Ces trois hyper-
plans ont en commun un espace linéaire Sr 3 a —3 dimen-
sions, uni pour I’homographie T et ne rencontrant pas le
plan a. Projetons les courbes Cu C2, ..., Cp de cet espace
1%-3 sur le plan a; nous obtenons des courbes, appartenant
a des systemes non linéaires, transformées en elles-riiémes
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pai' | homographie T et ayant en A les mémes singularités
gue les courbes CI; C2, Cp.

Dans le plan a, I'homographie T détermine une homo-
graphie 1l non homologique, ayant comme points unis
A, Al et A3. Les projections des courbes Cl; C2, Cp sur
le plan a sont des courbes d’ordre np appartenant totale-
ment a p systéemes linéaires (partiels) composés au moyen
de linvolution 1p' engendrée par H. Nous sommes donc
ramené a l'étude des singularités au point A des courbes
d’'ordre np transformées en elles-mémes par H. Ces singu-
larités sont d’ailleurs les mémes que celles des courbes
d’ordre p jouissant de la méme propriété.

6. — Prenons comme figure de référence, dans le plan a,
le triangle formé par les points unis A, A2, A} de | homo-
graphie H, le point A ayant pour coordonnées (1, 0, 0). Les
équations de I’homographie H peuvent s’écrire sous la
forme

X[ X, r(=X, :sx:erx3,

z étant une racine primitive d'ordre p de | unité et i1 étant
un entier compris entre 1 et p.

Considérons (I), dans le plan a, le systeme linéaire |C|
formé par les courbes d'ordre p. Dans ce systeme, de
dimensions r=ip (p+3), il y a p systemes linéaires par-
tiels |Cj|, |C,], |CP composés au moyen de I'involution
1/ d'ordre p engendrée par H. Soient ru r2, ..., rp les
dimensions respectives de ces systemes. Observons que
I'un de ceux-ci, |Cx[, est dépourvu de points-base, les
autres ayant pour points-base les points unis A, A2 A3
de IL

Sur une courbe Ct de jC,I, H détermine une involution

() Nous conservons, pour les systemes de courbes considérés dans
le plan a et sur I'image de l'involution 1J, les mémes notations que
dans le cas de la surface F et de Finvolution 1*. Ceci ne peut amener
aucune confusion et nous a paru plus simple.
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d’ordre p, privée de points unis, ayant comme image une
courbe F dont le genre est par suite égal a \(p—3) + 1,

d’aprés la formule de Zeuthen. Les courbes CL, C2, C,
découpent sur la courbe CL des séries linéaires d'ordre p2,
de dimensions respectives r,—1, r2, __, rv. A ces séries

correspondent sur la courbe F des séries linéaires d’ordre p,
donc non spéciales, dont la dimension est, par le théo-
reme de Riemann-Roch, égale a ~(p +1). Si nous posons
p=2p+ 1, nous aurons donc

rN=p+2 nN=rnk=m=r,=p+ 1

En rapportant project!veinent les courbes CL aux hyper-
plans d’un espace linéaire Sp+2 a p+ 2 dimensions, aux
groupes de 1/ correspondent les points d'une surface (F,
d’ordre p, image de I'involution 1/. Au point A correspond
sur la surface <> un point A’; il s’agit de déterminer la sin-
gularité de au point A' et dans ce but, nous aurons a
étudier les singularités en A des courbes Ci passant par ce
point.

Les courbes CL ont une équation de la forme

G k{1 a25(T ) ~(it**)p X'ip~Ti X\ = 0,

ou k est un entier pouvant prendre les valeurs 0, 1, 2.
.., £, et i un entier satisfaisant a la double inégalité.

k-1) P <i<k.-a

Les courbes Ci passant par A sont caractérisées par
L00=:0; elles ont en ce point des tangentes fixes, coinci-
dant avec les droites x2=0, x3=0. Nous devrons donc étu-
dier les singularités des courbes en question aux points
infiniment voisins de A situés sur ces droites. Dans ce
but, nous utiliserons deux transformations quadratiques.

La transformation quadratique 1\, d’équations

1 X2, X3 ~ ‘A2 (1y)
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dont l'inverse est
Z1:22:23 = XiX,\X1 1 XiX3, (TrY

l'ait correspondre au point infiniment voisin de A situé sur
la droite r3=0, le point de coordonnées z1=1, z22=23=0.
De méme, la transformation quadratique T, d'équations

X2 = (T2

et d’équations inverses
a2 = MM, AD (A3 (124)

fait correspondre le point (1, 0, 0) au point infiniment voi-
sin de A situé sur la droite r2=0.
Nous aurons d’ailleurs souvent a utiliser des puissances
de Tx, T2, a savoir
. Xt:x.z-X3 = 4+ : z\zt: (T%)
e
TN AR ey A

7. — Dans nos recherches sur les involutions cycliques
appartenant a une variété algébrique a trois dimensions,
auxquelles nous avons fait allusion plus haut, nous avons
été conduit a considérer des involutions appartenant a des
surfaces et telles que, reprenant les notations précédentes,
les courbes C3 assujetties a la seule condition de passer
par A ont en ce point la multiplicité trois (et deux tan-
gentes fixes n2, a3). Dans ce cas et pour le plan a, les tan-
gentes aux courbes C} doivent étre confondues, deux avec
®=0 ou r3=0, la troisiéme avec r3=:0 ou & =0. Nous
devons donc trouver des entiers i, k, t satisfaisant, soit
aux équations

(t—1)—(h—1)p=-p—3, hp—T2 =2, i=1,
soit aux équations
ic—1)—(h—1)p=p—3, hp—Ti=1 i=2

Dans le premier cas, on a k=1, 1 =p—2; dans le second,
k=1, T=[(p—I) =p.
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Le second cas se raméne d’ailleurs au premier par un
changement de notations, car on a

(Ep)p-2=e.

Nous supposons donc, dans ce qui va suivre, z=p—2.
Nous aurons d’ailleurs & considérer deux cas: p=6v + |
et p=6v+5.

8. — Commencons par considérer le cas p=6v+ 1.
L’équation du systeme |Cxl peut sécrire sous la forme

loxf + 'a, Xf-zai X3 -\------ FNXI3iX?Xi]------ h A, X, X? &~

W XU -2 T+ A1 AIXIr I+ XNIXr+j+.. + anXixF-'x?
~\- "3V-H X% 1f- A;jv+2a?3 — O.

Rapportons projectivement ces courbes aux hyperplans
d un espace S +2 en posant

P Xt = x?-* af xt, p X4 = atf'-3H+2 xy~ xf+),

P -N3V+1l = a?2, p X322 — X§,

=0,i,...,2v; J=12..,V).

Ces équations sont les équations paramétriques de la
surface (.

Dans l'espace S3V+2, nous désignerons par Ok le point
dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf Xf.

Les courbes C/, c’est-a-dire les courbes Ca passant par A,
sont caractérisées par X0 =0; elles ont en A un point triple,
deux tangentes coincidant avec x2=0, la derniére avec
®=0.

Opérons sur les courbes C/ la transformation T*; il
vient, aprés division par 22x+z,

2V v
\/ L 22('+1,—i<A+® (A+2) -1 | \/ ~(A-HM3V-W-2)+A(iy—1) ~A(BV—X) + J(A+2) —3 -3V+A
il ~2 ~3 1 ~" ~2 N3
i=l1 j=1
AN 1) -X(/3—1) —2 A
I A3Vv+l A1 A2 | A3v+2 "°2 ~3 —
Pour X=1, 2....... p—4, le terme de degré le plus élevé

en :l est le premier (de coefficient Xx). Pour A=p—3, il y
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a deux termes de degré le plus élevé en zl et I'équation
précédente s’écrit

=r-3 (V-3 + zrl  + — + v Npri)H zf = o

Les courbes C/ ont en commun une suite de p—3 points
simples infiniment voisins successifs de A, le premier de
ces points étant situé sur x3—0. Tous ces points sont unis
pour I'involution 1/ et le dernier est uni parfait. Nous
allons rechercher quelle est la courbe qui correspond, sur
la surface <, au domaine de ce point, étant la projec-
tion de a partir du point O0 sur I'hyperplan X0=0.

Les équations parameétriques de (Ih peuvent s’écrire

—PIP—$) ~3 Pwo<) ZFl -3 ~rp 3l Zi — ZjpP-» +*

X X2 Xjin o xdra

Posons, dans ces équations, z3=ptz2, puis faisons tendre
~ vers zeéro aprés multiplication par z2; il vient

M _ '/\—3\/'4", Xz = X3 o ——A\/av — A¥v+2 =0
P 1

Par conséquent, an domaine du point considéré corres-
pond, sur (i la droite O, O3v+,

Effectuons maintenant sur I'équation de C/ la trans-
formation T2, En raisonnant comme tantét, nous serons
conduit a poser A="(p—3) =3v—1 et, aprés division par
23V-*, nous obtiendrons 0)

DIH) AAXWLAM+ 7))+ o =0,

les termes non écrits étant de puissances inférieures a
p(Bv=1) en zL
Les équations paramétriques de peuvent s’écrire

Xj Xyjtl X3
-2 B2 % PR-D R

(i) En général, pour éviter les formules trop longues, nous n’écrivons
que les termes des équations qui présentent de I'intérét pour notre objet.
En général, ce seront les termes de plus haute puissance en z/
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En posant z3=p.z2, puis en faisant tendre z! vers zéro
aprés multiplication par z22, nous obtiendrons

A XN Xwt, v v N

! T2 Ak =" = Xy = Xall2a = e = X3V#1 =0.

r r

Par conséquent, les courbes C/ ont en commun une
suite de 3v—1 points doubles infiniment voisins successifs
de A, lepremier de ces points étant sur ladroite x2=0.
lous ces points sont unis pour l'involution 1/ et le der-
nier est uni parfait. Au domaine de ce dernier point cor-
respond sur la surface la conique y? d’équations

Aiv-H = A" Xijwt2, X, = oo = X2, = X+2 = o0 = X34l = 0,

s'‘appuyant au point Ox sur la droite Ol O3+l

Le point de diramation Ol de la surface <D, qui corres-
pond au point uni A, est triple pour cette surface. Le cone
tangent se décompose en un plan et un céne du second
ordre ayant la droite O0 Ot en commun.

Drailleurs, parmi les p? points d’intersection de deux
courbes C/, il y en a

9-\-p—3+4@Bv—1)=3p

absorbés en A et la surface  est bien d’'ordre p—3.

9. — Les courbes C/,' c'est-a-dire les courbes C/ assu-
jetties a avoir en A une tangente distincte de & =0,
23 =0, sont caractérisées par X|=>1=0. Ces courbes posse-
dent en A un point multiple d’'ordre six, quatre tangentes
étant confondues avec j:2=0 et les deux autres avec 3 =0.
Aux courbes C/' correspondent sur /™ les sections de cette
surface par les hyperplans passant par Ot. Ou encore, les
courbes C/' ont pour homologues, sur la surface pro-
jection a partir de O3 de  sur I'hyperplan Xi=0, les sec-
tions hyperplanes.

Examinons la singularité des courbes C/' au point A.

2
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Effectuons la transformation T3V 3 et divisons I’équation
obtenue par z37-2; nous obtenons

XoAFPVD 4G Ty HMVD 2] |

Les courbes C/' ont donc en commun une suite de 3v—3!
points doubles infiniment voisins successifs deA, dont le
premier est sur x3—0.

Effectuons encore une fois la transformation T\ sur
I’équation précédente et divisons par z2\ Nous obtenons

%ont D7 R Litagvi ¥V A 5o - — O

Aux points doubles considérés fait donc suite un point
simple.

Effectuons enfin sur I'équation précédente la transfor-
mation T2 et divisons par z3; il vient

(1223 + )+ —=0.

On trouve donc un point simple, uni parfait pour I'invo-
lution lp', faisant suite au précédent. Au domaine de ce
point simple correspond, sur la surface $j, la droite;
02 :

Effectuons maintenant, sur I’équation des courbes C/'
I'opération T!?-2; il vient, aprés division par z3'~\

-1) — - ~ — ~ * 1 . - - J—
KRNI | oy UG8, P L

Au point A font donc suite v—2 points quadruples infi-
niment voisins successifs, dont le premier est situé sur la
droite ® =0.

Effectuons encore une fois, sur I’équation précédente,
la transformation T2 et divisons par z\ ; nous obtenons

&2"103_4)_2 yAer XA2V+i'4 PO x4 \gQyH- AN 0. (D

Au dernier point quadruple rencontré est donc infini-
ment voisin un point triple en lequel deux tangentes sont
confondues avec z3=0, la derniere étant z2=0.
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Effectuons, sur I’équation (1), la transformation Tj. Nous
obtenons, aprés division par z33, I’équation

—2V(p-4) ~ | ¥ V2>
222V | Aovaif 63 T A3V-F-2%1

Au point triple de la courbe (1) est donc infiniment voi-
sin, dans la direction z3=0, un point simple. Effectuons,
sur la courbe précédente, la transformation T2 et divisons
par z3; il vient

~4j(p-4) - ... ™0,

On obtient donc un dernier point simple, uni parfait
pour I/. x\u domaine de ce point correspond, sur la sur-
face <2, la droite O2 O2V+L

Reprenons la courbe (1) et effectuons la transformation
rl|v. Aprés division par z3v+2, nous obtenons I'équation

,QI/GV+1)(P—4)+ZV—1 A R X\V ‘F’\BjT 9.

Au point triple de la courbe (1) fait donc suite, dans la
direction z2—0, une série de 2v points simples dont le der-
nier est uni parfait pour Ip. Au domaine de ce point cor-
respond, sur la surface <b2, la droite O Vil O3v+2.

Les courbes G/' ont donc en commun un point A multi-
ple d'ordre six; auquel sont infiniment voisins successifs :

dans une direction, une série de 3v—1 points dont les
3v—3 premiers sont doubles et les deux derniers simples;
dans une autre direction, une série de v—1 points dont les
v—2 premiers sont quadruples et le dernier triple; a celui-
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ci font suite, dans une direction, deux points simples infi-
niment voisins successifs; dans une autre direction, 2v
points simples infiniment voisins sucessifs. Cette singula-
rité peut étre représentée par le schéma ci-avant.

Il en résulte que le point A absorbe
6+4(Bv—3)+2+16(v—2)+9-f2+2v=>5p

points d’intersection des courbes Cx''. Par conséquent, la
surface 02 est d'ordre p—5 et le point Ch est double pour
la surface

Il semble qu’il y ait ici une contradiction : on pourrait
en effet croire que le point Ch est triple pour la surface
le cbne tangent en ce point étant formé des plans
Oj 02 O3v+l, Oj 02 Otv+1, Ch O2v#l O3v+2. Il n’en est rien.
Observons en effet que par Ch, sur Gh, passe une conique y?
située dans le plan O! O2v+l O3V+2; la droite O2v+l Q3v+2
rencontrée sur la surface < n’est autre que la projection
de cette conique a partir de Ch. C’est ce que confirme d’ail-
leurs I'étude de la singularité des courbes C/' au point A,
le dernier point de la suite des 2v points simples rencon-
trés étant celui qui, sur les courbes C/, correspond a la
conique y2. Le point Ch est double biplanaire pour la sur-
face le cbne tangent étant formé des deux plans
0, 02 o3v+l> o, 0l O#v+l

10. — Les courbes G/', assujetties a avoir en A une
tangente distincte de ,r2=0, x3=0 et que nous désignons
par Ci'' sont caractérisées par Xo=hl=X2=0. Elles possé-
dent en A la multiplicité neuf, mais il est inutile d’appro-
fondir I'étude de leur singularité en ce point.

Les courbes C” sont caractérisées par >0=Xi=...
=Xt 1=0 pour fc<v+1, par X0=...=> ="+l =0 pour
lc=v+2, par les mémes conditions et Xvtl=0 pour
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k—v+ 3, et ainsi de suite. D’'une maniére précise, le sys-
teme |Clv+X<|; est caractérisé par

\N=Xt=..—Xv+t_, =0, XMWl =..=XWH=0
et le systéeme |CjV+2itl) | par
Xo=Xi=..=Xvi =0, XN=..=Xwi=0.

Aous aurons a déterminer la singularité de O? pour la
surface $2, de 03 pour la surface #3, de Ov pour la sur-
face <>V, de O2v+l pour la surface <pV+1, de Ov+, pour la
surface $v+2i, de 0N+i+] pour la surface $v+2j+1, de
O2v_t, pour $3V_2, de 03V pour

La surface )3/ 2 a pour éguations paramétriques

. Xy XM X2
XJXTAX?;"-1 Xtx”™Mx T ~ ~ ~uf =
Xo = = XN 2= XNtl = o0 = X* j=0. )

Ses équations sont donc les équations (1) jointes a
XV XAjXwvi2—0, XN X¥X3V+ —o.

La surface est donc du quatriéme ordre. Le point O2v_t
est double conique pour cette surface et par conséquent
les points 02, 03, ..., O3v_j sont doubles respectivement
pour les surfaces $2, 3, ..., $3V_3.

Quant a la surface $3v_t, elle a pour équation
XV XsvXjhi =0,

Xo >~ = o, XNJE = ... = X-IV—£ = O.

C est un cone du second ordre pour lequel le point O3v
est simple.

Remarquons encore que les courbes C|3V| forment un
réseau et ont un point multiple d'ordre p—1 en A; la sur-
face $3V est un plan. Les courbes Cl3v+l) se réduisent a des
groupes de p droites variables passant par A.
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On pourrait croire d’aprés ce qui précéde que la sur-
face $ possede en O0 un point triple (dont le céne tangent
se compose d’un plan et d’un céne du second ordre) auquel
sont infiniment voisins successifs 3v—2 points doubles
dont le dernier est conique. 1l n’en est rien cependant,
comme on va le voir.

11. — Recherchons la singularité du point OV pour la
surface $v . A cet effet, considérons les courbes C<v+1), qui
ont pour équation

...... h + \VHccfl-Ix2a%'+1 + ...
+ XsvaSfaf'-*a5f + -f =°-

Elles ont un point multiple d’'ordre 3v+2 en A, 3v+1

tangentes coincidant avec #3=0 et la derniere avec &2 =0.

Opérons sur la courbe précédente la transformation

. Aprés division des deux membres de I’équation
obtenue par zjv, nous trouvons

+ XV + — =0,

Les courbes ClIV+l) ont donc en commun 3v—1 points
simples infiniment voisins successifs de A, le premier se
trouvant sur x2=0. Ces points appartiennent également
aux courbes C/ et au domaine du dernier de ces points
correspond, sur la surface <»V+1, la droite ONj, pro-
jection de la conique ya. Il en résulte que le plan
O, O O:V+ n'est pas tangent a la surface $vau point O .

Nous allons maintenant supposer, dans ce qui suit,
v suffisamment élevé pour que les opérations effectuées
soient possibles.

Opérons trois fois de suite sur les courbes Cl' +1) I'opé-
ration Tx. Nous trouvons successivement

st RY o Doy T RYHL Y v Y '+ =0 (1)
N 16V—3 - i -12V—2 -2V—1 -3V+i | \ -15V-H 2$*-3 _1_ ..
) IVTEE A A B PR i e LD SR A B & 0 @

)\V+|/‘*‘12V—6/Q3/+| | é2V+1AfGV75 —%V-l *§V+1 ' A'Sv_Hf;iZV—l r—i?—4 ’ 0. (3)
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La courbe (1) possede en (1,0, 0) un point multiple
d'ordre v+ 2 dont v+1 tangentes sont confondues avec
23=0 et une avec z2=0.

La courbe (2) posséde en (1, 0,0) un point multiple
d'ordre v+ 1 a tangentes toutes confondues avec z3=0.

La courbe (3) posséde en (1, 0, 0) un point multiple
d’ordre v—4 a tangentes toutes confondues avec z2=0.

Opérons sur la courbe (3) I'opération T2. Nous obtenons

Ava TV TR Rov VIR TR L Daue VRS T W = A

Nous obtenons donc une courbe ayant en (1, 0, 0) un
point quintuple a tangentes toutes confondues avec z3 = 0.
Sur cette courbe, nous devrons opérer la transformation
T,, et ainsi de suite. Sans faire ces opérations, il est évi-
dent que l'on parviendra finalement a un dernier point
simple, uni parfait pour I'involution 1/, auquel corres-
pondra, sur la surface $v+1, la droite Ov+t O"+).

Reprenons maintenant la courbe (1) et opérons, sur
cette courbe, la transformation T22V_1. Nous obtenons

~FQ 1L (L2 + AVHZ)) +- o = 0.

Au point multiple d’ordre v+2 de la courbe (1) sont
donc infiniment voisins successifs 2v—1 points simples
dont le dernier est uni parfait pour I'involution 1/. Au
domaine de ce point correspond, sur <bV+1, la droite Ov+l
Ojv +i*

Nous voyons donc que le point Ov est double biplanaire
pour la surface <> , le cone tangent étant formé des plans
Ov Ov7Aj QOzv+i> Ov Ov+i0av+i-

Observons maintenant que l'on passe de la surface <PV+1
a la surface  +2 en projetant la premiére du point O™+
sur I’hyperplan X2V+1=0. Le point ON+! est donc double
pour la surface <V+1 Si la surface <> posséde un point
double biplanaire auquel est infiniment voisin un point
double, celui-ci se projette sur $v+l en Ov+! et non en
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02v+l. Nous pouvons donc simplement conclure de tout
ceci que la surface <> posséde en O0 un point triple (& cbne
tangent réductible en deux parties) auquel sont infiniment
voisins successifs des points doubles.

11 serait d’ailleurs possible de déterminer le nombre de
ces points doubles par une analyse des singularités au
point A des courbes C/*, (\V4* nous résoudrons cette
qguestion plus loin par une autre méthode moins longue.

Il faut remarquer également que le dernier point dou-
ble de la suite est conique ou biplanaire ordinaire. On peut
voir aisément que le premier cas se présente pour v=1,
p=7; le second se présente pour v=2, p=13. Cette ques-
tion sera également résolue plus loin dans le cas général.

12. — Parmi les systémes |C2|, |C3|, ..., JCp|, il en est
deux dont les courbes ont un point simple en A. Le pre-
mier de ces systemes, que nous désignerons par |C2|, a
pour équation

10zf-Ix2 -\------ h \ -\--—-- h XNxtl+Ixf/
+ "NHATHA3 H------ b H----- b \I+ixIxfxf = 0.
Le second, que nous désignerons par |C3|, est repré-
senté par
AXNX3 - —b Xxirdi~Ixlixit+i \— +
+ XAPXF-"X XN Hee- (- + ...
+ 'kvXloct-ix??+l + L:N+IxIx»-2 = 0.
Appliqguons aux courbes C? la transformation TF_1
aprés division par zv—~\ on a
3V(p-1) -p N2v+N3) + o' =,

Les courbes C2 ont donc en commun le point A et une
suite de 3v—1 points simples infiniment voisins successifs.
Ces points appartiennent également aux courbes C/, pour
lequels ils sont doubles. Le point A absorbe donc p des
intersections d’'une courbe C? et d’une courbe C/.
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De méme, appliguons aux courbes C3 la transformation
T/-3 et divisons par z/-1; nous obtenons

2> ) Bl b Yovasa) o o = B

Les courbes C3 ont donc en commun A et une suite de
P—3 points simples infiniment voisins successifs. Ces
points appartiennent aussi aux courbes C/ et dans l'inter-
section d’une courbe C/ et d’une courbe C3, le point A
compte pour p points.

Désignons par |C,| le systeme linéaire d’équation

\eef-2&2x3 h------ p Q------ 1 \v_ia%xiv-laF
+ XVajfaf+* j------ p Ir+jXfl-Vx$e$'+J+14-------- p X~an'af*!
+ X3v+t.T107f-i = o.

Appliquons aux courbes C, la transformation T/-3 et
divisons le résultat par z/"'2, nous avons

Zf-wW (Xos "b X3v4j) -p e =0

de sorte que les courbes C, ont en commun p—3 points
simples infiniment voisins successifs de A, le premier de
(es points étant sur €3=0. Ces p—3 points appartiennent
tous aux courbes C/.

Appliquons maintenant aux courbes Cp la transforma-
tion TF-1. Apreés division des deux membres de I'’équation
obtenue par =z T, il vient

V1 (X0M2 + Xgy-Zjj) -P . = 0.

Les courbes C, ont en commun 3v—1 points simples
infiniment voisins successifs de A, le premier étant sur
«¢2=0. Ces points appartiennent aux courbes C/.

On conclut de lanalyse précédente que les courbes
Cl+C, se comportent au point A comme les courbes C/.
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Envisageons encore les courbes d’équation

\0x rloci H------ b H------ h
+\Vrfan™' +  + \n+ixr'ag**a?+"' H------ b

+WWiof =°-
que nous désignerons par Cp_!.

Appliquons a ces courbes la transformation L, 4, aprés
avoir supprimé le facteur z*~'\ il vient

V) | - XVZ2Z3 + "3V+N) “h e = 6

Les courbes Cp_, possédent donc un point double en A
auquel font suite 3v—1 points doubles infiniment voisins
successifs. Ces 3v—1 points appartiennent aux courbes C/.

Cela étant, les courbes C3-bCp_, ont le méme comporte-
ment en A que les courbes C/.

On rapprochera le résultat que nous venons d’obtenir
pour les courbes C2+C,, Ca+Cp,! de !observation faite
plus haut (n° 4).

13. — Nous passerons maintenant a lI'examen du cas
p—6v+5.
L’équation du systéme |CX est actuellement

-FAX\=3ac\x3 + see 4+ > XNiIX2X\ + o0 4+ Cr-hx*x*? 2+

-b + —
+ Xsv+] NMErrhadv+d + Xav+3N? + \iv+4h =0,

Ce systeme I est de dimension 3v+4. Rapportons
projectivement ses courbes aux hyperplans d un espace
linéaire S3vt4 a 3v+ 4 dimensions, en posant

pX( = x?-MxfxI (i=0,1,..., 2v -b 1),
pXw+J = ?=12,.. v+ 1),
PAsV.3 =ma? p X¥V+4 —

Aux groupes de l'involution Ip* correspondent les points
d’une surface O dont les équations précédentes sont préci-
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sement les équations paramétriques. La surface $ est
d’ordre p et au point uni A (1, 0, 0) de I'involution Ip cor-
respond le point de diramation O0 de la surface $. Il s’agit
d’étudier la singularité de cette surface en ce point.

Considérons les courbes C/, c’est-a-dire les courbes C,
passant par A. Elles sont caractérisées par Al=0 et ont un
point triple en A, deux tangentes coincidant avec £ =10
et une avec «3=0.

Appliquons aux courbes C/ la transformation T/-3.
Apres suppression du facteur z”-1, nous obtenons I'équa-
tion

ZWV 3 (M*3 + "V43Zs) "b m" = 0-

Par conséquent les courbes C/ ont en commun une suite
de p—3 points simples, infiniment voisins successifs de A,
unis par I'involution \v' et dont le dernier est uni parfait
pour cette involution. Aux points du domaine de ce der-
nier point correspondent, sur la surface Oj projection de &
a partir de O0 sur I'hvperplan X0=0, les points de la
droite O,

Appliquons maintenant aux courbes C/ la transforma-
tion TY'+1l Aprés division des deux membres de I'équation
obtenue par zi6V+3, nous obtenons

£HaV+» -)- \DHHZiZs -f- A3V+47)) -f- s = o,

Les courbes C/ ont donc en commun une suite de 3v +1
points doubles infiniment voisins successifs de A, unis
pour I/. Le premier de ces points est situé sur la droite
@) =0; le dernier est uni parfait pour 1/ et au domaine de
ce point correspond pour la surface <I\, la conique

du plan Ch ON+?2 O +4.

La surface ¢ posséde donc un point triple OO0, le cbne
tangent se composant du plan O Cb et d’'un cbne du
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second ordre ayant une droite O00lI en commun avec le
plan.

14. — Les courbes C/', c'est-a-dire les courbes C/ assu-
jetties a avoir en A une tangente distincte de x2=0, & =0,
sont caractérisées par X0 =0, Le terme de degré le

plus élevé en xi est
N, 6 g ant,

Elles ont donc un point sextuple en A.
Appliquons aux courbes Cl/ la transformation T, *-1;
il vient, aprés suppression du facteur z2”-3,

A PEVDH oo Mg REVDZ | = A

Les courbes C/' ont donc en commun une suite de
3v—1 points doubles infiniment voisins successifs de A.
Appliquons encore une fois & la courbe précédente la
transformation Tj et divisons les deux membres du résul-
tat par z22. On a

RortPVl B of Rgvezxr B2 s = O

On trouve donc un point simple faisant suite aux points
précédents.

Appliquons enfin la transformation T2 et supprimons
le facteur z3; on a

Zfy (\Z3 + AY+3Z2) + e = 0.

On trouve donc un dernier point simple, uni partait
pour I/. Au domaine de ce point correspond, sur la sur-
face s2 projection de a partir de Ot sur ! hyperplan
X!'=0, la droite 02 O3V+3,

Revenons aux courbes G/' et appliquons a ces courbes
la transformation T,v 1, divisons les deux membres de
I’équation obtenue par z”*-*; nous trouvons
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courbe ayant un point quadruple en (1, 0, 0). Les courbes
Ci' ont donc en commun v—1 points quadruples infini-
ment voisins successifs de A.

Opérons encore une fois T2 sur I'équation précédente et
supprimons le facteur z34. Nous obtenons ! équation

B0 g 082 oo 4 g

représentant une courbe ayant, au point (1, 0, 0), un point
double a tangentes distinctes mais fixes.

Opérons sur cette courbe la transformation 1\2. Apres
suppression du facteur z23, nous obtenons

*87(0'4) —b (h2-*2 + \\+) 2a) + 0

On trouve donc que les courbes Cx" ont deux points
simples infiniment voisins successifs du dernier point dou-
ble. Le dernier de ces deux points est uni parfait pour
I'involution 1/ et a son domaine correspond, sur <2, la
droite 02 O2v+2.

Reprenons I'avant-derniére courbe et opérons la trans-
formation Tf+1 En supprimant le facteur zf+2, nous
avons

ARXVHIIMV—D)-AV (V-DF7 gioyiown L Lagives —zy T- = — 0.

On trouve donc 2v+ 1 points simples infiniment voisins
successifs dont le dernier est uni parfait pour 1/ et au

domaine duquel correspond, sur la surface <2, la droite

0”+2 Oy/+a- Cette droite est la projection, a partir de Ot,
de la conique trouvée plus haut sur la surface
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En résumé, les courbes C/' ont en commun le point
sextuple A auquel sont infiniment voisins successifs : dans
une premiére direction, 3v—1 points doubles suivis de
deux points simples; dans une seconde direction, v—1
points quadruples suivis d’'un point double; a celui-ci sont
infiniment voisins successifs dans une direction deux
points simples, dans une autre direction 2v +1 points
simples. Cette singularité peut étre représentée par le
schéma ci-avant.

Deux courbes C/' ont en commun, au point A, 5p points
d’intersection.

En O,, la surface <>l posséde un point double biplanaire,
les plans tangents étant Ch 02 O2v+2, Ch O2 O3V+3,

15. — Les systéemes de courbes IC/"], |C/4)|, ... sont
obtenus de la maniere suivante : Le systeme IC/"! est
caractérisé par X0=Xl=X2=0, ...; le systeme |C/#> | par
\0=\l=...=awl =0; le systétme |C/+]]| par \0="kl=...
= XV41 --"2v+2=0, eee; le systéme |Cl(V+2>] par A0=
=0, X2 =... =X2v+i=0; le systéme |CW<+l) par X0=.--
= hvic=0, X2v+2 —... = X2v+i+i = 0.

En rapportant projectivement les courbes de chacun de
ces systemes aux hyperplans d’espaces linéaires convena-
blement choisis, on obtiendra les surface (>3, $4 ... .

Il faudra déterminer les singularités du point O pour
$2, ..., O2v+2pour <bv+2, ... .

En particulier, il faudra déterminer la singularité de
03 Vi pour $3V et celle de O2v+lpour $IV+.

La surface $3 a pour équations

Xl = X¥]3, X342 = XV+1 X3V+4,
X)=Xl=—-=XxW =0, XV = — = XV =0.

Cette surface est du quatrieme ordre et O3 +! en est un
point double conique.
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La surface (>.V+1 a pour équations

NAvs2 = iXiv-H-Kav+a:
X0 e = XN = 0, Xov-f2 = eee = X3v+1 = 0.

C’est un cbne du second ordre pour lequel le point O2v+1
est simple.
Ou en conclut que I'on passe d’une surface de la suite
(52 eee> a la suivante par projection d’'un point
double. Mais on ne peut en conclure qu’au point triple Ol
de la surface $ sont infiniment voisins successifs 3v + |
points doubles. Comme dans le cas p=6v+1, on peut
démontrer qu il n en est rien et que la surface O possede
un point triple suivi d’un certain nombre de points dou-
bles biplanaires infiniment voisins successifs suivis d’un
point double conique ou biplanaire ordinaire.

10. — Comme dans le premier cas, il existe actuelle-
ment deux systémes linéaires, composés au moyen de 1'in-
volution 1/, formés de courbes d’'ordre p ayant un point
simple en A et rencontrant les courbes C/ en p points con-
fondus en A.

Le premier, |C2|, de ces systemes a pour équation

10>< rIx2 H--—---- 1 i — P AlVH xct<rf+3;riv+l
+ *n+af+3af+* H--—---- 1 AA+24N -+l af M f+42 + —
+ >3V+3M+273V3 = 0.

En appliquant a ces courbes la transformation T2Xv+i
et en supprimant le facteur ~3v+l, on trouve

*sri3V+2) Oo®, + Wr«) + — = 0.

On voit donc que les courbes C3 ont en commun avec les
courbes C/ une suite de 3v + 1 points infiniment voisins
successifs de A.
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Le second, |C3|, des systémes en question a pour équa-
tion

\Xrixz+- + + — N\ VH2-FTH
+ Im2xi“e2z?s'+i H----- h + -
+ xVR2icf+in3,+4 + =°.

Appliquons aux courbes C3 la transformation 1. ; il
vient, aprés suppression du facteur z3p'3,

0-0~3 + W= + ole="-

Les courbes C3 ont donc p—3 points infiniment voisins
successifs de A en commun avec les courbes G/.

Il est aisé de former les équations des systémes qui,
joints & |C2 ou a |C3|, donnent des systemes dont les cour-
bes se comportent en A comme les courbes G! ; nous ne
nous y arréterons pas.

17 — Les cas p=6v+1, p=6v+5 conduisent a des
résultats analogues.

Dans le cas p=6v + 1, les courbes G," ont en A un point
triple auquel sont infiniment voisins successifs dans une
direction, p—3 points simples, dans une seconde direc-
tion, 3v+I1="(p—3) points doubles.

Dans le cas p==6v +5, les courbes C,' ont en A un point
triple auquel sont infiniment voisins successifs dans une
direction, p—3 points simples et dans une autre direction,
3v+ 1=1(p—3) points doubles.

Dans les deux cas, les courbes G/ ont donc le méme
comportement en A.

Dans le cas p—6v + I, les courbes G,” ont en A un point
sextuple auquel sont infiniment voisins successifs, dans
une direction, £(p—7) points doubles suivis de deux
points simples, dans une autre direction, \{p  13) points
quadruples suivis d’un point triple auquel sont infiniment
voisins successifs, d’une part, deux points simples, d’autre

part, 4 (P—1) Points simples.
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Dans le cas p=6v + 5, les courbes G/' ont en A un point
sextuple auquel sont infiniment voisins successifs, dans
une direction ~(p—7) points doubles suivis de deux points
simples; dans une seconde direction, J (p—11) points qua-
druples suivis d’un point double auquel sont infiniment
voisins successifs, d’'une part, deux points simples, d’autre
part, * (p—2) points simples.

Les comportements en A des courbes C/* ne sont donc
plus les mémes dans les deux cas, mais dans chaque cas,
deux courbes C/' ont 5p points d’intersection absorbés
en A

D’une maniére générale, deux courbes ont, dans
les deux cas, (2k + I)p points d’intersection absorbés en A,
pour fc=1, 2, 3, \(p—3).

Dans les deux cas, la surface (> posséde un point triple
dont le cbne tangent est formé d'un plan et d’'un céne du
second ordre. A ce point triple sont infiniment voisins
successifs un cerlain nombre y) de points doubles dont le
dernier est conique ou biplanaire ordinaire.

18. — Revenons maintenant a la surface F du début.
Les courbes C/, C/', ..., C2, Ci, ..., Cpont, en A, des com-
portements analogues aux courbes désignées par les mémes
symboles dans le plan a. Les points unis de I'involution Ip
sur la surface F se projettent en effet suivant des points
unis de I'involution 1/ du plan a.

Les courbes C/ ont en A un point triple auquel sont infi-
niment voisins successifs : dans une direction, p—3 points
simples dont le dernier est uni parfait pour I'involution Ip;
dans une autre direction, \ {p—3) points doubles dont le
dernier est également uni parfait pour Ip. Par conséquent
la surface $ posséde au point de diramation A" homologue
de A, un point triple dont le céne tangent est formé d’un
plan et d’'un cbéne du second ordre, ayant une droite en
commun.

Désignons par Pi le dernier point simple du domaine de
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A commun a toutes les courbes G/, par P2 le dernier point
double du méme domaine commun a ces courbes. Au
domaine du point 1\ correspond, sur la surface une
droite y! et au domaine du point P2, une conique y2. La
droite yx et la conique y2 forment la projection sur la sur-
face $1, du domaine du point A' sur la surface <F, par con-
séquent yj et y2 ont un point commun AX.

Les courbes G/' ont op points d’intersection réunis en
A; donc la surface 0? est d’'ordre n—5 et par conséquent
le point A/ est nécessairement double pour la surface

Le point double A/ peut étre conique ou biplanaire pour
la surface $x. Dans le second cas, il peut avoir un point
double dans son domaine du premier ordre. D’une
maniére générale, nous pouvons supposer qu’au point A/
triple de $ sont infiniment voisins successifs yj points dou-
bles dont le dernier est conique ou biplanaire ordinaire.

19. — Les hyperplans de Sr passant par les axes S(1), S(3),
S@®, ..., S() de I'hnomographie T ne contiennent pas le
plan a; ils découpent sur la surface F les courbes C?
ayant un point simple en A et tangentes en ce point a la
droite a3= AA3 (s'appuyant sur S(3)). Ces courbes C? ren-
contrent les courbes C/ en p points confondus en A; sup-
posons, pour fixer les idées, qu’elles passent par les p—3
points simples infiniment successifs de A communs aux
courbes C/ et par conséquent par le point Px.

Aux courbes C2 correspondent, sur la surface $, des
courbes T2 d'ordre n, passant par A' et tangentes en ce
point au plan tangent a la surface <». En d’autres termes,
sur la surface <hx, il correspond aux courbes C2 des courbes
d’ordre n—1 rencontrant en un point la droite yx.

Les hyperplans de S, passant par les axes S(1), S<3), S(4),
..., S(p) de I'homographie T ne contiennent pas le plan a
et découpent sur la surface F des courbes C3 passant sim-
plement par A et tangentes en ce point a la droite al = AA?
(s'appuyant sur S(2)). Ces courbes rencontrent les courbes
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<V en p points confondus en A; elles passent par les
—3) points doubles infiniment voisins successifs de A
des courbes C/ et par suite par le point P2

Aux courbes C3 correspondent, sur la surface < des
courbes P3 d’ordre n passant simplement par A' en y tou-
chant le cone du second ordre tangent a la surface en ce
point. Ou encore, aux courbes C3 correspondent, sur la

surface des courbes d’'ordre n—1 rencontrant la coni-
que y2 en un point variable.
Ou observera que les courbes C2, C3, ..., Cp passent par

les points unis de I'involution Ip distincts du point A.

20. — Deésignons par u le genre des sections hyper-
planes de la surface <P. Les courbes Cx et par suite les cour-
bes C sont alors, d’aprés la formule de Zeuthen, de genre
P(ti—1) + 1.

Les courbes C/ ont en A un point triple et p—3)
points doubles infiniment voisins; leur genre est par suite
égal a p(u—1)—-|(p +3) + 1. Sur une courbe C/ I'involu-
tion Ip détermine une involution cyclique d’ordre p ayant
trois points unis : un dans le domaine du point Pl deux
dans le domaine du point P2. D’aprés la formule de Zeu-
then, les courbes T' découpées sur $ par les hyperplans
passant par A', ou encore les sections hyperplanes T' de la
surface ont donc le genre r—2. Cela résulte d’ailleurs
également du fait que A' est un point triple de la surface <D.

Les courbes C/' ont dans chaque cas (p=6v+1 ou
p—6v+5) une singularité au point A abaissant le genre
de|(p + 1) unités. Sur une de ces courbes, l'involution
déterminée par lv posséde trois points unis (dont un dans
le domaine de P2). Par conséquent, les courbes Y" qui
correspondent sur $ aux courbes C/( ou encore les sec-
tions hyperplanes de la surface $2, ont le genre ir—3.

De méme, les sections hyperplanes de la surface <3 ont
le genre iz—4 et ainsi de suite. D’une maniére générale,
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les sections hyperplanes de la surface (I\. auront le genre
Ti—k—1.

21. — Comme nous l'avons vu, le point triple A' de la
surface $ équivaut a I'ensemble, sur la surface <ba, d’une
droite yj et d’'une conique y? se rencontrant en un point A/
double conique ou double biplanaire pour la surface.

Dans le premier cas, le point A/ est équivalent a une
courbe rationnelle y, de degré —2, rencontrant en un
point chacune des courbes yu y2

Dans le second cas, le point A/ équivaut a deux droites
yll; yl12, tracées sur la surface $2, se rencontrant en un
point A/ double conique, double biplanaire ou encore
simple pour la surface <>2. L’'ensemble des droites yii! yi2
rencontre chacune des courbes y,, y2 en un point. Pour
fixer les idées, nous supposerons gue y,, rencontre yj en
un point et que y12 rencontre y2 en un point également.

D’une maniére générale, supposons gu’il y ait i] points
doubles de $ infiniment voisins successifs de A', le der-
nier étant conique ou biplanaire ordinaire. Le fc-iéme
point de cette suite est équivalent, au point de vue des
transformations birationnelles, a I'ensemble de deux droi-
tes yu, vy,2, pour k=1, 2, ..., r—1. Si le dernier point de
la suite est double conique, il est équivalent a une courbe
rationnelle yv de degré —2. Si, au contraire, il est double
biplanaire ordinaire, il est équivalent & I'ensemble de deux
courbes rationnelles de degré —2, ayant en commun un
point simple.

Si nous considérons deux points doubles consécutifs,
chacune des composantes de I’'un rencontre une des com-
posantes de l'autre, et inversement. On en conclut que la
singularité de la surface $ en A’ est équivalente :

a) si le dernier point double de la série est conique, a
un ensemble de 2r + 3 courbes rationnelles

yu yu. y2it ®
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chacune de ces courbes rencontrant en un point la pré-
cédente et la suivante, mais ne rencontrant pas les autres.

b) si le dernier point est double biplanaire ordinaire,
a un ensemble de 2y) +4 courbes rationnelles

Tu Tu. T, 1V,.... y», y)2, Y7, ()

deux courbes consécutives ayant un point commun et
deux courbes non consécutives ne se rencontrant pas.

Dans le premier cas la courbe yi| , dans le second la
courbe yill+ Y" sont de degré —2. Les courbes yi-i, + v,
+ 7112 et y™~41+y,i+y»+y~_ 2 sont de degré —2; par
conséquent les courbes y* ia, y* 12 sont de degré —2.

Et ainsi de suite. On arrive a cette conclusion que les cour-
bes de chacune des suites (1), (2), sauf la premiére y, et
la derniere y2, sont de degré —2.

Cela étant, A' étant triple pour la courbe
fi ~ryii + we 4-y0 +y)
est de degré —3. tandis que la courbe
Y+ o0 + y«

est de degré —2. Les courbes y,, y2 rencontrent chacune
en un point ce dernier ensemble et, d’autre part, ne se
rencontrent pas. Par conséquent, si Vj est le degré de yx et
v2 celui de y2, on a

0+ V= —5

22. — A une courbe du systeme ]C|, non transformée
en elle-méme par I’lhomographie T, correspond sur la sur-
face une courbe P* variable, lorsque C varie, dans un
systéeme continu rationnel et appartenant par conséquent
totalement & un systéme linéaire.

Lorsque la courbe C varie d’'une maniére continue dans
|C| et tend vers une courbe CI; la courbe T* varie d’une
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maniére continue et tend vers une courbe T comptée
p fois. Les courbes T* appartiennent donc au systéme
linéaire \pT\.

Faisons maintenant varier la courbe C d’'une maniere
continue dans |C| de maniere qu’elle vienne coincider
avec une courbe C2 La courbe F* varie d'une maniére
continue dans |prl et tend vers une courbe r2, comptée
p fois, augmentée des composantes des points de dira-
mation. On a donc

[pi’ | = \p"i + +\IYUu "F &" "FAM2T12 + "2y2 + ~2 >

les X étant des entiers positifs, nuis ou négatifs, en valeur
absolue inférieurs a p, et A2 le terme qui provient des
points de diramation de la surface O, distincts de A'.
Coupons les courbes de ce systétme par une courbe T
en nous rappelant qu’une courbe C! et une courbe G/ ont
p points d’intersection confondus en A. Nous obtenons la
relation
\ + 2X2 —P- )

23. — Supposons que le dernier point de la suite de
points doubles infiniment voisins successifs de A' soit
conique. Coupons le systeme |pT| successivement par les

courbes yL; y», ..., V,, ..., Y12, y*. Nous obtenons les rela-
tions

p+Vi+\i=

xt—2XU + x2l = o,

WL — 2X21 4- X3 = 0,

X0 —2XMEX2—0,
Xjl + "2\ = b-
On en déduit

X0 = XN X5 = — (28 + 1) X,y X, =0 — (tw, +11—1) +, -
Xu= —[(2r, — D)V + 2t — 2] X2, Xt = — iz +27-1) X2
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Portons ces deux derniéres valeurs dans la premiére des
relations et dans la relation (1). Nous avons

X [27ivlv + (20— 1) (vt + V) + 21i — 2] =p,
(2yiv, +2t, —3) X, +p = 0.

On en déduit tout d’abord, p étant premier, X2=1, d'ou
Ni=P 2. En tenant compte de vx-]-v2=—5, on obtient

vi= 2, V2 = —3, p= + 3.

Supposons maintenant que le dernier point double de la
suite infiniment voisine de A soit biplanaire ordinaire et
coupons encore les courbes pr par yx, yxx, y2. Nous
obtiendrons encore des relations du méme type que les
précédentes, mais il y en aura une de plus. On en déduira

M= V22 X0, = - (20 -F 1) X2 ..., Xt = - (OV24-T1-- 1) X2,
= KNI+ 1)w+T]X2,><u=— 2y +21—1) X2,
Xl =-[(2714-1)v] + 2n]Xt

On trouve cette fois

= XN=p 2, w=—2, W=—3, p—4&i--5

Observons que le nombre premier p est nécessairement
de 1 une des formes p=ftrl+3 ou p=4yi+ 5. Nous pouvons
maintenant énoncer le théoréeme suivant :

La surface posseéde au point de diramation A' la multi-
plicité trois, le cone tangent étant formé d’un plan et d’un
cone du second ordre.

Si p est de la forme 4p+ 3, la surface <> posséde une
suite de y) points doubles infiniment voisins successifs de
A', le dernier de ces points étant conique (et les autres
biplanaires).

Si p est de la forme 4y)+5, la surface $ posséde une
suite de p points doubles infiniment voisins successifs de
A', le dernier de ces points étant biplanaire ordinaire (les
autres étant également biplanaires).
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Dans le cas p=4r]+ 3, on a

\pY prl+ (0—2)yl+ (p—4) yHH---- h (2f) +1) Yn + o
+ 3yi2 + yI + Al

Dans le cas p=4r)-f5, on a

pl?+ (p—2)y*+ (p—4) Yh H-—- L @2+ 3)TV
+ (2] + 1) y™ A\ h3yll+yl+ A

plr

24. — On peut reprendre, pour les courbes 3, le raison-
nement fait pour les courbes ]\; on parvient ainsi a une
relation fonctionnelle

pv == |prd+ p-iYi + paya h---—--- h aiyii + + ali,

ou les u sont des entiers compris entre —p et +p, A3 le
terme cjui provient des points de diramation de $ distincts

de A’
Pour déterminer les entiers a, on considérera les inter-

sections de pF avecy,, yli; y? et | on trouvera cette fois,
les F3 rencontrant y2 en un point variable,
pi—~Fi =°,
[, ~#*"h =

fiu,— 2p,, + U2 =0,
Hi? — 3u>+p = 0.

En raisonnant comme plus haut, on trouvera, si
p=4r)+3,

pY pY,+Yy, +2y,+—+Tft+ 1)y, + -+ 27yl
+ @2ri+ Dy, + A}

et, si p=4i) +5,

lpY | = pY3+y, +2yh+ — + ft+4)Y*+ ft+ 2)in*+ —
+ (2ti+ 1)yi2 + (2ti + 2) y? + A3
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25. — Soit |r,| le systeme linéaire qui, joint a |T-21,
donne des courbes dont le comportement en A' est le
méme que celui des courbes T'. Nous avons donc

lr*+r,i= r+ri=j2F—y, —yu-—--—-- y«—Yy*b

puisque
ri= r—yl—Til--—-- r« —Tx [t

Nous pourrons donc écrire
\pi\-+pYp: = | 2pF —py —pyu--------- PU—PY* |;
dou, si p=4i)+3,

[PF (= pYV+ 2y, + 4y, Hh (21 + 2)y, H-—b (P—3)y
+(pP—Dy.+\

et si p=4rj+5,

'PF PY, +2y,+ dyu+-. + (2ij + 2 y* + (T + 4) y,, +
+{p—3)yis +lp—i)w+\>

A, étant dans chaque cas le terme qui provient des points
de diramation de <> distincts du point A'.

En coupant la courbe pr successivement par les courbes
Yi, Yn, ..., y2, on trouve aisément que les courbes r,, cou-
pent la courbe y2 en deux points, mais ne rencontre pas
les autres composantes du point singulier A'. On en con-
clut que sur la surface F les courbes Cp ont en A un point
double suivi de  —3) points doubles infiniment voisins
successifs.

Appelons de méme Fp-1 les courbes telles que les courbes
r,+r,_i aient en A' le méme comportement que les cour-
bes F'. En raisonnant comme tantot, nous aurons

pYz +pVN | =1 2pF pyt PYu—PYiz PYz
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et par conséquent

PY |2 Pov-1 + {P~ y* + (P —2)iii + — + (3ri + 2)y, +...
+ 2yl + 3)yi2 + 2ri + 2) y2 + \/,

Si pz=41) + 3,

\pY PVia-P—1D)Tl+P—2Tu+ ..+ @37 +4ay*
+ @ +3HYy*+ — + 211+ )yl + (2t +3)y2+ A

si p=4i]+5, Ap_! étant le terme provenant de la présence
de points de diramation de <P, distincts du point A'.

Des relations fonctionnelles précédentes on déduit que
dans chaque cas les courbes r,,_| rencontrent en un point
chacune des courbes yl; y2, mais ne rencontrent pas les
autres composantes v,,, y12 du point singulier A' Les
courbes Cp_j ont donc en A un point double auquel sont
infiniment voisins successifs dans une direction p—3
points simples fixes, dans une autre direction, \{p—-3)
points simples fixes.

On retrouve donc (aux notations pres) le résultat obtenu
dans le cas du plan a(n° 12).

26. — On pourrait poursuivre I’étude du comportement
des courbes tracées sur $ au point A'. Bornons-nous a la
remarque suivante :

Le systeme jF") est donné par la relation fonctionnelle
lr| =] +y, +2yu+ 2yl + — + 212 -f 2yl + y2 |.

Coupons la courbe T par les courbes yx, yu, ..., y2. On
trouve que les courbes T" rencontrent en un point chacune
des courbes yn, y12, y2, mais ne rencontrent pas les autres
composantes du point singulier A'.

Nous allons rechercher les points de rencontre éventuels
des courbes canoniques K de la surface <D avec les compo-
santes du point A'.
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Observons tout d’abord que le systéme linéaire |T pos-
sede la courbe fondamentale monovalente (l)

y* + yu + yli H------ LT + yl + y2,
la courbe fondamentale bivalente

Vi + 2 (Y« + Y2i + oo + y0 + yi)) + y*
etc.

Les courbes adjointes r,, au systéme [TJ rencontrent une
courbe T' suivant des groupes de la série somme de la série
canonique de cette courbe et de la série déterminée par les
points de rencontre de la courbe avec la courbe yt +y2. Les
mémes courbes Ta rencontrent une courbe Y" suivant des
groupes de la série somme de la série canonique de cette
courbe et de la série déterminée par les points de rencontre
de la courbe avec la courbe yi+y2+ 2(y,, +y12). On en
déduit, en tenant compte des valeurs r., t—2, r—4 des
genres des courbes T, T', Y", que les courbes Ta rencon-
trent la courbe yi +y? en un point, mais ne rencontrent
pas les courbes yu, y21, ..., y22, yi2. D’ailleurs, la somme
de ces derniéres courbes étant équivalente & un point dou-
ble, elles ne peuvent avoir d’influence sur le systéme cano-
nique de $.

Le systéme adjoint |[F/1 & IT'l satisfait a la relation fonc-
tionnelle

[la| = T La-|- yh-(- ylt-f- oo + yD + y2 i;

par conséquent les courbes 1Y rencontrent la courbe
yl +y2 en quatre points. Par suite, le systtme canonique
IK| = |IY—Fj de la surface $ est formé de courbes ren-
contrant en un point la courbe yi +y2

Envisageons les systéemes linéaires |F2 et |T2+yi|-
Puisque la courbe y, est rationnelle, de degré —2 et est

il) Cfr. Enriques-Campedelli, Lezioni sulla teoria delle superficie alge-
briche (Padoue, 1932), chap. I, § 39.
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rencontrée en un point par les courbes F2 ces deux sys-
temes ont méme genre et méme degré. Par conséquent,
les courbes T2 et r2+yi sont rencontrées par les courbes
canoniques K en un méme nombre de points. La courbe

n'est donc pas rencontrée par les courbes canoniques et
il en résulte que celles-ci coupent en un point la courbe
rationnelle y2, de degré —3.

Les courbes canoniques de la surface < rencontrent en
un point la composante y2 du point triple V; elles ne ren-
contrent pas les autres composantes de ce point.

Liége, le 11 octobre 1937.



