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Sur les involutions du second ordre de I'espace,
n’ayant qu’un nombre fini de points unis,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Les couples de points conjugués par rapport a trois quadriques
ayant en commun huit points distincts forment une involution
d ordre deux nayant que huit points unis, les huit points com-
muns aux trois quadriques.

Considérons uue cubique gauche K et une correspondance
biratiounelle quadratique involutive 0 entre les coides de cette
cubique gauche. La correspondance 0 possede quatre cordes
unies. Soit de plus Q uue polarité de I'espace. A un point P, fai-
sons correspondre le point P' intersection du plan polaire de P
par rapport a U et de la corde de K que 0 fait correspondre a la
corde de cette cubique gauche passant par P. Les points P, P' se
coriespondent dans une transformation birationnelle involutive
et les couples P, P' forment donc une involution. Celle-ci posséde
huit points unis, les points d'intersection des quatre droites
unies pour 0 et de la quadrique fondamentale de la polarité 0.

Nous avons ainsi deux exemples d’involutions d'ordre deux de
| espace n ayant que huit points unis. Ou est conduit a se deman-
der si toute involution d’ordre deux de l'espace, n'ayant qu’'un
nombre fini de points unis, a précisément huit points unis La
réponse est affirmative et nous établissons précisément le théo-
réme suivant :

Si le nombre des points unis d’une involution du second ordre de
I'espace estfini, ce nombre estégal & huit.

Naturellement, il s'agit de points unis isolés. |l pourrait se faire
que deux des points unis considérés fussent infiniment voisins,
daus des directions différentes, d’'un méme point. Mais ce point
serait équivalent, au point de vue des transformations biration-
nelles, & deux points unis distincts. 1l est dailleurs facile de
construire un exemple ou cette circonstance se produit; nous ne
nous y arréterons pas pour l'instant.

1. Soit 12 une involution d'ordre deux de I'espace, n'ayant qu’un
nombre fini, a, de points unis. Désignons par T la transformation
birationnelle génératrice de cette involution, par n son ordre.
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A un plan tp, T fait correspondre une surface <> d’ordre n et la
4>), intersection de ce plan et de cette surface, est
transformée en elle-méme par d. Les couples de I appartenant a
la courbe (tp, 4) forment une involution en général privée de
points unis; donc nous désignerons le genre par n. La courbe
(tp, 4>) a donc le genre 2« — 1.

Le systéme linéaire complet |Fj, déterminé par les surfaces
¢ J_cp) formé de surfaces F d’ordre n + 1, est transformé en lui-
méme par T 1l contient deux systémes linéaires partiels compo-
sés au moyen de l'involution 12; I'un, |F4|, n’a pas pour points-
base les points unis de I'involution 12; | autre, | Lz, est formé de
surfaces passant simplement par ces points. Le systéme |F2 com-
prend les surfaces lieu des intersections des plans fp d’un faisceau
et des surfaces < correspondantes, ce qui démontre son existence.

Les adjoiutes F' dordre w+ 1—4 — 3 aux surfaces F
coincident avec les adjointes d’ordre Nn—3 aux surfaces 4>. La
surface 4> étant rationnelle, ses adjointes F' d’ordre n — 3 décou-
pent, sur le plan tp, le systtme complet des courbes adjointes a la
courbe (ip, 4>) 1l existe donc 2n — 1 surfaces F' linéairement indé-
pendantes, et par suite, le geure géométrique pa de F est égal a
2n — 1. D’autre part, les surfaces F sont réguliéres et leur genre
arithmétique est égal a2 - — 1.

Le systeme |F| a le degré 2 (3n - 1) et la combe variable G
commune a deux surfaces F a le genre 4it-j-4n —5.

2. Désignons par r la dimension du systéme |FJ. Les surfaces
F, formées d un plan tp et de la surface 4* qui lui cortespoud sont
en nombre X3 et forment un systeme non linéaire; par suite, ou a
r> { En rapportant projectivement les surfaces 1q aux hyper-
plans d'un espace linéaire S, a r dimensions, on obtient une
vaiiété V a trois dimensions, d'ordre 3w -f- I, image de ! involu-
tion 1

A une surface F, correspond une section hyperplane 4» de \
Rappelons qu’entre le genre arithmétique pa d’une surface et le
genre arithmétiquep'a d’'une involution d’ordre deux n’ayant que
< points unis, on a la relation fl)

ag=a+ 1) = 8(pb + 1) -
Les couples de 12 appartenaut a une surface F, forment une
t)) Voir L. Godeaux, Mémoire sur les. surfaces algébriques doubles

ayant un nombre fini de points de diramation. (Annales de la Fac. des
Sciences de Toulouse, 1914, pp. 289-312)
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involution privée de points unis; par suite, le genre arithmétique
de la surface dh est égal a tt — |

Les sections planes de la variété V sont des courbes T de genre
2(ti +rmr—1).

Aux surfaces F2 correspondent, sur la variété V, des surfaces <
d’ordre 3 n + 1. Sur une surface F2, les courbes de 12 forment une
involution ayant a points unis. Le genre arithmétique des sur-

faces dt, est donc égal a it — 1 -f- 5

Les courbes Pt suivant lesquelles les surfaces 0> rencontrent les
surfaces dh ont le genre 2 (n -- t:—1) et les courbes caracté-

ristiques du systéeme 1d>2|, le genre 2 (n -ftt— 1) —

3. Le systeme ;F'|, adjoint au systeme |F|, est transformé en
lui-méme par T. Il contient donc deux systemes linéaires par-
tiels, |Fi|, |Fj|, composés au moyen de I'involution 12 Sur une
courbe (cp, «h), les surfaces FJ, FJ découpent les deux séries com-
prises dans la série canonique de cette courbe et formées de
groupes de i2; par conséquent, I'un des systéemes |FJ|, |FJ| a la
dimension n — I, l'autre la dimension n — 2.

Aux systemes |FJ|, |FJ| correspondent sur V les systémes
adjoints aux systemes |d>4|, jd>e|. Le genre arithmétique des sur-
faces «F, étant n— | et cette surface étant réguliere, le systeme
[d>J] adjoint & |(h,| a la dimension n —2; c'est donc le transformé
de celui des systéemes |FJ|, |FJ| qui a la dimension tt— 2. Nous
supposerons que ce systéeme est |FJ|.

Au systéme IFJ| correspond, sur V, le systeme |<FJ| adjoint a
[d>2|. Supposons que le systeme [I>] ne découpe pas, sur une sur-
face ‘P2, le systeme canonique complet de cette surface. Soit K
une courbe canonique d’une surface d> n'appartenant pas a une
surface Il lui correspond, sur la surface F2 homologue, une
courbe canonique K' de cette surface. Cette courbe est transformée
en elle-méme par T et appartient certainement a une surface FJ,
car le systtme |F'| découpe, sur la surface F2 en question, le
systéme canonique complet et, d'autre part, la courbe K' ne peut
appartenir a une surface FJ. Nous sommes donc conduit a une
absurdité. Le systeme |d>]| découpe donc sur une surface d> le
systéme canonique complet. La surface < étant réguliére et de

genre arithmétique 7r—1 -f ? le systeme KI>] a, d’une part, la

dimension x — 2 -f  d'autre part, la dimension iz 1 de |FJI. On
adonca =8
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4. La variété Vpossede, aux huit points de diramation, des points
guadruples; le cbne tangent en un de ces points a la variété V est
le cOne projetant une surface de VVéronése (*). Chacun de ces points
est équivalent, au point de vue des transformations birationnelles,
a une surface rationnelle. Nous désignerons par A,, A,, As ces
huit points et la surface rationnelle a laquelle le point At est
équivalent sera également représentée par Al

A une surface F uon transformée en elle-méme par T corres-
pond, sur la variété V, une surface <> Lorsque la surface F varie
d’'une maniére continue dans le systéme |F| et vient coincider
avec une surface Ft, la surface <F varie d’'une maniére continue et
sur V et vieut coincider avec une surface «F, comptée deux fois.
De méme, si F varie de maniéere a venir coincider avec une sur-
face F2 <F vient coincider avec une surface <F2 comptée deux
fois, augmentée des surfaces A,, A2 ..., As. Les surfaces 2 d\,
218 | al + Ag appartiennent donc au méme systeme
linéaire et I'on a

| 201 | = | 2(F2 - A, + Al + s + ABL

Une surface <F2 a, aux points A,, A, A8, des points doubles
coniques. En représentant par (L, M) Il'intersection de deux sur-
faces L, M tracées sur V, on a, sur une surface <F déterminée,

| 2(<F2<F2) + (A, <F2) + — + (A8D2) | = | 2(<Ft, d>2) i.
Sur une surface «F, déterminée, on a
[ 2(4M»,) | = | 2(<F2<pi) .
Les surfaces d*, ont, comme ou sait, le diviseur u = 2.
Liége, le 29 octobre 1933.
11) L. Godeaux, Sur les involutions cycliques appartenant a une variété

algébrique a trois dimensions. (Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1931,
pp. 29-39.)
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