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SOPRA UNA SUPEREIOIE LEGATA
AD UNA SUCCESSIONE DI LAPLACE CHIUSA

DI LUCIEN GODEAUX, A 1iegi.

Abbiamo recentemente considerate) nna superfleie associate ad
una successione di Laplace cbiusa da uno lato présentante il caso
di Laplace e dell’altro lato présentante il caso di Goursat (1). Yo-
gliamo in gnesta nota considerate una superfleie associate ad una

successione di Laplace cbiusa nei due lati présentante il caso di
Laplace.

1. — Oonsideriamo una superfleie (x), non rigata, riferita allé sue
asintoticlie u, v. Come si sa, le coordinate normale di Wilczynski
del punto x soddisfano al sistema di equazioni allé derivate par-
ziali completamente integrabile (2).

220 -f- 26 #0L -|- et x = 0,
x02 -)- 2a 10 -f-c2x = 0.

Diciamo U, Vi punti della iperquadrica Q di Klein, di S5, che
rappresentano la tangente aile asintotiebe u, v in un punto x di (x).
Si ba

Z10 -f- 26 F =0, F0l + 2ai7=0,

(*) Quelque» propriétés d’une surface associées a une suite de Laplace terminée
(Annali di Matematiea, 1961; (IV), t. LIII, pp. 9-20). Vedere anohe Sulle super-
ficie associate ad una succesxione di Laplace chiusa (Bollettino dell'Unione Matema-
tioa Italiana, 1960, pp. 159-161).

(2) Utilizziamo le notazioni del nostro opusoolo La Théorie des surfaces et
I’espace réglé. Actualités soient., N° 138 (Paris, Hermann, 1934). Soriyiamo
Ovi-j-fc %
du* dvk

in vece di
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ed i punti TJ), F appartengono ad una successione di Laplace
(L) w5 TIM) LI T T, VE Vid e ) VL.

dove si ha

TIm = TJIm-1 — T]m_1 (log. blh ...

vm = Vm-i — rm-: (log. afci..., fm_i)10,
hm = — (log. bftj ... hm-1)1l + fem—1,
km = — (log afcj ... fcm-i)ll +e fem-I .

Stipponiamo che questa successione di Laplace si chiude nei
punti TJ,, V, présentante il caso di Laplace. Abbiamo dunque

h,=0,Jn=0

ed TJ, dipende da v solo et F,, da u solo.

La successione L € coniugata rispetto alla iperquadriea Q. Pre-
cisamente, il punto Tim ¢ il polo del iperpiano Fm_2 F,,, ! Fm Fm+i
Fm+2 ed il punto Fm, il polo del iperpiano Um-2 t/m_i TIm Tim+1
Um+21 Adesso, il punto U, ¢ il polo del iperpiano F,,_2 Fn_! F,
Fi0 F.’ ed il punto F,,, il polo del iperpiano t/,, 2 Un_i TJ, U,, TJ™.

La condizione perché due punti siano coniugati rispetto alla
Q sara scritta

a(p, q) = 0.
L’equazione della iperquadriea Q sara £2(p,p) — 0.

2. — Da u{0,,, F,) =0 si trae subito

Q{TI™, Vn) = 0,Q (™ ,\Vn) = 0,U(un, Fil) = 0,0(Un, FA) = 0,
Q(TIOL, VM) = O,Q{UiR,V™) = 0,

O™, Fa) =0, U (TI™, F2) = 0.

I piani ¢ = Tin TI™ TJ02 e rj = F,, F*0 F20 sono coniugati rispet-
to a Q. Quando varia u, il primo di questi piani ¢ fisso, dunque
anche il secondo e vediamo clie la curva (F,) appartiene a questo
secondo piano yj. Nello stesso modo, si vede che la curva (TJn) ap-
partiene al piano f, anche fisso quando varia v.



SOPRA UNA SUPERFICIE LEGATA ECC. 75

Come I'abbiamo ricovdato, il punto F» & il polo dell’iperpiano
Un_2.. U™ cioé del iperpiano osculatore nel punto Tn—2 ad una
cnrva v tracciata sulla superficie (Z7,_2). Quando varia v, il punto
Vn e I'iperpiano coniugato sono fissi. Quindi, le curve v tracciate
sulla superficie (f7n—) appartengono ad iperpiani. Questi iperpiani
passano per il piano £.

La retta V, F™ ¢ coniugato alio spazto a tre dimensioni Un—i
U, U, Uu osculatore ad una curva v nel punto Tin—x della super-
ficie (U,,—i). Quando varia v, la retta Vn e lo spazio coniugate
sono fissi e duuque le curve v tracciate sulla superficie (Un—i) ap-
parteugono a spazi a tre dimensioni passante per il piano f.

Tfello stesso modo, si vede cbe le curve u tracciate sulla super-
ficie (F,,_2) appartengono ad iperpiani e le curve u sulla superficie
(F,,_i) appartengono a spazi a tre dimensioni, questi iperpiani et
spazi passante per il piano rj.

3. — Diciamo G uno dei punti di incontro della retta T7, F,
colla iperquadrica Q.

Sulla superficie ((?), le curve u sono tagliate dei coni proiettante
la curva (F,) dei punti della curva (Un) e le curve v des coni pro-
iettaute la curva (JJ,) dei punti della curva (V,,).

La tangente ad una curva v nel punto 6 appartiene al piano
tangente al cono proiettante la curva (U,) da un punto F,,, dunque
appartiene al piano Vn Un U°,,. Questa tangente incontra dunque
la retta Un U} in un punto Gi.

La tangente ad una curva u nel punto G incontra la retta V,,
F™ in un punto

L’iperpiano coniugate di Gl passa per il punto O, per il piano
f] dunque per il punto Un ed infine per lo spazio a tre dimensioni
coniugate di U, , cioé per una curva u di (F,,_i). Quando varia
u, questo iperpiano ¢ fisso, quindi anche il punto Gi .

Nello stesso modo, si vede che il punto G”x e fisso quando
varia v. Scriviamo

G=XUn—+flF,.
Si lia
G0l = A01 Un + /301 Vn + 1 F*1.

Eappresentiamo con

fo V» “t~ Vo + VI i’n
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un punto del piano F,, Cn £i’1. L’equazione della retta OOi &

h Vo
fi A
fiol Aol

Il punto Gi ¢ dunque dato da
(fi AL — A Fil) Un a. A* Uil
Possiamo avéré un’altra espressione di Ol. Abbiamo
0 (G, Vn) = fiU(V,,,\n),
a(GOi, Vn) =fi0iQ(Vn, F,)
e quindi

Q (™ G — fi GOL, Vn) = 0.

L’iperpiano coniugato di Vn contienne la retta Un U°! e taglia
la retta GGt nel punto Gt. Possiamo dunque scrivere

Gt = fi0ll G — fi GOL.
Nello stesso modo, abbiamo

GU == Al0 G — A Gi0.

Corne abbiamo G}l =0, G-i =0, si ha
fl 011 __ 701 010 4. ~10 001 = G =0,
A GUI 4. ;0i Oio __ *io O0i __ 2‘i 0 = 0.

Dunque si ha
fi fill fil0_iil
T=— Fo6' = ATr'
Se ne trae
(log A-/y10 = 0, (log A™M0i = 0, \fi = 9 = Cte,
ed infine
2411 — fil0 fi)l = 0, (log z¥)1l = 0, fi = <Pi (u) cpz (v).
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Possiamo fare una sostituzione sulla variabile u ed una altra
sulla variabile v per avere (pl (u) — 1, <z (v) = 1. Dunque /*=1,
2=0,

0=o00H+v,,

Il punto G soddisfa ad una equazione
Gu=20 Gw=FlN=<?1 Gil=024"1=0Gn

e quindi descrive una rete coniugata. La retta g di cui G ¢ I'im-
magine genera una congruenza W.

4. — La retta V, Vn taglia Q in due punti Gi, G% e possiamo
scrivere
GirOUn+Vvn, G2=0Un — Vn.
poi
Gl =62 =0 ull, G\°=— GI° = Vn°I

Diciamo e y* le sezioni di Q per i piani £ e tj. Essendo
questi piani coniugati rispetto a a Q, le coniche ys, yv rappresen-
tano i due sistemi di rette di nna quadrica O.

Consideriamo uno spazio a tre dimensioni Z7, 1. La retta coniu-
gata di questo spazio rispetto a Q si trova nel piano £ e nel iper-
piano polare di Un1 Questo taglia y( in due punti Bt , B2. Diciamo
rt,r2 le rette di O rappresentate da Bt ,B2. Le rette della con-
gruenze 2l di direttrice rt, r2 sono rappresentate dei punti di Q
appartenente alio spazio JJ, g. Questo spazio taglia sulle superficie
(&£j), (G2) curve ii ed a queste curve corrispondono rigate BH, B'u
delle congruenze

La considerazione di uno spazio V,, £ conduca a due rigate By,
B'v di una congruenze lineare Z2 di cui le direttrice s, ,s? appar-
tengono alia quadrica O, e sono génératrice del secondo modo. Le
rette *4, *2 sono rappresentate sulla Q dei punti di contatto della
tangente alla conica y, passante per V,,.

Diciamo gt, g2 le rette di cui le immagine sopra Q sono Gt, G2

La retta gi appartiene ad una rigata Bu ed a una rigata By,
dunque questa retta e appoggiata sulle rette ri, r2 e sulle rette
st,s2. La retta gl é dunque una diagonale del quadrilatero sghembo
di cui gli spigoli sono le rette rx, r2,st,s2. La retta g2 e l'altra
diagonale di questo quadrilatero.

Abbiamo dunque una congruenze {g) costruita cosi :
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Sulla quadriea < abbiamo ool coppie de rctte r e ool coppie di
rette s del altro modo. Le rette di due coppie (ri, r2), (« , *2) sono gli
spigoli di un quadrilatero sghembo di cui le diagonali sono le rette
della congruenza.

5. — Diciamo HIfH? i puuti di iucontro della retta U°nl F)\°
coll’iperquadrica Q. Le rette G , Gi H2 appavteugono a Q e rap-
preseutano i fasci focali della congruenza (gl). Le rette G2 , G2 tI2
rappresentano i fasci focali della congruenza (g2).

Consideriamo lo spazio a tre diuieusioui U°n rj. La retta coniu-
gata di questo spazio si trova nel piano | e taglia y( in due punti
Bl1,B2. La retta couiugata dello spazio F» si trova nel piano 1]
e taglia yv in due punti S,, S2. Le rette r,, r2, «j, S2 rappresentate
da questi punti apparteugono a e sono i spigoli di un quadrila-
tero sghembo di cui le diagonali hl, h2 sono rappresentate dei puuti
H, ,H2. Le rette hi, h? tagliano le rette ¢jq, g2 uei fuochi di queste
ultime rette.



