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Sur les suites de Laplace et sur les congruences W

Par Lucien Godeaux a Liége

Dans cette note, nous considérons une forme de la condition pour qu’un réseau soit
conjugué a une congruence donnée dans un espace projectif quelconque. Nous démon-
trons ensuite qu’une congruence W dont (x) est une surface focale, étant donnée, il
existe une infinité de congruences W ayant également (x) comme surface focale et
dont les complexes linéaires osculateurs sont en involution avec celui de la congruence

donnéel).
1. On considere, dans un espace projectif Sr a r dimensions, une suite de Laplace

L) .,un....Ui, U, V, Fi,..., Vn, ...

dont les points dépendent de deux parametres u,v et ou chaque point est le trans-
formé du précédent dans le sens des u. On suppose?)

@) UlD-26F =0, FOL-f2aD =0,

aeth étant des fonctions de u, v dont aucune n’est identiquement nulle.

Considérons un point J — AU — /iFdela droite UV et cherchons dans quelles
conditions ce point décrit un réseau conjugué a la congruence (UV). Nous allons
montrer que I'on peut disposer du facteur de proportionnalité de A, fi pour avoir

) N0+ 26A=0, A0l +2ali=0.
Ona
jn __jio(iogrfoi __ joi (log A)10 + J[(log A)10 (log/i)»! —4ab] =
U A(logA)1ll + 2a/i(log™jlo — F [, (log/i)1l + 26 A (log ~-)01] »

Pour notre objet, il faut que le second membre représente le point J, c’est-a-dire que
I'on ait
(log A)1L + 2 )10 = (log/i)ll + 2 (™) °\
ou encore

3)
1) Nous supposons connu notre exposé sur «La Théorie des surfaces et I'espace régie». Actuali-
tés scient., No. 138, Paris, Hermann 1934.
2) Pour une raison de simplicité typographique, nous écrivons <ik au lieu de
gi+fce,
du*dvk '

MAOL + 2g/<jl0 ~ul0 + 26Aj01
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Observons que si I'on remplace ).,fi par A pju, la relation (3) n’est pas modifiée. De
larelation (3), on déduit qu'il existe une fonction < (u, v) telle que

m A% + 2aix fif) =264 * *
Vil = —I 4 =—J '

Posons alors A =e<. On a
(e-TANL + 2ae-'> =0, (e™)0+ 26e"A=0.
En posant Ai =er'A, u\ = e~pfj., nous aurons donc
ulld + 26 Ai=0, Aill + 2a/n = 0O,

c’est-a-dire, en changeant de notation, les relations (2).
Pour r = 3, ces relations avaient été obtenues par Demoulin.

2. Le point J appartient a une suite de Laplace
)] .0 Jd1,3,34

inscrite dans la suite L. Précisément, le point Jn appartient a la droite U,,_i Un et le
point J-n a la droite Vn-i Vn-

L’analogie des équations (1) et (2) permet I'interprétation géométrique suivante:

Imaginons un espace projectif Sr+i ar + 1 dimensions contenant I'espace 8r et soit
O un point de Sr+t n'appartenant pas a Sr.

Sur la droite O U, prenons un point U’ dont les r + 1 premiéres coordonnées homo-
génes sont celles de U et la (r + 2)-ieme, fi. De méme, sur la droite O V prenons un
point V dont les premiéres coordonnées sont celles de V et la derniere A. En vertu des
relations (1) et (2), les points V, V sont transformés de Laplace I'un de l'autre. lls
appartiennent a une suite de Laplace

(L) Vi UVVV VvV

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u.

La suite L est la projection de la suite L' & partir du point O sur Sr et la suite J
s’obtient en prenant les intersections des droites Un-\Un,U'n_vUn et des droites
Vn-i Vn. V'n_i V'n. Le point J est I'intersection des droites U Vet U' V.

3. Supposons r — 5 et que la suite L soit attachée a une surface (x) de I'espace
ordinaire S3 rapportée a ses asymptotiques u, v.

Les coordonnées normales de Wilczynski du point x de (x) satisfont au systémes
d’équations aux dérivées partielles complétement intégrable

x20 + 26a0l + Cix =0,
X02 + 2ax10 + C2X =0,
a, b, Ci, C2 étant des fonctions de u, v.

Sur I'hyperquadrique Q de Kiein de S5 les points U, V représentent les tangentes
au point x aux asymptotiques u, v de la surface (x).
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Le point J représente une droite j, tangente en & a la surface (x), engendrant une
congruence W dont nos désignerons par {x) la seconde surface focale.

Soient U, F les points de Q qui représentent les tangentes aux asymptotiques u.v
au point x de la surface (x). Nous avons montré que les droites U U et F F se coupent
en un point P seconde image du complexe linéaire osculateur a la congruence (j) le
long de la droite j3). La premiére image de ce complexe est I'nyperplan J2J\J J-1J-2.

Nous avons

U!' = U01 — U(log b)o1, Fi = F10 — F (log )10,
U2=U01- U! (log67)01, F2= F}*) — Fi (logaAq)10,
ou
hi = — (log 6)11 + 4a6, k\ = — (loga)ll + 4ab.
Ensuite, nous avons
JN=[TA—[\U, J-i=AVI—-AF
J2 =p\ U2 —[X2b}\, J-2=Ai F2— A2 Fi,
ou
[n -m [i01 — [i (log 6)01, Ai = A10 — A (log a)10,
H2 = yun — il (log b Ai)0i, A2 = A}0 — Al (log a *i)10.
Nous avons montré4) que le point P est donné par
P =[[i2 + [ill (log u™i)01 + P[i\ U — [[a — [i (log b hi)0i] Ui + [iU2—
— [A2 + Ai (log a*1)10 + «A] F + [Ai — A(loga &i)i°] Fi —A V2,

ou
a =2 (loga)20 + (loga)k)2 + 4 (601 + ci),

13 =2 (log b)02 + (log 6)°12 + 4 (al0 + c2) 1
Le point P est par définition le p6le de I'hnyperplan J2JiJJ-iJ- 21

4. Proposons-nous de rechercher s'il peut exister sur la droite UV un point | dé-
crivant un réseau conjugué a la congruence (UF) et tel que le plan osculateur a la
surface (1) passe par P.

Nous posons

I =1U-mV
et nous pouvons supposer

4) 01 +2am =0, ml0+ 26i=0.

Nous désignerons par 1i, 12 les deux premiers transformés de Laplace de | dans le
sens des v, par /-1, 1 -2 les transformés dans le sens des u.

3) «Sulle congruenze W». Rendiconti di Matematica e delle sue applicazioni, série V, vol. XV,
56.

4) «Sulle congruenze W», loc. oit.
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En posant
m\ = m01 — m (log A)01, h — 110 — I (log a)10 ,
m2 = m~ — vti (logb Ai)0, h =17\ —h(I°gaAi)ll0,

)

nous avons
N=mUi—wiU, I-1=1IVi—IliV,
12 — Vil U2 — VI2U, 1-2 =1IV2 — I2E1.

Pour notre objet, I'nyperplan 12 h H-1 1-2 doit passer par le point P.
Tout point de I'espace 85 peut étre représenté par

M2U2 +r]iVi-j-toU +£0V + ii Fi +£2Vz

et les rj, f sont les coordonnées locales de ce point.
L’hyperplan 12 1111-11-2 a pour équation locale

vi2ry2 + viirji -f mrjo + Zfo + iifi + hh =0.
Pour gu’il passe par le point P, on doit avoir
vi2 fi — mi[fj,i — ft (log b Ai)01] + m[fi2 + pi (log b Ai)l +/3"] —
— hA + i [Ai — A(logaAi)l0] — I[A2 + Ai (loga Ai)l0 +aA] =0,

équation symétrique en I, met A. /1.
En utilisant les relations (5), cette équation se ramene a

(6) -dosw02 + Aim0l  Azvn -\- Bol20 + Piill + B2l — 0.
5. En dérivant trois fois de suite par rapport a v I'équation (6) et en utilisant les

relations (4), on obtient trois équations ou figurent 120,110,1. En éliminant ces quanti-
tés entre ces équations et (6), on obtient une équation de la forme

7 A'Om°s + A”m04 + A2mm + A'3m,02 + A]Jm0L + A'5vi =0,
Soit
Xi(u’v)" X-2(u>v), s> Xa(u,v)

un systeme fondamental d'intégrales de I'équation (7), ou I'on suppose u constant.
L'intégrale générale de cette équation peut s'écrire

m = (pi (u) N (u,Vv) + <f2 (U) X2 (m, v) +-----b 9% (m) Zs (> V) >

ou cpi, <f2, ++ m, 955 sont des fonctions arbitraires de u.
De la seconde des relations (4), on tire

2bl + 2 ¥ X+ 2 9XI10 = °»

La premiére des équations (4) donne ensuite

2 9" tX (log &0 — Z01] + 2 94«6Z + X10 (log &)01 — Z11] =0+
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Nous pouvons choisir arbitrairement quatre des fonctions cpi, <pz, mmm, <ps> la cin-
quieme étant déterminée par I'équation précédente. Chaque solution donnera un
point 1 de la droite U V décrivant un réseau conjugué a la congruence (U V).

6. Chacune des surfaces (/) trouvées représente une congruence W ayant (x) comme
surface focale. Le complexe linéaire osculateur a cette congruence le long de la droite
i a pour premiére image Fhyperplan 1211 11-11-2, qui passe par P. Sa seconde image,
pble de cet hyperplan par rapport a Q, appartient a la premiere image du complexe
linéaire osculateur a la congruence (j). Les deux complexes linéaires sont donc en
involution.

Etant donnée une congruence W dotit (x) est une surface focale, il existe une infinité de
congruences W ayant la méme surface focale et dont les complexes linéaires osculateurs
sont en involution avec le complexe linéaire osculateur a la congruence donnée.

Eingegangen am 9. 10. 1959



