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Una famiglia <li quadriche assoeiata ad una eongruenza W. (*)

Nota di Lucien Godeaux (a Liegi)

Sunto. - Si associa ad una eongruenza W una successione di quadriche 
di cui due quadriche successive si toccano in quattro puuti, caratleristici 
per queste quadriche.

1. Ad una eongruenza W possiamo associare, nello spazio S5, 
quattro succession! di Laplace.

Diciaino (j) una eongruenza W, (x), (x) le sue superficie focali, 
u, v i parametri delle asintotiche di queste superficie.

Cousideriamo la rappresentazione delle rette dello spazio sulla 
iperquadrica Q di Klein di S5. La tangente aile asintotiche u, v 
in un punto x di (x) sono rappresentate da due punti 27, V di Q 
e si sa che questi punti sono trasformati di Laplace 1’ uno del- 
1’ altro (Bompiani, Tzitzeica). Essi appartengono ad una successione 
di Laplace

(L) ..., 27,, U, V, F,,..., V„....

di cui un punto è il trasformato del precedente nel senso delle u.
Nello stesso modo alla superficie (x) è associata una successione 

di Laplace

(L) Un u,, u, v, y,,.., vn
Notiamo J il punto di Q che rappresenta la retta j. Questo 

punto è l’intersezione delle rette UV, UV e genera una rete coniu- 
gata aile congruenze {UV), (27V). (Dabboux). Esiste dunque una 
successione di Laplace

(3) -, J,, J, J-i,...,
di cui ogni punto è il trasformato del precedente nel senso delle 
u. La successione S è iscritta nelle successioni L, L. Precisainente, 
il punto J„ appartiene aile rette U„-iU„ e Dn_127n, il punto J_„ 
aile rette V„_,Vn, Fn_1F,1.

Diciamo P la seconda imagine ,nel /S5 del complesso lineare 
osculatore alla eongruenza {j) cioè il polo rispetto a Q dell’ iperpiano 
/j/,//—,/—,: il punto P appartiene ad una successione di Laplace

(P) -, P„ > —, P,, P, P-,,..., P_„,...

(*) Conferenza tenuta al Seminario Matematico della Università di 
Bologna il 16 aprile 1956.
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di cui ogni punto è il trasformato del precedente nel senso 
delle u.

Il punto P è l’intersezione delle rette UU e W. Si vede agevola- 
mento che il punto P_„, polo del iperpiano î)
appartiene aile rette V„_, Vn_, e V„ V,,. Il punto P„, polo del 
iperpiano , è l’intersezione delle rette
Un—t Un—i e UnÜn.

2. Si sa che i piani U„ü„+1ü„+i e V„yn+1Vn+, sono coniugati 
rispetto a Q. Quindi le sezioni di Q da questi piani rappresentano 
le due schiere rigate di una stessa quadrica «y.

Abbiamo cosl una successione di quadriche <1>, ‘t>„, ... di
cui la prima è la quadrica di Lie. Abbiamo dimostrato che due 
quadriche successive si toccano in quattro punti, caratteristici per 
le due quadriche.

Nello stesso modo, alla superficie (as) è associata una successione 
di quadriche <J>, «ï»!, ÿ,..., essendo le schiere rigate di ÿ, rappre- 
sentate dalle sezioni di Q coi piani U„U„+lU„+i, y,V„ + i +2, 
coniugati rispetto a Q.

Le quadriche <!>,, , <t>„ hanno in comune quattro rette rappresentate 
dalle intersezioni di Q colle rette e .

3. Consideriamo adesso i piani e .
Bssi sono coniugati rispetto a Q. Le sezioni della iperquadrica 
con questi piani rappresentano le schiere rigate di una quadrica 
e si ha cost una successione di quadriche 'F,, 1,, *Ft,... associate 
alla congruenza (j).

Nello stesso modo, possiamo considerare le coppie di piani 
8 e P„P„+1P„ + 2, coniugati rispetto a Q. Abbiamo 

cosl in corrispondenza una quadrica *F_„ e quindi una successione 
di quadriche associata alla congruenza^').

I piani e P_,PP, sono coniugati rispetto a Q ma si
vede agevolmente che la quadrica T associata si spezza nei due 
piani focali della retta j.

Le due quadriche , 1r„ si tagliano in quattro rette rappre
sentate sopra Q dai punti di intersezione di questa iperquadrica 
colle rette e P_„P_„_,. Queste quadriche si toccano dunque
in quatto punti e come abbiamo dimostrato, questi punti sono 
caratteristici per le due quadriche.

Alla congruenza (j) è dunque associata una successione di 
quadriche

<F_ y, y, % W_0, Wr --n y ... .
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Due quadricke successive si toccano in quattro punti, caratte- 
ristici per le due quadriche.

4. Consideriamo le quadriche <t>n, <1>„, IF,, dove 0.
I piani Unün+lüu+„ ü„Ü„+iÜ„^t, JnJ„+ hanno in comune 

la retta J„+1Jn+!. Questa retta taglia Q in due punti che rappre- 
sentano due rette dlt dt comuni allé tre quadriche.

I piani V„V„+I e F„F„+,FM+, hanno in comune la retta 
i, che taglia Q in due punti che rappresentano due rette 

d,', i'j' comune allé quadriche <h„, <1>„ . II piano P_„_j
contiene i punti V„, Fn+1, F„, VH+1 ; quindi i piani F„F„+1F„+t 
e P_„P_„_jPhanno in comune la retta F„F„+1. Notiamo 
fx, f, le due rette che corrispondono ai punti di intersezione di Q 
colla retta F„F„+1. Le quadriche <b„ , hanno in comune le 
rette , f2. Nello stesso modo, le quadriche <!>„, 1\, hanno in 
comune le rette fx', f2' rappresentate dalle intersezioni di Q colla 
retta F„ F„+1.

Si ottengono risultati analoghi per le quadriche 4»,,, <!>„, .
Osserviamo che le quadriche *F„, si tagliano in generale

in una quartica gobba.

5. Cerchiamo adesso i punti caratteristici delle quadriche ¥0, 1r_0.
La quadrica W0 tocca W, in quattro punti che sono caratte

ristici per le due quadriche. Le quattro rette sono rappresentate 
dalle intersezioni di Q colle rette JtJ2 e P_,P_t.

La retta JJ, tocca Q nel punto J e la retta PP_, taglia Q nei 
punti F, F. Ne risulta che tocca le superficie lx), (x) della 
retta j. Ognuno di questi punti conta per due punti caratteristici.

Anche la quadrica tocca le superficie (x), (x) nei fuochi
x, * di j e ognuno di questi punti conta per due punti carat
teristici.

Vogliaino adesso considerare la omografia H prodotto delle 
polarità rispetto a >F0 e .

Nello spazio S5, la polarità rispetto a V,, è rappresentata dalla 
omografia armonica fl, di assi JJtJt e Quella rispetto
a 'ïr_0 dalla omografia armonica Ht di assi e PP_,P_,
contiene i punti V, V,, F, F,, quindi il punto J_, ; il piano 
PP,P, contiene il punto . Sulla retta -H, e Ht danno la
stessa involuzione, dunque tutti i punti di questa retta sono uniti 
per SlHt.

I punti J e P sono uniti per HlHt e tutti i punti della retta 
JP, che tocca Q in J, sono uniti per HlHl. Le rette UV, UV sono
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unite per Hl, HLe involuzioni determinate sopra queste rette 
hanno un punto unito comune J, quindi la omografia H,Ht dà 
una omografia parabolica di punto unito J.

Ne deduciamo che la omografia H è singolare e ha i punti uuiti x 
e x. I piani uniti sono i piani focali della retta j. Se noi diciamo 
(?,, G, i punti di intersezione della retta J,/_, con Q e gx, g2 \e 
rette rappresentate da questi punti, queste rette sono unite per H. 
L’ una, g,, passa per ï e F altra g, per x.

6. Possiamo associare alla retta j, in modo intrinseco, un 
tetraedro.

Le quadriche <1>, <J> si tagliano nelle rette di un quadrilatero 
sghembo, quindi il prodotto delle polarité rispetto a queste qua
driche è una omografia biassiale; diciamo r,, r2 gli assi di questa 
omografia. Le rette ,, gs sono unite per questa omografia e 
quindi si appoggiano su lie rette r,, rt.

Il punto m, dove gx incontra una seconda volta ed il punto 
n dove gt incontra una seconda volta <h, sono dati da

(x, m, , gxrt) = - 1, (x, n, gtrx, gtrt) = — 1.

Un punto dello spazio ha coordinate della forma 

sxx + s,n i 3tx.

rispetto al tetraedro xmnx, le quadriche <t>, <1>, W0, <4'_0 hanno 
per equazioni

{L — M)sx3t — LMs,2 — s,2 -t- (L -+- M)3tBt — 0,

{Ij M)3g3t L1Mz,1  -t- [L -f- J\1)3X3, =: 0,

-4- M(Z* — 3„s) -+- 3,31 = 0,

Bl3i -4- — B1) — Z,3t = 0.
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