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Remarque sur les couples de congruences w
ayant une nappe focale commune

par LuciEN GODEAUX
Membre de la Société

Résumé — Exposé d'une méthode pour obtenir les propriétés d’une
suite de Laplace, déja considérée par l'auteur, associée & deux congruences
‘W ayant une nappe focale commune.

Dans un travail antérieur, nous avons considéré la configu-
ration formée par deux congruences W ayapt ume nappe focale
commune et introduit une suite de quadriques associée a ces
congruences (1). Nous utilisions, comme dans d’autres recherches,
la représentation des nappes focales des congruences sur Thyper-
quadrique de Klein (¥). Dans cette note, nous utilisons une nou-
velle méthode pour obtenir nos résultats, méthode basée sur 'em-
ploi d’un espace linéaire a sept dimensions auxiliaire.

Dans les développements qui vont suivre, nous supposons,
pour plus de simplicité, que les suites de Laplace rencontrées
sont illimitées dans les deux semns.

\

1. Considérons une surface (x) rapportée a ses asympto-
tiques u, v. Les ccordonnées normales de Wilczynski du point »

() Sur la transformation de Guichard et suv ceviaines quadviques consi-
dévées par M. Demoulin (Bull. de 'Acad. roy. de Belgique, 1939, pp. 953-958).
Voir également une note Sur ceriaines suites de Laplace assocides a umne
suite de Laplace donnée (Idem, 1930, pp. 264-273). On pourra aussi consulter
le texte de deux conférences que nous avons faites en avtil dernier & I'In-
stitut Mathématique de I'Université de Messine : Congruenze W e trasfor-
mazioni di Guichavd (Rendiconti del Seminario Matematico di Messina,
en cours d’impression.)

() La théovie des surfaces et Iespace végle. Actualités scientifiques,
ne 188 (Paris, Hermann, 1934).
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satisfont & un systéme d’équations complétement intégrable
220 - 2051 4~ ¢x = 0,
%292 + 2ax10 4 ¢cx = 0,

ot a, b, ¢;, ¢, sont des fonctions de u, v.

Aux tangentes asymptotiques xx10, xx% au point x de la
surface (x) correspondent sur 'hyperquadrique Q de Klein de
S; des points U, V tels que

U4 25V =0, V04 24U =0 (1)

et qui sont donc transformés de Laplace 'un de 'autre
Soit
.U, .., U, U, V, vV, .,V L (L)

la suite de Laplace déterminée par ces deux points, chaque point
de cette suite I, étant le transformé da précédent dans le sens
des .

Soient (j), (j') deux congruences W ayant (v) comme surface
focale. Les droites 7, §° sont représentées sur Q par deux points
J, J' de la droite UV et on a

T=W—uV, J =2NU—pV.

Demoulin a montré que 1'on peut choisir le facteur de pro-
portionnalité de 2, w et de A’ p’, de maniére A avoir

MU 2ap =0,  ul® 4 266 =10,
WOlp 2’ =0, @04 200 =0.

2. Considérons un espace linéaire S, 4 sept dimensions
contenant S;. Nous prendrons comme coordonnées projectives
des points de S, les nombres X, X/, X,,, Xy3, ..., X;, tels que
Pespace S; soit donné par X, =0, X," = 0 et que les sommets
de la pyramide de référence situés dans S; soient les mémes que
ceux qui fixent les coordonnées des points de S, le point unitaire
étant le méme.

Cela étant, considérons le point U’ dont les coordonnées
sont u, p’ et celles du point U, et le point V’, dont les coordonnées
sont A, A" et celles du point V. Les points U’ et V' satisfont aux
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relations (1) et sont par suite consécutifs dans une suite de La-
place, I" que nous écrirons

LU, LU UYLV, LV %)

Les coordonnées du point U, sont w,, w, et les coordonnées

de U,; celles de V', sont x,, A, et les coordonnées de V,.
Fixons l'attention sur les plans déterminés par trois points

consécutifs de la suite I/, par exemple surleplan U’, , U, U’ ..

Les coordonnées d'un point de ce plan sont de la forme

Nyt Bons1 T M o+ Mot By M1 B gr + M ' F Mg 8
Y]n+1 Un+1 + Nn Un + y)n-—l Un—l .

Ce plan rencontre l'espace S; en un point A, donné par

Un +1 Un Un—l
An - Hp i1 My Pn—1

’

14 4
SRS | Yo B |

Nous désignerons par B, I'intersection du plan V', , V', V',
avec S, et nous aurons

Vn+1 Vn Vn——l
Bn = )\n +1 )\n )‘n—l
7\In-l-l )\/n ')\,n—]
En particulier, nous aurons
U, U \Y Vv, v U
A= u o A ) B=| % A ) ®
1 I A Ay A @

3. Les points A

"

B, appartiennent a une suite de Laplace

. A, ..,A,A BB, ....B, ...,

"

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des #, que nous avons introduite différemment dans nos travaux
antérieurs.

On sait que les points J, J' appartiennent a des suites de
Laplace

LR Jw L] J]: J: J-—ll MR J—w R (J)
o T T I T s T "
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inscrites dans la suite I,. On a, par exemple,
jn = Pp—1 Un T Mn Un—l ’ J—n =N Vn — X, Vn—~1 ’
J,n: p‘,n—l Un _—_ ‘Lrn Un—-—l ’ J’—n: )\/n—l Vn - )\/n Vn—l .

Le point A, est 'intersection des droites J, J, . et J', J', 1
le point B, celles des droites J_, J_, . J' ., J .1

4. Les relations entre les points A,, B, se calculent aisément.

On a
[AT — A (log @)} [ p A | — Afwdy |+ |pyp [B=0,
B —B (log )] |Ap | — B |Ap [+ [ 2 |A=0,

olt nous écrivons | A, ... au lieu de
g A
(J,, 7\/ > .,

On obtient de méme

[A?’LI — An(log b® h31 e hi——l h’?g hn+1)01] [ Bn g1 {J‘n! "—_An [ Mg B

= [ Py Pen—1 IAn+l ’

Avlzo ! o B |“‘“ ka1 A, | B Pn—g i = | Bpg1 Bn lAn-—l By

[BY —B, (loga® & ... &5y K2Ry )V [ iy M| — By [ Mo X
= i My Ay [Bn+1 ;

B | A Ay ] —k, 1B, | Ay )\n—2] = | Xg1 M 'Bn——l By g

5. Dans nos travaux antérieurs, nous avons considéré, dans
I'espace S, contenant la surface (x), la quadrique A, engendrée
par les droites représentées sur Q par les points appartenant au
plan A, A, .1 A, ., Ce plan est l'intersection de S;avec I'espace
a quatre dimensions U’,_, U, U, ,, U, ., U, ..

Nous avons désigné par A_, la quadrique correspondant de
la méme facon au plan B,B,. B, ,, cest-d-dire a l'espace
V' -.. V', s En particulier, nous avons désigné par Ay A,
les quadriques correspondant aux plans BAA,, ABB,, c’est-a-dire
aux espaces U'V'V',V', V', et V'U'U" U, U,

Les génératrices d'un mode de la quadrique A, sont repré-
sentées par les points de Q appartenant au plan A A, A, .



— 518 —

Les génératrices de l'autre mode sont représentées par la section
de Q par le plan conjugué du précédent par rapport a Q. On peut
construire ce plan de la maniére suivante :

6. Soit (;c) la seconde nappe focale de la congruence (j);
les lignes u, v sont également les asymptotiques de cette surface
et on peut considérer sur Q les points

U=|x 20|, V=]|xa0t]

representant les tangen‘us aux asymptothues au point % On a

J= AU — p,V et &, V d'une part, p, U d'autre part, satisfont
a des équations analogues aux équations (1). Cela étant, on peut

considérer, dans S, le point U’ dont les coordonnées sont celles
de U, w et 0, ainsi que le point V' dont les coordonnées sont celles
de V, xet 0. Les points U’, V' sont transformées de Laplace I'un

de l'autre et appartiennent a une suite de Laplace

LT T TV VL i)

n

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des u. Cette suite appartient a I'espace Sy d’équation X', = 0.

I'espace U’, ;... U’n+3 contient les points J, ..., J, s
et par suite leplan A, A, A L,

Si 'on désigne par (—9;) la seconde nappe focale de la con-
gruence (j'), on peut, en procédant de la méme maniére, construire
dans Pespace S, d’équation X, = 0, une suite de Laplace

pasanc3 pm g s R o’

s
’ ’ ’ ’ ’
LU L UL ULV

’
PRI

<l

I.)

——

L’espace U’, ,, ..., U’ ,, contient le plan A A, A .,

Nous avons établi que la suite I, et les suites analogues de

S; relatives aux surfaces z;c), (x) sont autopolaires par rapport
a Q. Désignons par Q’ le cone quadratique projetant Q de la droite
0,07, le point O, étant celui dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf X, et O',, le point dont toutes les coordonnées sont

nulles sauf X’,. Les projections des suites de Laplace (L), (L,

(L") sont autopolaires par rapport 4 Q.
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L’hyperplan de S, projetant de 0,0, I'espace U’,_;...U’, 4
a pour conjugué par rapport a Q' le plan O,0’,V, ;. Les hyper-
plans de S, projetant de 040’y les espaces U’,_, ... _[T'Hs,
U, .0

Q' les plans 0,0V’ v OOO'(ﬁ’n +1- 11 en résulte que les espaces

, ‘ . . , \
we1---U', 43 ont respecmvemint pour conjugués par rapport a

040"AA, LA, et 00 WV, V'V = sont conjugués par

rapport a Q', donc, dans S;, les plans A A, A etV V. 1_Vj» 1
sont conjugués par rapport a Q.

7. Les génératrices rectilignes des deux modes de la qua-
drique A, sont donc représentées par les points de Q situés dans

les plans AnAn+1An+2 et Vn+lvn+lvn+1'
De méme, les deux systémes de génératrices rectilignes de

la quadrique A_, sont représentés par les sections de Q par les

7

plans BB, ;B ., et U, U, U, , conjugués par rapport a

cette hyperquadrique.
En particulier, les sections de Q par les plans BAA, et VVV
représentent les deux systémes de génératrices rectilignes de la

quadrique A’j et les sections de Q par les plans ABB,, UUU re-
présentent les deux systémes de génératrices rectilignes de la
quadrique A’_,,.

On sait que dans la suite de quadriques

o Dy A A N Ay Ay Ay, L, A

" e
une quadrique touche en quatre points la précédente et la sui-
vante, les huit points ainsi définis étant caractéristiques pour la

quadrique,

Liége, le & septembre 1956.



