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Sur la structure des points unis
des involutions cycliques appartenant a une surface algébrique.
Etude d’un exemple,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Nous nous proposons, dans cette note, d'appliquer les
méthodes que nous avons fait connaitre récemment (*) pour
I'étude des points unis des involutions cycliques appartenant a
une surface algébrique, a un cas particulier, de maniere a pou-
voir pousser I'étude jusqu’au bout. Cette application nous parait
de nature a éclairer les méthodes en question.

1. Soit F une surface algébrique contenant une involution 119,
d’ordre 19, ne présentant qu’'un nombre fini de points unis.
Nous prendrons comme modéle projectif de la surface F une
surface d'ordre 19n, appartenant & un espace linéaire Sr a
r dimensions, sur laquelle I'involution est déterminée par une
homographie H cyclique de période 19. Nous désignerons par

tl) Recherches sur les points unis isolés des involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique (Bull. Acad. roy. de Belgique,
1948, pp. 206-228, 299-311); Sur la structure des points unis isolés des
Involutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Bull, de la
Soc. roy. des Sc. de Liege, 1948, pp. 116-127).
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SW, SW, S<18) les axes ponctuels de I’'homographie H et
nous supposerons que seul, le premier rencontre la surface F.

Le systeme des sections hyperplanes de la surface F sera
désigné par |C|. Il existe dans ce systeme 19 systémes linéaires
partiels |C,,|, |C,], |C18 appartenant a I'involution 1, le
systeme |C( étant découpé par les hyperplans passant par les
espaces SW, S*1), St'-1', S<'+1>, St18'. Le systéme ]C,)|
est dépourvu de points-base. En rapportant projectivement les
courbes C0 aux hvpreplans d’un espace linéaire ayant le méme
nombre de dimensions que SW ou |G,|, on obtient une sur-
face <, normale, d’ordre n, image de I'involution 119, Nous
désignerons par ro les sections hyperplanes de 4 et par t leur
genre. Le genre des courbes C est alors égal a 19 — 18

Ces hypothéses, comme nous I’avons montré dans nos travaux
antérieurs, n'ont rien de restrictif .

Soit A un point uni de Iinvolution 119, appartenant par
consequent & I'espace S(0>. Nous supposerons que le plan tan-
gent & F en A, qui est uni pour I’'homographie H, s’appuie en
un point sur I'axe SW et en un point sur I'axe SW. Dans ces
conditions, les courbes Cx ont un point simple en A et sont
tangentes en ce point a la droite as passant par A et par le
point de rencontre de SW et du plan tangent & F en A. De
méme, les courbes C8 passent simplement par A en y touchant
la droite tangente & F en A, s’appuyant sur SW.

2. Aux axes ponctuels de I’nomographie H, ou encore a cha-
cun des systémes |CO|, |C,|, ..., |C,,|, nous avons attaché une
racine de l'unité. Si ¢ est une racine primitive d’ordre 19 de
I'unité, ces racines sont respectivement 1, e, ez, ..., els

Désignons par C0' les courbes CI passant par A, par C(" les
courbes C0' assujetties a toucher en A une droite distincte de
flj, «8, et ainsi de suite. Nous parviendrons finalement a un
systeme de courbes ayant en A un point multiple d’ordre 19 a
tangentes variables. Les courbes COi C0" ... dont la multiplicité
en A est inférieure a 19, ont leurs tangentes confondues avec
a, et «8

Comme nous I'avons montré, les courbes C0i C0/ ... ont le

(2) Voir, par exemple, notre exposé sur: Les involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique (Actualités scient., n°® 270, Paris,
Hermann, 1935).
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méme comportement en A que les courbes XCj-fixCs, ou X, ja
sont des entiers positifs ou nuis satisfaisant aux conditions

X+ja<19, X4-8a=0, (mod.19).

Ces courbes ont la multiplicité X+a en A, X tangentes étant
confondues avec «§ et g avec axl nous les représenterons par le
symbole <X [a). 1l est alors facile de déterminer le comportement
en A des courbes Cli C0? on obtient précisément

c;:(3,2),c;: (L 7),C": (6, 4),C>: (11,1), 07" : (4, 9),
Cg*: (9, 6). CD: (2,14), Cg": (14,3), T : (7,11).

Les courbes CO<10) auront en A un point multiple d’ordre 19,
a tangentes variables.

Les courbes Cu C8 doivent rencontrer les courbes C,i C/' ...
en 19 points confondus en A. Les points fixes infiniment voi-
sins de A communs & ces courbes sont évidemment unis pour
I'involution lin.

3. Commencons par nous occuper des courbes CO0i qui ont
un point quintuple en A, deux tangentes étant confondues avec
et trois avec aa.

Les courbes CO( et les courbes C8 doivent avoir en commun
sept points infiniment voisins successifs de A, doubles pour les
courbes C,. Nous désignerons ces points par Alt A2, .., AT
Ces points sont unis pour I'involution et le dernier seul est uni
parfait.

Les courbes C0" et les courbes C7 ont en commun un certain
nombre de points B,, B2, ... infiniment voisins successifs de A.
La somme des multiplicités de ces points pour les courbes C{'
doit étre égale a 19— 5=14. Les x premiers de ces points,
B., B2 ..., Bx, sont triples pour les courbes COI le suivant, B*+],
est double et les 13 — x points successifs BIt2, ... sont simples.
Au point BI+1, qui est nécessairement uni non parfait pour 119
est infiniment voisin un point Bi simple pour les courbes COf
uni parfait.

Le point A absorbe 3 x 19 + 13 + 6x intersections de deux cour-
bes C0" et ce nombre doit étre multiple de 19. Il est facile de
voir que I'on a x=I. Les courbes C,’ et CT ont donc en commun
un point B,, triple pour les courbes COl un point B2, double
pour les courbes C,' une suite de neuf points B3 B4, ... Bllt
simples pour les courbes C,'. De plus, les courbes C0" ont en
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commun un point simple, que nous désignerons par B21, infini-
ment voisin de B,. Les points B” et B2 sont unis parfaits pour
I’involution.

Soient iy les courbes qui correspondent sur ¢ aux courbes
C/; elles sont découpées sur cette surface par les hyperplans
passant par le point de diramation Al homologue de A. En
projetant ¢ de A0 sur un hyperpla'n de I'espace ambiant,, on
obtient une surface <b, dont les sections hyperplanes To' corres-
pondent projectivement aux courbes C/. Il en résulte que la
surface «iq est d’ordre n—4.

Au domaine du point Al correspond sur <ij une conique a2,
au domaine du point B7l une droite p, et au domaine du
point B2l une droite p/. Le point Al est quadruple pour 4q le
cbne tangent en ce point étant formé du cone du second ordre
et des deux plans projetant de A0 la conique a2 et les droites
Pi, P/-

Une courbe r'0 doit étre de genre n—3. La courbe C0' homo-
logue est de genre 19 iz—39. Entre ces courbes, nous avons une
correspondance <1, 19> présentant quatre points de diramation
sur iy. La formule de Zeuthen. appliquée a cette correspon-
dance, conduit a une identité.4

4. Les courbes C0" ont en A la multiplicité 8, sept tangentes
coincidant avec al et une avec as. Ces courbes passent nécessai-
rement une fois pas chacun des points B,, B2 ..., Btl

Appelons r0" les courbes qui correspondent sur <6 aux cour-
bes C0"; elles sont découpées sur cette surface par les hyper-
plans passant par un point A0". Si le point A/ n’appartenait
pas a la conique a2, les courbes r0" rencontreraient celle-ci en
deux points et les courbes C0" auraient un point double en AT.
Mais alors, elles passeraient au moins deux fois par A, A2
..., Ab et seraient rencontrées en plus de 19 points confondus
en A par les courbes C8 Donc le point A, appartient a la
courbe a? et les courbes C0" passent une fois par AT et une fois
au moins par An A2 ..., A,

La somme des multiplicités des points A, A2 .., A pour
les courbes C0" est au plus égal a 19—8=11, donc le point Al
est au plus quintuple pour ces courbes. Le point Al est uni non
parfait pour 119 et contient donc, dans son domaine du premier
ordre, deux points unis parfaits : I'un est le point A2 nous
désignerons l'autre par Au. Si le point Al est quintuple pour



— 131

les courbes C0", comme il y a sept tangentes a ces courbes
cononfdues avec at, le point Au est double pour ces courbes.
De plus, comme Al est simple pour les courbes C0" et ne peut
avoir un point infiniment voisin distinct de A} commun a ces
courbes, il existe un point AUl, double pour les courbes C0",
infiniment voisin de An, ou deux points simples pour ces cour-
bes, infiniment voisins successifs de An. En exprimant que le
nombre de points d’intersection de deux courbes C0" absorbés
en A est multiple de 19, on écarte la seconde hypotheése.

Si le point A, était quadruple pour les courbes C," le point
A2 serait double et ces courbes auraient en commun soit un
point double suivi de deux points simples, soit quatre points
simples infiniment voisins successifs de An et un point simple
infiniment voisin de A2 Mais dans aucun de ces cas, le nombre
des intersections de deux courbes C0" absorbées en A ne serait
multiple de 19. Il en serait de méme si les courbes C0" avaient
un point triple en A, et un point triple en A2 ou si elles avaient
un point triple en A! suivi de deux points doubles en A2, A3
ou enfin si elles avaient des points doubles en A,, A2 A3 A..
Dailleurs, puisque la multiplicité de A, est inférieure a sept,
celle de Al doit étre inférieure a celle de Au car les courbes C0"
passent nécessairement par Al2

On en conclut que les courbes C," passent cinq fois par Alt
une fois par A2, A, ..., AT, deux fois par Au et deux fois par
A,,,. De plus, ce dernier point est uni parfait pour I'involution.

Deux courbes C0" ont 6x 19 points d’intersection absorbés
en A. Ces courbes sont de genre 19 n—58. Les courbes ro" sont
de genre <—4 et par la formule de Zeuthen on vérifie gu’il
n'y a pas contradiction.

En projetant $! de A0 sur un hyperplan de I’espace ambiant,
on obtient une surface 2, d'ordre n—=6, dont les sections hyper-
planes ro" correspondent projectivement aux courbes C0".

Aux domaines des points A,, Bu correspondent sur <2 des
droites projections I'une de la conique a2, I'autre de la droite j3t;
nous désignerons ces droites par les mémes symboles que les
courbes dont elles sont les projections. Au domaine du point
Ani correspond une conique a/. Le point A0 est double pour
la surface <>, le cone tangent étant celui qui projette a2'.

Les courbes 1/' ne rencontrant pas la droite (1" celle-ci est
projetée en un point de $2 et passe donc par A/.
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5. Les courbes C(™ passent dix fois par A et y ont quatre
tangentes confondues avec et six avec «s.

La somme des multiplicités des points B,, B2, ... pour les
courbes C," doit étre égale a 9, par conséquent ces courbes ne
peuvent passer par le point Bu, Si l'on désigne par T les
courbes qu icorrespondent sur  aux courbes C("™, ces courbes
iy" sont découpées sur la surface par les hyperplans passant
par un point A " de la droite fl,.

Supposons que la conique a/ ne passe pas par le point Al .
Alors, le point A,,, est double pour les courbes C(0™; le point A,,
est au moins double et le point A, au moins quadruple. Mais
les courbes C," ayant quatre tangentes confondues avec a,, le
point A, est exactement quadruple et le point A,, double pour
les courbes C,™. Mais alors, ces courbes ne peuvent passer
par A2 et les courbes C§ coupent les courbes C0™ en 14 points
confondus en A, ce qui est impossible. Donc la courbe &
passe par Al".

Il en résulte que le point Am est simple pour les courbes C,,".
Le point A, étant au plus quadruple pour ces courbes, le point
A, est au plus double et les courbes passent simplement par A2
Mais alors elles passent simplement par A3, A4, ..., Al et par
conséquent ont un point triple en A,, le point A,, étant simple.
Sur la surface ®2, la droite a, ne passe pas par A2".

Supposons que les courbes G0 passent x, 6 fois par B,
x? fois par B,, x3 fois par B3, ... On a

X, + X2+ X3H—=9

Si les courbes C,™ ne passent pas par B2l on a x2=Xx, et le
nombre d’intersections d’une courbe C0' et d’'une courbe C0
absorbées en A est 4 x 19+32:,+ 1. Ce nombre doit étre multiple
de 19 et I'on a x, =6. Mais alors, comme x2=X,, on a X, +x2=12,
ce qui est incompatible avec I'égalité précédente. Il faut donc
que les courbes C0™ passent par B2l. On a alors x2<x, et la
multiplicité de B2, est xI —x2—x3. Le nombre des points
d’intersection des courbes C,i C(0™ absorbés en A est alors
4x19+3x,—x3+1. Le nombre 3x,—x3+1 doit étre multiple
de 19, ce qui n'est possible que si x,=6, x3=0. On a alors x2=3
et les courbes C,,” ont un point sextuple en B,, des points triples
en B2 et B2l

Le nombre d’intersection absorbées en A pour des courbes
C," est égal a 9x19.
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Une courbe C0" est de genre 19 u—87. La courbe r(™ corres-
pondante posséde cing points de diramation et, par la formule
de Zeuthen, elle est de genre n—6.

Si I'on projette <2 de A" sur un hyperplan, on obtient une
surface <3, d'ordre n—9, dont les sections hyperplanes sont
les courbes iy". Le point A0" est donc triple pour la surface ®2
Le cone tangent a cette surface en ce point est le cbne projetant
la courbe B/ qui, sur &3, est une cubique gauche.

Il convient d'observer de plus prés le passage de « a < et
celui de ¢2 a »3. Sur <$, nous avons une conique x2 et deux
droites p/. La droite p,’ coupe la conique *2 en un point A’
qui est double conique pour la surface. On passe de «f a <
par projection a partir de Alj ce qui donne naissance a la
conique a/. La conique a2 donne une droite; la droite pj donne
une droite; par contre la droite p/ donne un point isolé A("
que l'on voit ensuite étre triple pour la surface $2. Observons
gue la droite p, passant par A0" sur la surface <lg, les droites
Pu P/ se rencontrent. Sur la surface $3, il correspond un point
a la droite pit point qui se trouve sur la cubique p/.

6. Les courbes C0¢ ont un point multiple d’ordre 12 en A,
une tangente confondue avec at et 11 tangentes confondues
ffs. On en conclut immédiatement que les courbes considérées
passent simplement par les points A,, A2, ..., Al

Les courbes rO{# qui correspondent sur ¢ aux courbes CO(»
sont découpées par les hyperplans passant par un point A0™.
Ce point n’appartient pas a la droite x2, mais puisque les
courbes CO4 ne passent pas par le point AlU, le point A0™
appartient a la droite a/.

Supposons que le point A/" n’appartienne pas a la cubique
P/. Alors, le point B2l est triple pour les courbes CO0(4), le
point B2 est au moins triple et le point Bx au moins sextuple.
Mais cela est impossible, car les courbes Ci rencontreraient les
courbes CO(# en plus de 19 points confondus en A. Le point A0™
appartient donc a la cubique p/ et le point B2l est double pour
les courbes CO(4). Dans ces conditions, le point B2 est au moins
double et le point B, au moins quintuple. Comme la somme
des multiplicités de B,, B2 est au plus égale a sept, Bx est exac-
tement quintuple et B2 exactement double pour les courbes
considerées. Celles-ci ont en outre en commun six points By,
BJ2, .., B, infiniment voisins successifs, simples pour les
courbes, dont le dernier est uni parfait pour 119,
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En projetant la surface 3 de A0™ sur un hyperplan, on
obtient une surface <», dont les courbes r0& sont les sections
hyperplanes. Le point A absorbe 10 x 19 points d’intersection des
courbes CO0(4), donc <, est d’ordre n—10 et A0™ est un point
simple de #3,

Sur la surface <4, au domaine du point Bl correspond une
droite (3/. A la cubique p/ correspond une conique, a la droite
al correspond une droite, a la droite *2' correspond un point.
Enfin, a p! correspond un point de la conique p/.

Les courbes ro« sont de genre *—6 et la formule de Zeuthen
en donne la vérification.

7. Les courbes CO(5) ont en A la multiplicité 13, 9 tangentes
étant confondues avec «, et 4 avec «8. Ces courbes ne peuvent
passer par les points Al et Bu. A ces courbes correspondent sur
la surface < des courbes 1V découpées par les hyperplans
passant par un point A4 qui appartient donc a la droite a2

Supposons que le point A)% n’appartienne pas a la droite p/'.
Alors, les courbes C,<5 passent simplement par le point B,,, et
par suite par les points B15, Bl4, ..., B'n. Mais cela est impos-
sible, car les courbes C,<» n’ont que quatre tangentes confon-
dues avec aa Donc le point A, (4 appartient a la droite p,".

Les courbes C/5 passent au moins une fois par le point B2
et par conséquent au moins une fois par B2 Si elles passent
une fois par B2 elles ne peuvent passer par B3 et devraient
passer cing fois par B,, qui est au plus quadruple. Elles passent
donc au moins deux fois par B,. Supposons qu’elles passent
deux fois par B2 et une fois par B2l Elles devraient alors
passer une fois par B} et trois fois par B,, ce qui est absurde,
puisque B3 serait uni parfait. Il en résulte qu’elles doivent
passer quatre fois par B,. Mais alors, passant quatre fois par B!
et deux fois par B2 elles doivent passer deux fois par B2L Il
en résulte que le point A0® n’appartient pas a la conique p/.

Les courbes CO(5) passent au plus 6 fois par Al et comme il
y a 9 tangentes en A confondues avec ces courbes passent
certainement par Au. Si ces courbes passent par AUL, le point
AO0& coincide avec la projection de la droite a2 de 3 sur ¢4
le domaine de ce point est donc équivalent a cette droite et il
ne peut exister un point uni parfait dans le voisinage de Al
appartenant aux courbes CO(5L 1l en résulte que celles-ci passent
six fois par A4, trois fois par Atl et trois fois par AlU.
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Nous devons donc examiner les cas ou les courbes CO®» ne
passent pas par Am,

Supposons en premier lieu que les courbes CO0% passent six
fois par A,. Alors, elles passent au plus trois fois par An et
passent certainement par AUI, contrairement a I’hypothése.

Supposons que les courbes C,<5 passent cing fois par A2
elles passent alors une fois par A2 et comme ce point ne peut
éti e uni parfait, elles passent par un point au moins infiniment
voisin de A2 distinct de A3 Les circonstances suivantes peu-
vent se présenter :

Les courbes ont en commun un point A'2], simple, infiniment
voisin de A2 elles passent trois fois par A,,, une fois par un
point infiniment voisin A' de A2, distinct de AUL et une fois
par deux points infiniment voisins successifs de A'.

Les courbes ont en commun deux points simples infiniment
voisins successifs de A,,passent deux fois par A,, et soit deux
fois par un point infiniment voisin, soit une fois par un point
infiniment voisin et une fois par deux points infiniment voi-
sins, dans des directions différentes, de ce dernier.

Les courbes passent simplement par trois points infiniment
voisins successifs de A2, une fois par A2 et par deux points
infiniment voisins successifs de Au.

Le nombre de points d’intersection de deux courbes CO®
absorbés en A n’est pas multiple de 19, sauf dans un cas, ou
d est 12x19. Mais ce cas ne peut convenir, car le point A<4)
est alors équivalent a trois droites; il est triple pour <lg et le
nombre des intersections absorbées devrait étre 13 x 19.

Les courbes CO(» doivent passer au moins quatre fois par Alt
car le point A2 ne peut étre uni parfait. Si elles passent quatre
fois par A,, elles passent deux fois par A,, une fois par un
point infiniment voisin, une fois par A, et une fois par quatre
points infiniment voisins successifs. Le nombre des intersec-
tions absorbées en A n’est pas dans ce cas multiple de 19.

De tout ceci, résulte que A0 représente, sur 44, la courbe a/.
Projetons &4 de A,<® sur un hyperplan; nous obtenons une
surface »5 dont les section hyperplanes sont les courbes rodb).
Cette surface est d ordre n—13 et le point A04) est triple pour
la surface ®4.

Sur la surface $5 nous avons une cubique gauche a2j une
conique p/. La droite a2 est représentée par un point commun
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aal p,; p, et p" sont représentées par des points appartenant
le premier a p3i le second a x2'.

Les courbes 1Y% sont de genre «—8.

8 Les courbes C® ont un point multiple d'ordre 15 en A,
six tangentes coincident avec al et neuf avec «s. Soient rof |
les courbes qui leur correspondent sur <3; elles sont découpées
par les hyperplans passant par un point AQOSGL

Les courbes ro» rencontrent la courbe p/ en un point au
moins et par conséquent les courbes CO0(6) passent au moins une
fois par le point B2l 1l en résulte qu’elles passent au moins
une fois par B, et au moins deux fois par B,. Elles ne peuvent
passer par B3, donc elles passent trois fois par B,, une fois par
B, et par B2l De plus, elles passent simplement par les points
B'n, B, B16. Le point A% coincide donc avec la projection
de la droite B/* de < sur <>, et appartient a la conique p/.

Les courbes r0(® rencontrent la cubique a?' en deux points
au moins, donc les courbes (V6 passent au moins deux fois
par AlU, donc au moins deux fois par Au et au moins quatre
fois par Al Comme les courbes C, ne peuvent rencontrer les
courbes C0® qu’en 19 points confondus en A, ces dernieres
courbes passent exactement quatre fois par A, et deux fois par
chacun des points Allt A,,,. Le point AX6' appartient a la
courbe a?'.

En projetant 30 du point A0% sur un hyperplan, on obtient
une surface X dont les sections hyperplanes sont les courbes
r0>. Cette surface est d’ordre n—14, donc A0 est simple
pour la surface $5. Les courbes ro(* sont de genre r. 8.

La surface 46 contient une droite (exceptionnelle) p/,' une
droite p/ rencontrant p,,' une conique a2' rencontrant px . Un
point de p/ représente pi et un point'par lequel passent a2 et
p/ représente a2 Ce dernier point est certainement multiple.

9. Les courbes C,(P ont la multiplicité 16 en A, 14 tangentes
confondues avec «j et deux avec a,. En reprenant le raisonne-
ment précédent, on voit sans difficulté que ces courbes passent
trois fois par Al, deux fois par Au, une fois par Altl et une
fois par neuf points A12, Al3 ..., Al(, infiniment voisins suc-
cessifs de A,,. Elles passent en outre deux fois par Bt et une
fois par chacun des points B2, Bai.
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Les courbes ro<h qui correspondent aux courbes CO<7) sur la
surface 4¢ sont découpées par les hyperplans passant par le
point A% commun a p," et a La surface $7, obtenue en
projetant de A0 sur un hyperplan, est d’ordre Nn— 15
et ses sections hyperplanes F0<7) sont de genre w—28. Au domaine
du point Al10 correspond sur la surface 47 une droite a/'. Sur
cette surface sont en outre tracées une droite p/ et une droite
2. A la droite p," correspond un point situé sur la droite

10. Les courbes CO® ont un point multiple d'ordre 17 en A,
t*ois tangentes coincident avec «, et 14 avec «8 Ces courbes ont
un point double en A, et des points simples en Au, Ani. Elles
ont en outre des points doubles en B, B, B B

On obtient la surface $8 dont les sections hyperplanes rog) cor-
respondent aux courbes CO® en projetant <> d’un point A7)
commun aux droites a," et p/. La surface  est d'ordre n — 17
et ses sections hyperplanes sont de genre n—9. Sur cette sur-
face se trouvent tracées une droite a,' et une conique p,".

11. Les courbes C0% ont la multiplicité 18 en A, 11 tangentes
coincident avec ar et 7 avec as. Ces courbes passent simplement
par les points A, Al) Ano et par les points Bi, B’
Bi,....... B16.

Les courbes iy9 qui correspondent sur la surface & aux
courbes C0 sont découpées par les hyperplans passant par le
point A0g), commun a et p,? qui représente d’ailleurs a/.

Sur la surface <b, projection de &8 a partir de A0), se trou-
cent tracées des droites a," et p/,' se coupant en un point A0,
" La surface ¢ est d’ordre n—18 et ses sections hyperplanes
V) ont le genre - 9. Le point A,/8 est simple pour la sur-
face 8

Ln projetant ® du point A9 sur un hyperplan, on obtient
une surface ®J0, dont les sections hyperplanes correspondent
aux courbes Co*19), ayant un point multiple d'ordre 19 a tan-
gentes variables en A. Cette surface $0 est d’ordre n—19 et ses

sections hyperplanes ont le genre w—9. Le point A% est donc
simple pour la surface 9.

Liege, le 24 mars 1948.
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