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Sur I'existence de certaines surfaces doubles,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans cette note, nous construisons une surface F d’ordre
3il—6, ayant un point O multiple d’'ordre 3n—9, en par-
tant d’une surface ¢ d'ordre n ayant en O la multiplicité n — 4.
Si nous menons par O une droite p, elle coupe F en trois points
et & en quatre points; il existe une involution du second ordre
comprenant comme couples deux couples extraits des quatre
points situés sur ¢ et un couple formé du point O et d’'un des
points situés sur F. Nous transformons birationnellement la
surface F en une surface hyperspatiale FO; celle-ci posséde une
section hyperplane le long de laquelle elle est touchée par un
h.yperplan; sur cette section, elle possede 12(n — 3)? points
doubles coniques. Nous démontrons que la surface Fi ne peut
étre I'image d’une involution du second ordre et avoir pour
points de diramation les 12(n — 3)2 points doubles coniques que
si n=4. Dans ce cas, l'involution existe, comme nous l'avons
établi antérieurement (°).

1. Considérons une surface ¢ d'ordre n, ayant en un point O
la multiplicité n — 4. Une droite p passant par O coupe encore
> en quatre points qui peuvent étre répartis, de trois maniéres
différentes, en deux couples de points. Considérons une de ces
répartitions. Les deux couples de points déterminent sur p une
involution du second ordre; soit P le conjugué de O dans cette
involution. A chaque répartition des quatre points en deux
couples, correspond un point P et nous avons donc, sur la
droite p, trois positions du point P. Lorsque la droite p varie
dans la gerbe de sommet O, le point P décrit une surface F,
rencontrée, en dehors de O, en trois points par une droite pas-
sant par O.

Soit
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(") Recherches sur la construction de surfaces algébriques irrégulieres
(Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1945, pp. 17-32). La surface F, dans
le cas ou n=4 et ou $ est une surface de Kummer, avait déja été
considérée par G. Humbert (Journal de Lionville, 1896).
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I'équation de la surface ®, les ? étant des formes algébriques

en xlt x2, x3 dont le degré est indiqué par I'indice.
L’équation de la surface F s'écrit

Y Ry —2 @ - 0 "

En développant, on obtient

Uj [4 <fn—3 *pe—2 8 '"N1-a tpn-i ®«- 3]
H- J4[4%Tfa  ~'fit-fu-3—1 tdtp(Cpn  Cii-3")i]
+  a<fKea<pi2»,,-i — 8<Pe-apM-3?n — pji-i fn-3

+ ®,_tpYi— <)L, = 0.

La surface F est donc d’ordre 3 n—6 et posséde la multi-
plicité 37— 9 au point O.

2. L’équation de la surface F, mise sous la forme (1), montre
gu’'elle possede une courbe double D, d'ordre (n— 1) (n— 3),
d’équations

3P SN»
dxd 3x\
ou encore
%74 'fu—4 “H °U4 'fn—3  ~U* pu—2 d- pu—i — 9

4.04 ®@<t-4 + Pz = °-

La premiére de ces équations peut s'écrire, en tenant compte
de la seconde,

-, 3 2j4p,2-Fp,~L—0

On en conclut que la courbe D a la multiplicité (n—3) (n-v-4)
au point O.

Le cbne projetant la courbe D du point O a pour équation
ty-M-f = 4 <Pe-d <Pe-3 <Pnt — 8 -4 tp,, , — 'n-3= 0.
C’est précisément le céne tangent a la surface F au point O.

Ce cbne possede (n — 3) (n — 4) droites doubles de rebrousse-
ment, d’équations

<Pn-d =9, pu-3=09.
Le long d’'une de ces droites, le céne touche ¢p, 4=0.

Ces (n —3) (n — 4) droites appartiennent a la surface F et le
long d’une de ces droites, cette surface touche le cone ¢n_3=0.
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Le cbne |3, 9=0 est formé de droites rencontrant en un seul
point en dehors de O la courbe D; par conséquent, celle-ci est
de genre

-(n—=3)(n—4) + 1L

3. Pour étudier la surface F, nous la transformerons en une
surface F' de maniére & faire correspondre a la courbe double 1)
une courbe plane D'. Dans ce but, nous effectuerons la trans-
formation de Jonquiéres :

2Xi = 4X{tp/-4,
px2 — 4x2'fn-t,
px3 = 4x3 tpo- j-
PX4 ~ 4 Xdgpn_4  "pn-3)
on fn-1, <fn3 représentent les polynémes 9, ,, <3 ou l'on a
remplacé xn x.2, x3 par x\, x'2, X'3. Au monoide 4xi<f,_i +9, 3=0
correspond le plan ;r4=0.
La surface F' a pour équation (nous écrivons x au lieu de x\
aucune confusion n’étant possible)
"Lad tpu_4 -F- 42X4 Qu—4 tyui—12 d- 4>t tpn-4 < @ “b 4'3*-) = d,
ou ihn_iz! 'ran-e sont des formes algébriques en x4, x2, x3 dont
le degré est indiqué par l'indice.
La surface F' est d'ordre 6n — 18. Ses éléments multiples
sont .

1° Le point O, multiple d'ordre 6 n — 21. Dans le domaine
du premier ordre du point O, la surface posséde une courbe
simple infiniment petite d’ordre 3 n—29, située sur le cone
4-3»-9=0> une courbe triple infiniment petite, d’ordre n — 4,
située sur le cone 9, 4=0.

2° Une courbe double D( d'ordre 3 n—9, d’'équations
Xi-=0, {Ph-9=d.

Le cOne projetant cette courbe du point O touche F' en ce
point.

3° (1 — 3 (n—4) droites doubles
(=0, 3—0,

qui sont doubles également pour le cone ™u-9=0. Ces droites
forment I’intersection compléte des cones

Yn—4 — 0, ty$n—9 — 1).
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4. Les adjointes d'ordre 6 n — 22 a la surface F' doivent pas-
ser 6 n — 23 fois par 0, deux fois par la courbe d’ordre n — 4,
infiniment voisine de ce point, enfin une fois par la courbe D'

Une droite du cone ¢, 4=0 coupe une de ces adjointes en
6 N— 21 points confondus en O; donc le cbne en question est
une composante fixe du systeme des adjointes. La partie
variable de celles-ci est une surface dordre b n — 18, passant
5n — 19 fois par O, une fois par la courbe d’ordre n+— 4 infi-
niment voisin de O et une fois par la courbe D'

Il en résulte que la partie variable des adjointes a pour
équation

"fn—4 fa(e15 "9 —d,

ou les I sont des formes algébriques, a coefficients variables,
dont le degré est indiqué par I'indice.

Le genre géométrique des surfaces F, F' est donc
pg™(2n —7) (512 —-17).

5. Nous allons transformer la surface F' en une surface hyper-
spatiale F0. Considérons a cet effet les surfaces d’ordre 3n—9
passant simplement par la courbe D' et ayant la multiplicité
3ii—10 en O. Nous supposerons de plus que ces surfaces tou-
chent en O le cone =0. Ces surfaces ont donc pour équation

Xhqyl_4iin-6 + "<1-9 = °-

Rapportons-les projectivement aux hyperplans d’un espace
linéaire S a (n—2 (2n—15) dimensions en posant

pX(w = 4x4<n_ixIx$att, (<-F k +1=2n—3§),
pXi= ¢

L’élimination des x entre les équations précédentes, sauf la
derniere, donne les équations du céne V3 projetant, du point
X», =0, la surface de Veronese généralisée représentant les
courbes d'ordre 2n—6 du plan. Ce cbne est donc d'ordre
(2n—6)2

Gela étant, observons que le polyndme peut s'écrire
en fonction rationnelle et entiére des XiW; on obtient ainsi un
polynébme du troisiéme ordre que nous désignerons par a3 De
méme, les polynémes <tn 12, Fm-e dui figurent dans I’équation
de F' donnent des polynémes du second et du premier degré
en X(W: nous les désignerons par *a a, respectivement
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Considérons la surface FO0, section du cbéne V3 par I’hyper-
surface

X2+ ) Xal - a3 = 0.

Moyennant les formules (3), il correspond a F,, précisément
la surface F'. La surface F0 est donc une transformée biration-
nelle de la surface F'. Cette surface F0 est d'ordre 12 (rt—3)2

Puisque *3 provient de 73,,-9 I'hyperplan X0=0 touche la
surface F0 le long d’une courbe A, d’ordre 6 (n—3)2

6. Les generatrices du cone J3,9=0 ne rencontrent plus la
surface F' en dehors du point O et de la courbe D'. Par suite,
celles de ces génératrices qui rencontrent une section plane
de F' (ne passant pas par O) en dehors de D' et des droites
doubles de la surface appartiennent a celle-ci.

Les droites

(pil4 = 0, 3—0
sont doubles pour le cone lat-0=0 et pour FL Observons que

chacune de ces droites compte pour six dans I'intersection du
cbne et de la surface. On en conclut que la surface F' contient

Bn—18)3n—0)-23n—9) —6(nN—3)(n—4) =12 {n —3*

droites simples du cone 73, 9=0.

Ces droites sont fondamentales pour le systéme de surfaces

AU "2 “F "3f-9 *“ d

et par conséquent il leur correspond, sur la surface F,,
12 (n—3)2 points doubles coniques de cette surface.

On peut dailleurs voir que l'on peut retrouver ces points
doubles coniques de F) par une autre voie.

Le plan tangent a la surface Fu en un point de la courbe A
est I'intersection de I'espace tangent en ce point au céne V3
et de I'hyperplan

a, X,, — 0.

Ce plan tangent est donc indéterminé aux points pour les-
quels on a as=0. Ces points sont doubles coniques pour F0
et sont bien au nombre de 12(n- 3)2, puisque A est une courbe
d'ordre 6 (n—3)2

7. Appelons ¥ la surface de Veronese genéralisée, section du
cone V3 par I'hyperplan Xo"=0. La surface ¥ représente les
courbes d'ordre 2n—6 d'un plan <
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Aux droites du plan a correspondent sur U" des courbes ration-
nelles normales d'ordre 2n—6 et le cbne projetant une de
ces courbes du point XiW=0 de S coupe P, suivant une courbe
C, d'ordre 6 (n—23).

Les génératrices du cdne en question découpent sur une
courbe C0 une série linéaire gl3 possédant 12 (n—3) points
doubles. Il en résulte que les courbes Ga sont de genre fin— 20.

Les courbes C0 forment un réseau de degré trois.

Aux courbes d’ordre n—3 du plan a correspondent sur ip
des courbes d’ordre 2[n—3)2 et les cones projetant ces courbes
du point XM=0 dans S découpent, sur F,, des courbes G d’ordre
fi(h—3)2. On a

G=(Mn—3)C

et par conséquent, les courbes C sont de genre
2(n — 3) (5n—13) +j- L.
Le systeme |C| a la dimension 8n(n—23) et le degi*é¢ 3(n—3)2

8. Supposons que la surface F, c’est-a-dire Fc, puisse repré-
senter une involution du second ordre appartenant a une sur-
face F*, les points de diramation étant les 12 (n—3)2 points
doubles coniques de F0 situés sur la courbe A.

Chacun de ces points doubles est équivalent a une courbe
rationnelle de degré —2. Si nous désignons par A la somme
des courbes ainsi obtenues pour les 12 (n—3)2 points doubles,
nous devons avoir

2C=2A+ A

Les courbes C et la courbe A ont pour homologues, sur la
surface F* supposée existante, des courbes appartenant a un
méme systéme linéaire.

Les transformées des courbes G sont de genre

3(n—3) (bn—18) + 1.

La transformée de la courbe A, qui posséde 12 (n—3)2 points
de diramation, a le genre

(n— 3) (13n — 46) - 1.

Ces nombres doivent étre égaux. lls ne le sont que pour n=4;
donc la surface F* ne peut exister que pour n=4; on sait d’ail-
leurs que dans ce cas, elle existe effectivement.

Liege, le 14 octobre 1947.



