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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur la construction de surfaces non rationnelles
de genres zéro,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I’Académie.

On sait que la surface d’Enriques, du sixiéme ordre, passant
doublement par les arétes d’un tétraédre, de genres pa = pll — 0,
P2 = 1, est I'image d’une involution du second ordre, privée de
points unis, appartenant & une surface de genres un (pa — P4 =
4) (*). Ceci nous a conduit & nous demander s’il n'était pas pos-
sible de construire des surfaces de genres pa==py =10, P2 > 1
comme images d’involutions privées de points unis, apparte-
nant a une surface algébrique. En appliquant cette remarque,
nous avons pu construire une surface de genres pa — Py = 0,
P2 =2, P} =4, comme image d'une involution cyclique du
cinquiéme ordre, appartenant a une surface de genres pa = p,, =
4, pr) =6 (1)

Dans cette note, nous allons reprendre cette question de la
construction des surfaces de genres pa=P, — 0, P2 >1 et
nous construirons une surface de genres pa = pa = 0, P2 = 3.

1. Soit F une surface algébrique réguliére, de genres pa =

(*) Un’ osservazione relativa aile superficie di bigenere uno (Rend. Accad. di
Bologna, 1907-1908). On trouvera, dans notre exposé sur Les surfaces algé-
briques non rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis (Actual,
scient., N° 123, Paris, Hermann, 1934), les renseignements bibliographiques
et les résultats obtenus dans la question.

(2) Sur une surface algébrique de genre zéro et de bigenre deux (Rend. Accad.
N. dei Lincei, 2¢ ser., 1931). Voir aussi Bull, de I’Acad. de Belgique, 1932
et I’exposé cité plus haut.
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pa >3, dont le systteme canonique |C| ne soit pas composé
avec un faisceau et ne possede pas de composante fixe. Supposons
gu’il existe une transformation birationnelle T de F en soi, de
période p, engendrant sur la surface une involution 1,,, d’ordre p,
privée de points unis. Soit O une surface image de I'involution
.. La surface F étant réguliere, il en est de méme de la surface O.

Entre le genre arithmétique pa de F et celui pa de O, nous
avons la relation (x)

Pa+1=P (Pa+1).

Si donc nous supposons p = pa + 1, nous aurons pa =0
et la surface O sera dépourvue de courbes canoniques.

Dans une note antérieure (2), nous avons démontré que dans
ces conditions, le systéme canonique |C| de F contient p —1 =
pa courbes transformées chacune en soi par T. Nous désignerons
ces courbes par CIf C2..., Cv-1 et par F,, Fs_x les courbes
qui leur correspondent sur O.

En désignant par e une racine primitive d'ordre p de l'unité,
nous pouvons attacher, a chacune des courbes Cx, C2,..., Cs-X
respectivement les nombres e, €2, ..., ep_L

Nous distinguerons deux cas, suivant que p est pair ou impair.

2. Supposons en premier lieu p impair et posons p = 2v + 1.
Le systeme bicanonique |D| = |2 C| de F contient p systémes
linaires partiels appartenant a I'involution 1j,, a savoir .

Le systeme |DO|, qui. contient les courbes Cx -f- C*-j, C2 +
G2 ..., Cy :

Le systtme [DJ, qui contient les courbes C2 + (Vj, C3 +
Cp2 ..., C, + Cv+2, 2 Cvtj;

Le systeme |Dal, qui contient les courbes 2 Cx, C3 -f- Cs-|
C4 “* Lp-2, Cy “ Fy-f3, Cy+J  Fy+2,

Le systeme qui contient les courbes Cx + Cj,_2, C2 +
Lj)-3, ..., Cy-X + Cy+1, 2Cy.

(x) Sur les involutions cycliques... (Bull, de i/Acad de Belgique, 1932,
pp. 672-679) et I'exposé cité plus haut.

(2) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (Actual, scient., n° 270, Paris, Hermann, 1935).
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Aux systemes |D0, pP ID,,_1l sont respectivement
attachés les nombres 1, e, e®-1.
Nous désignerons par\A0\, \AX\, ..., \AV-X\les systémes linéaires

complets qui correspondent sur O respectivement aux systémes
Po|, Pi|. »> P»-i|-

3. Le systtme adjoint a la courbe est celui des systémes
\AD\, \AX\ .... qui ne contient pas rx c'est donc le systeme
Mil-

Plus généralement, I'adjoint a la courbe 7\ ne peut contenir
cette courbe et est donc le systeme \A(\.

Il en résulte que le systéme bicanonique de O est le systéme
\AO\. Dailleurs, on a

N=nNn+r.=a+/V,
d'ou
A\ = \n-rl =\rl + rv-1\

Si p{l) est le genre linéaire de F, les courbes rit r2..... rp-x
ont le genre v donné par la formule de Zeuthen, c’est-a-dire par

M) —1=p (n—1).

On sait que I'on a, pour le bigenre P2 de O, P2 = n, n étant le
genre linéaire de cette surface. On a donc

P{l) = (Pat 1) (Pi— 1) + L

Les dimensions des systémes linéaires \A2\, \A2\ .... \A,-2
sont au plus égales an — 1 ; nous les désignerons par rr — 1 — 8"
m—1—8S, ...,T—1—Sj-!, ou 8j, 8, ..., Sp-1 sont des entiers
positifs ou nuis.

Dans le systéme bicanonique |D| de F, T agit comme une
homographie et on a par conséquent

p(n—1) +p—(8 + 8 + ... + Sp-P = Pi-
Or, on a
P2==Pa"p P(l) = {Pa+ 1) W= pTT.
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On en conclut 8t = S2 = ... = 8" = 0. Les systémes \A
Mi|, sss, M»-i| ont donc tous la méme dimension tt—1.

4. Supposons maintenant p pair et posons p = 2 V.

Le systéme bicanonique |D| = |2C| de F contient encore p
systemes linéaires partiels |D0|, IDjl,..., |Dp_1] appartenant a
I'involution 1,,.

Le systéme |D0| contient les courbes Cx + C~, C2 + Cj,_2, ...
2 Cv,
Le systéeme |DX| contient les courbes C2 + Cv-It C3 + Cj,-2, ....
v i “F Gvt2> Lv -f~ Op+x.
Le systtme |D2| contient les courbes 2CX + C3 + CP-1,...,
CV ‘(' Ci\l+2> 2CN+|-

Le systéeme | contient les courbes Cx + CP-2,C2 + Cp_3)...,
C,—2 + C,tl, C,x -p C,.

Aux systemes |D,,|, |Djl,..., |D"-j| sont respectivement atta-
chés les nombres 1, e, ..., ef-1.

Nous désignerons encore par |J0|, |JX|,..., 1zl les systémes
complets qui leur correspondent sur <P.

5. Comme dans le premier cas, le systéme adjoint a la courbe
i ne peut contenir cette courbe et est par conséquent le systeme

MJ.

Le systeme bicanonique est donc le systeme |J0j et on a
r{ =N+ /vi=2 n + P,

donc
N—F=rl+rpj=al
Le genre tt des courbes rX, F2 ..., ro X est donné par
M—1=p _ 9
et on a

p;=t,  p™ = (pa+i) (p;—T1) + T

Le raisonnement fait plus haut est encore applicable et montre
que les systemes \A0\, |JX|,..., \AJ-1l ont tous la dimension n — 1.
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6. L'application du procédé de construction précedent est
aisée lorsque l'on connait un modéle projectivement canonique
de la surface F. Nous allons précisément considérer le cas ou
la surface F est I'intersection de quatre hyperquadriques de
I'espace S6 (1). On a alors pa— 7 et p — 8.

Considérons, dans un espace linéraire S6, I’'homographie cy-
clique de période huit.

XX X2 ... :XT = exl:eXi: .. e¥, 1)

e=(1+0.\,(|'3

est une racine primitive d’ordre huit de l'unité.
Considérons la surface F, d’ordre 16, commune aux hyper-
quadratiques

«I*1*7 4 «2*2*6 4+ «3*3*5 + «4*4 = O,
*1*¥1 + N2%5 4 *B*3XT + *4*4*6 = O,
0*2 d" 0*6 d” 0*1*3 d- "4*5*7 == 6,

~1*3 d~ ~2*7 d- d3*1*5 d~ d4*2*4 — O.

Cette surface alesgenrespa =pg =7, pM = 17, P2 = 24......
Elle est transformée en soi par I'homographie (1) et celle-ci,
détermine sur la surface une involution 18, d’ordre huit, privée
de points unis, comme il est facile de le vérifier.

La surface <P, image de I'involution, a les genres pa = pg = 0,
plij=pl=3, P3=7 —

On peut prendre, comme modéle projectif de <F, une surface
tricanonique, d’ordre 18, de S6. Sur cette surface, aux courbes
Cj, C2, ..., C, découpées sur F par les hyperplans x1 = 0, x2 = 0,
...,X1 =0, correspondent des courbes ritT2 ..., F, dordre
dix et de genre trois.

Le systeme tricanonique comprend les courbes

P) Le fait que cette surface est projectivement canonique, c’est-a-dire que
ses sections hyperplanes forment le systétme canonique complet, est établi dans
les Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche d’ENRIQUES et Campedelli
(Padoue, Cedam, 1932). Voir p. 338.
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2a+ A 2a+ A 2A+A 2a+ A 2A+ A, 2A+A
A+A+A A+A+A A+A+A A+A+A-

Les hyperplans passant par la courbe A Par exemple, décou-
pent sur < le systtme adjoint a A» qui est °°2  courbe A
appartient donc & un espace S3 & trois dimensions. Il en est de
méme des courbes A> A> w> A et deux des courbes A» Ap >
A\ se rencontrant en deux points.

On obtient ainsi une nouvelle surface de genres pa = P» = 0.
pd) =P2=3, P3=7, Pd=13 .. (A

Liége, le 23 juillet 1949.

(1) On sait que M. Campedel i avait déja établi I'existence d’un plan double
de genres pa=p, =0, pw = P2 = 3. La courbe de diramation de ce plan
double est une courbe d’ordre dix possédant six couples de points triples infini-
ment voisins. M. Campedel1i prend pour cette courbe I'ensemble de trois co-
niques deux a deux bitangentes et d’une quartique touchant les coniques aux
six points de contact (Rend. Accad. dei Lincei, 1° sem. 1932).

— 693 —



