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Quelques remarques
sur les surfaces de genres un et de rang deux,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.
(Premiére note.)

Dans les travaux antérieurs (*), nous avons établi les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface de genres
un représente une involution du second ordre appartenant a

tl) Mémoire sur les involutions appartenant a une surface de genres
un (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1914, pp. 357-430; 1919,
pp. 51-70); Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un
nombre fini de points de diramation (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 1914, pp. 289-312); Les involutions cycliques appartenant
a une surface algébrique (Actualités scient, et indust., Paris, Hermann,
1935).
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une surface également de genres un. Précisément, nous avons
établi le théoréeme suivant :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une surfice
F de genres un (pa=P4=1), d'ordre 2ic—2, normale dans un
espace Sx a t dimensions, soit I'image d'une involution du
second ordre appartenant & une surface de genres un (pa=P4=1)
sont que :

1. La surface F posséde huit points doubles coniques.

2. Parmi les hyperquadriques passant par ces huit points
doubles, il y en ait qui touchent la surface F en tout point d in-
tersection.

Le contact d’'une de ces hyperquadriques a lieu le long d’une
courbe d’ordre 2n—2 et de genre tw—2; ces courbes de contact
forment un systeme linéaire de dimension t.—2.

Nous dirons, pour abréger, qu’une surface F satisfaisant a ces
conditions est de rang deux.

Dans le cas le plus simple: n=3, la surface F, du quatriéme
ordre, est I’enveloppe d’un systéme simplement infini, d’indice
deux, de quadriques passant par les huit points doubles. Les
courbes de contact sont les biquadratiques, caractéristiques de
ce systéme.

On peut remarquer que si une surface du quatrieme ordre
contient une biquadratique, celle-ci appartient a un faisceau et
il existe un second faisceau de biquadratiques sur la surface.
Lorsque F est de rang deux, ces deux faisceaux se confondent
en un seul.

De méme, dans le cas ou it est quelconque, si une surface de
genres un, d’ordre 2n—2, de Sx (a sections hyperplanes de
genre Tc), contient une courbe d’ordre 2-k—2 et de genre n—2,
donc un systeme linéaire de dimension n—2 de pareilles cour-
bes, elle contient un second systéme linéaire de courbes de
méme nature. Si la surface est de rang deux, ces deux systémes
coincident.

Dans cette note, et dans celles qui lui feront suite, nous nous
proposons de déterminer les surfaces F pour les premiéres
valeurs de ir. Nous consacrerons cette premiére note au cas
m=4.

Nous commencgons par considérer les surfaces de genres un,
d’ordre six, de S4, contenant un réseau de sextiques de genre
deux, et par suite un second. Une telle surface possede un
groupe de transformations birationnelles en elle-méme sur
lequel nous donnons quelques indications. Nous passons ensuite
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au cas ou la surface possede en outre un point double conique.
Nous considérons enfin le cas ou la surface F est de rang deux
et nous établissons le théoreme suivant:

Si une surface de genres un (pa=P4=1i), normale, d'ordre six
de S4, représente une involution du second ordre appartenant a
une surface de genres un, elle est birationnellement équivalente
a un plan double dont la courbe de diramation, du sixieme
ordre, passe doublement par les sommets d'un quadrilatére
complet.

Cette surface rejrrésente Vinvolution appartenant & un plan
double dont la courbe de diramation, du sixiéme ordre, est anal-
lagmatique.

1. Soit F une surface normale du sixiéme ordre, de genres un
(ti=Pd=1i) de I'espace S4. Elle est I’intersection d’une hyper-
quadriqgue Q et d’une hypersurface cubique W; ses sections
hyperplanes C sont de genre quatre.

Supposons que la surface F contienne une sextique r, de
genre deux. Le nombre-base de F est alors p=t2 et les courbes
G, I\ constituent une base de déterminant

La courbe r, appartient en effet a un réseau |r,| de degré
deux.

Les hyperquadratiques de S4 passant par une courbe r, sont
en nombre oel et il y en a donc <x? ne contenant pas F. Elles
découpent sur F un réseau de courbes

I F2l =] 26—\ |

et les courbes r, sont donc des sextiques de genre deux, coupant
les courbes r, en des groupes de 10 points.

Chacun des réseaux |Tj|, |r2 détermine sur F une involution
du second ordre et par conséquent une transformation biration-
nelle involutive de F en soi. Nous désignerons par Olt 02 les
transformations déterminées respectivement par |rx|, |r2|.

Considérons la transformation 0, et soient C', r'j les courbes
guelle fait correspondre a C, I\ respectivement. On a tout
d’abord évidemment 1N=I"

Les courbes XPj sont de genre X2 +1 et forment par conséquent
un systeme linéaire de dimension X2+ I; elles découpent sur une
courbe C une série linéaire non spéciale d’ordre 6X dont la
dimension est donc 6).—4. La plus petite valeur de X pour
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laquelle on a A2+ 1 =6X—4 est X=6. Le systéme 16rx|, trans-
formé en lui-méme par 6j, a la dimension 37 et découpe sur une
courbe C une série d’ordre 36 et de dimension 32; il y a donc
ocd courbes de |[6rx| contenant une courbe C comme partie.
On en déduit

c'=-c+eFjr=1Vv (ot)
Pour la transformation 02, on a de méme
c'=—g + 6i\, r;=r,,
c'est-a-dire
G' = ItG —6F,, r; = 20G— 111\, (92)

C' et T', étant cette fois les courbes que 62 fait correspondre a C
etar,.

La transformation T =6102 fait correspondre aux courbes C,r,
respectivement les courbes

c' = —iig + 60r4 r; = —20c +109I\. (M
L’inverse de T donne
g s 109c —6or4, r; = 20c —111\. (¥
La forme quadratique associée a la base (C, rj est

2 (3A + 6X p + p2).
Les substitutions

1'= -1, u = 61 + p,
1' = 11). + 20p, p' = — 61 — 11 p,
/! = 11). — 20p, p' = 601 + 109p,

qui correspondent respectivement a 0X, 02, T, transforment cette
forme en elle-méme. Cependant, pour pouvoir appliquer la théo-
rie de la base de M. Severi (2), il faudrait tout d’abord montrer
que (C, rj est une base minima. Nous ne nous y arréterons pas;
bornons-nous a constater que la transformation T n’est pas
périodique.

2. Projetons I'hyperquadrique Q d’un de ses points, n’appar-
tenant pas a F, sur un hyperplan S3. Aux sections hyperplanes
de chorrespondent dans cet hyperplan les quadriques passant

(2) Severi, Complementi alla teoria della base per la totalita delle
curve di una superficie algebrica (Bendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, 1910, t. XXX).
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par une conique y. A la surface F correspond une surface F',
du sixieme ordre, passant triplement par y.

Aux courbes I\, r2 correspondent sur F' des sextiques de
genre deux s’appuyant en six points sur la conique y.

Observons que les cx3 hyperquadratiques de S4 passant par
une courbe F, forment un systeme linéaire composé au moyen
d’un systeme, d’indice un, de 003 coniques s’appuyant en qua-
tre points sur I\. Les oc? de ces coniques appartenant a Q sont
projetées sur S3 suivant des coniques, formant une congruence
linéaire, s’appuyant en quatre points sur la projection de la
courbe I\ considérée et en deux points sur la conique y.

On obtient ainsi une construction de I'involution d’ordre deux
déterminée sur F' par le réseau |r2|, les coniques de la con-
gruence linéaire considérée coupant F' en deux points en dehors
de r,y.

De méme, les coniques S'appuyant en quatre points' sur une
courbe r2 de F' et en deux points sur la conique y forment une
congruence linéaire découpant, sur F', I'involution déterminée
par le réseau |r\]|.

La congruence linéaire de coniques qui vient d’étr# rencon-
trée a été étudiée par Pieri (3) et par Montesano (4).

3. Imposons maintenant a la surface F de S de posséder un
point double conique O sur la courbe I',. Ce point double O est
équivalent a une courbe rationnelle de degré —2, que nous
désignerons par y et qui est rencontrée en un point par les
courbes du réseau |r4|.

Il existe encore sur F un second réseau de sextiques

rN=2c-rl—r,

de genre deux, rencontrant en un point la courbe y et chacune
des courbes r! en des groupes de 9 points.

Projetons la surface F du point O sur un hyperplan S3. Nous
obtenons cette fois une surface F' du quatrieme ordre sur
laquelle y est une conique. Le plan de y coupe encore F' suivant
une seconde conique Y0 et les sections planes de F' correspon-
dent aux courbes C-y de F. Il en résulte que les courbes C sont
découpées sur F' par les quadriques passant par Y0,

(3) Pieri, Sopra alcune congruenze di coniche (Atti della B. Accade-
mia fli Torino, 1893, t. XXVIII).

(4) Montesano, Su i varii tipi di ¢ongruenze lineari di coniche delio
spazio (Bendiconti dette B. Accademia di Napoli, 1895). Voir la seconde
note, n» 2.



— 287 —

On a
GC=2y+y,

et la courbe 2y+y0 correspond a la section hyperplane de F
ayant un point quadruple en O.

Sur la surface F', les courbes Fj, r2 sont des quintiques de
genre deux. Ces quintiques s’appuient en un point sur y et par
suite en quatre points sur yo0.

Les courbes 2 C sont découpées sur la surface F' par les sur-
faces du quatrieme ordre ayant la conique double y0. Celles de
ces surfaces qui contiennent une courbe Tj dégénérent en le
plan des coniques y, y0 et en des surfaces cubiques passant par
la courbe y0. Ces surfaces découpent, sur F', les quintiques F,
et inversement.

Une quintique de genre deux Tj est située sur une quadrique
qui rencontre encore F' suivant une cubique gauche K2 s’ap-
puyant en trois points sur y mais ne rencontrant pas y0. Obser-
vons que parmi les surfaces cubiques passant par y0 et une
courbe F,, il en est une formée du plan de y0 et de la quadrique
passant ~rnr cette courbe r,. Il en résulte que K,+y est une
courbe r2; on a donc

r=Ki+y.

Les courbes  sont découpées sur F' par les quadriques pas-
sant par la cubique gauche K2 et par conséquent les couples de
I’involution d’ordre deux déterminée par le réseau |rj sur F'
sont découpés sur cette surface par les bisécantes de K2

De méme, les courbes r2 appartiennent & des quadriques pas-
sant par une cubique gauche  de F', rencontrant la conique y
en trois points. On a

N=K +vy

et les cordes de Kj découpent sur F' les couples de point de
I'involution déterminée par le réseau |r2|.

Les cubiques gauches Kn K2 se rencontrent en cing points et
il existe donc une quadrique coupant F' suivant ces cubiques et
la conique y. Ceci résulte d’ailleurs de la relation fonctionnelle

2(C-y) = KI+KIl +y,
que I'on déduit de
26=r,+rl+y4

4,Appelons encore 0f la transformation birationnelle de F
(ou F") en elle-méme génératrice de I'involution déterminée par
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le réseau r,|. Soient C', r\, y', K’, les courbes que 0 fait cor-
respondre respectivement a G, r,, y, K,

Nous avons r'l=ri et, d'autre part, puisque les quadrigues
passant par K, découpent sur F' les courbes Fy

2(0'-y)-K=2(C-T)-K.
Les bisécantes de K, s’appuyant sur y engendrent la quadrique

contenant les courbes K15 K2, y et rencontrent donc F', en dehors
de y et de K2 en des points de Kx. On a donc

Les cordes de K3 s’appuyant sur une section plane C—y de
F' engendrent une surface d’ordre 10 passant 5 fois par K, et
coupant encore F' suivant la courbe C'—y' qui correspond a
C—y. On a donc

10(C-T)= C'-T'+ C-T + 5K

De ces différentes relations fonctionnelles, en tenant compte
de

s O- — Ro
on déduit
G=—G+6rt i
r;=rt (6%
r=ri—y- l

Envisageons maintenant la transformation 62, génératrice de
I'involution déterminée par le réseau [r2|. En appelant C', r'2,
Y et r\ les courbes que e2 fait correspondre respectivement a
C,r2yetTjona

G'=-G + 6F},
o o
Yl =rl—y,
c’est-a-dire
G'=—Ilie— 6Tl—6y,
r= 18G—10N\—9y, ()
Y= 20- I1\-2y.

Quant a la transformation T =610,, elle donne
G'=—I11G+54ri-F by,
;=—18C + 891\ + 9y, (T
Y =— 2C+ 9ri+ 2y,
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Sur F, les courbes C, r> y forment une base de déterminant

6 6
6 2
0 1

La forme quadratique associée a cette base est
2 (3X2 + p2 — V2 + BAjI + pv).
Les substitutions

X=—Xp =6X-f-p--V,v=—v;
N=—IIX-)-18p. - 2v, pr = —6X—10p — v, vV — — 6X—9p —2v;
X-= —IIX—18p —2v, p' =51X + 89p + ov, v' = 6X + 9p + 2v

transforment cette forme quadratique en elle-méme. Mais ici
également, pour appliquer la théorie de M. Severi, il faudrait
établir que la base (C, rn y) est minima.

5. Supposons enfin que la surface F soit I'image d’une invo-
lution du second ordre appartenant a une surface de genres un
(p*=P4=1)- Elle possede donc huit points doubles coniques
Ou 02, 08 et un réseau de sextiques r de genre deux, pas-
sant par ces points. De plus, il existe une hyperquadratique
touchant la surface F le long de chacune des courbes du
réseau |r|.

Chacun des points 0,,, 02, ..., 08 est équivalent a une courbe
rationnelle de degré —2; nous indiquerons ces courbes respec-
tivement par Yn 12i s, Y»-

Si C .désigne une section hyperplane de F, on a

20=21 fYi+y+ +Ys

Projetons la surface du point CL sur un hyperplan. Il corres-
pond & la surface F une surface F' du quatriéme ordre sur
laquelle Yi est une conique. Le plan < de cette conique coupe
encore F' suivant une conique yV

Aux sections hyperplanes C de F correspondent les sections
dé F' par les quadriques passant par la conique ; les sections
planes de F' sont les courbes C—Yi- Aux courbes r correspon-
dent sur F' des quintiques de genre deux, que nous désignerons
toujours par r, rencontrant en un point la conique Yi et en
quatre points la conique

La surface F' possede sept points doubles coniques 02, 0'3, ...,
O'j, projections des points 02, 03, .., O¢ de F. Aux sections de
F par les hyperquadriques passant par O; 02 ..., 08 corres-
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pondent les sections de F' par des surfaces du quatrieme ordre
passant deux fois par la conique y'i et passant, en outre, par
les points 0'2, 0'3,  0'8. Comme il existe une hyperquadrique
touchant F le long d’une courbe r, il existe une surface du
quatrieme ordre passant deux fois par y'i, une fois par les
points 0'2, 0'3,  O'g et touchant F' le long d’une courbe r. Une
telle surface devant rencontrer le plan a au point de r situé sur
la conique yl, contient le plan ¢ comme partie. 11 existe donc
une surface cubique passant par y'i, par 02, 0'3, ..., 0'8, tou-
chant F' le long d’une quintique r.

Une quintique r se trouve sur une quadrique coupant encore
F' suivant une cubique gauche K s’appuyant en trois points
sur y, mais ne rencontrant pas y'i- Cette quadrique et le plan a
forment une surface cubique passant par y'i, 02 0'3, ..., 0§
la courbe K +y, appartient donc au réseau |F|. Il existe donc
une surface cubique passant par y'i, 02, 0'3, ..., 0'8, touchant
la surface F' le long de la courbe K+ Yi- Cette surface cubique
contient nécessairement le plan u et est complétée par une qua-
drique Q' passant par Yi et touchant la surface F' le long de la
cubique gauche K. Ce raisonnement est d’ailleurs valable, que
la cubique gauche K soit irréductible ou non.

Supposons K irréductible. Une corde de K s’appuyant sur y!
appartient a Q' et touche donc F' en ses points d’appui sur K;
elle coupe donc F' en cing points et appartient a cette surface.
Mais alors, la quadrique Q' fait partie de F', qui est donc
réductible. Il en résulte que F est reductible, hypothese a
rejeter. Par consequent, K ne peut étre irréductible.

Le raisonnement précédent est toujours valable si K dégénére
de telle sorte qu’il y ait des cordes de K s’appuyant sur cette
courbe et sur f, en des points distincts. Il faut donc que K dégé-
nére en trois droites al, a2, a passant par un méme point et
s’appuyant sur Yi- La quadrique Q' est alors un cbne-passant
par y., ayant son sommet au point de concours des droites a,,
a2, al et touchant F' le long de chacune de ces droites.6

6. Les droites a,, a2, a3 ne peuvent évidemment se trouver
dans un méme plan, par conséquent leur point de concours O'
est double pour la surface F'.

Appelons alt a2, a3 les plans tangents au cone Q' respective-
ment le long des droites a,, a,, a3 D’aprés ce que nous venons
de voir, la surface F' touche le plan og le long de a,, le plan «
le long de a2, le plan a3 le long de a3
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Un plan passant par au par exemple, coupe F' suivant la
droite al et suivant une cubique qui passe par O Les deux
autres points de rencontre de cette cubique avec al sont néces-
sairement doubles pour F' et Ton voit ainsi qu’en dehors de O
chacune des droites au a2, a} contient deux points doubles de F'

Les quadriques passant par la cubique gauche K=al+al+a,
découpent sur F' les quintiques F; ces quadriques sont néces-
sairement des cones de sommet O'. Il en résulte que les courbes
F passent simplement par O' et par les points doubles de F
situés sur als a2, a3 Ces sept points doubles sont donc tes
points O',, 0'3, 0'8. Pour fixer tes idées, nous supposerons
gue le point 0" coincide avec O', que 0'3, 0% sont sur a,,
0'5, 0' sur a2, 0'7, O'8 sur a3

Appelons 6 la transformation birationnelle involutive de F
en elle-méme engendrant I'involution déterminée par le réseau
|r|, de degré deux. Les couples de 6 sont découpés sur F' par
les droites passant par le sommet 02 du cone Q'

Observons que le cone Q', touchant F' le long de «q, a2, a3
doit coincider avec le cone tangent a F' en 0'2. Ce cbne coupe
encore F' suivant Yi, donc la conique est la transformée par 0
du domaine y2 du point 0'2. En d’autres termes, 6 fait se corres-
pondre tes courbes Yi et y2-

Le plan a2aj coupe F' suivant tes droites «2, a3 et une conique
qui est transformée en elle-méme par 6, donc les points 0% et
0'6, 07 et O'8 se correspondent dans 6. 1l en est de méme des
points 0% et O'4. En d’autres termes, 0 fait correspondre aux
courbes y3 Y& Yr respectivement les courbes y*, Ye> Y» et inver-
sement.

Retournons maintenant a la surface F et modifions nos nota-
tions de la maniére suivante : les points O,, 02 seront désormais
désignés par Ou, OI2; tes points 03, 04, par 021, 022 les points
05, Of par 031, 032 enfin les points O7, 08 par 04l 042 La
courbe équivalente a Qit sera désignée par yik

La droite al correspond a une conique F, passant par les
points Ou, 012, 02I, 022, nous la désignerons par E!2. De méme,
«2, a3 correspondent a des coniques EI13 El4 passant la pre-
miére par Ou, 012, 031, 032, la seconde par les points Oxl, 012,
041, 042

A la conique qui, avec a, et «3, forme la section de F' par le
plan de ces deux droites, correspond sur F une conique E3
passant par tes points 031, 032, O41 042 De méme, il existe
sur F deux autres coniques E23, E2 passant la premiere par les
points 021, 022, 031, 032 la seconde par les points 021, 022



292 —

Oji, 042 Ces six coniques sont transformées chacune en soi
par la transformation 9.

Observons que les quatre droites On012, 02102(, 031032, 04101
se rencontrent deux a deux et ne peuvent se trouver dans un
méme plan; donc elles concourent en un point 0. Ces droites
n’appartiennent d'ailleurs pas a la surface F, ni, d'autre part,
a un méme hyperplan.

L’hyperplan contenant les droites O1X012, 021022, 031032 coupe
la surface F suivant la courbe

c=el+ ell+ EL+ yu + yl + y2i + y2 + y3i + I32-

E23 EI13 EL sont transformées en elles-mémes par 0. D’autre
part, 9 échange entre elles y,! et y12, y2 et y22, y3l et y32, donc
9 transforme en elle-méme la courbe C considérée et par suite
laisse invariant le systeme linéaire des sections hyperplanes |C|.
Il en résulte que 9 est déterminée sur F par une homographie
harmonique dont O est nécessairement un point uni.

Cela étant, observons que chaque courbe r contient six points
unis de 9; donc 9 possede une courbe unie. Si 9 n’est pas une
homologie de centre O, la courbe unie de 9 est découpée sur F
par un plan uni coupant chacune des courbes r en six points,
ce qui est impossible, car ces courbes appartiendraient alors a
des hyperplans et seraient des sections hyperplanes de F. Il
en résulte que 9 est une homologie harmonique de centre O,
dont I’hyperplan uni § coupe F suivant une courbe CO0, unie
pour 9.7

7.L’hyperquadrique Q et I’hypersurface cubiqgue W qui
déterminent F par leur intersection sont transformées en elles-
mémes par I’homologie 9. Q ne peut passer par O et | est
I’hyperplan polaire de O par rapport a Q.

Choisissons dans S4 une figure de référence telle que I’homo-
logie harmonique 9 ait pour équations

&0, x[:xi:x3: x\=x0 —xt: —x2: —x3:— xt,

ce qui est toujours possible sans restreindre la généralite.
L’hyperquadrique Q a alors pour équation

el a, + a2 (ay, x2, %3, x4) =0, (1)

al étant une constante et ® une forme quadratique en ay, X2,
ay, xt
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L’équation de I'hypersurface cubique W sera de la forme
X0 (U7, X2, X3, X4) + p3 (xv x2, X3, x4) = 0,

ou Pj, fi3 sont des formes dont le degré est indiqué par I’indice.
L’hypersurface cubique

VO Pi + P3 4" (®0 «0 F ar) (NMi><i + e "4 r4nq) — 0

passe également par F et peut remplacer W dans la définition
de cette surface. En particulier, nous pouvons remplacer W par

«0(a% Pi + p3) — («0 «0 + a*) Pi = 0,
c’est-a-dire par le cone W' de sommet O,
«P3 alpi=0

Cela étant, supposons que les droites O"O”, 021022, 031032,
041042 aient respectivement pour équations x2=x3=x4=0,
x3=x4=x1=0, x4=x1=x2=0, x1=x2=x3=0. L’hypersurface W
doit toucher I'hyperquadrique Q aux points Ol 012, ..., 042
Par suite, le cone W' doit passer doublement par les droites
0u01?, ..., 041042. En choisissant convenablement le point uni-
taire, ce cone aura donc pour équation

X2 X3 X4 + X-] X4 X4 + X4 X4x2 + X4 x2x-] = 0. 2)

Les equations (1) et (2) représentent donc la surface F.

8. Rapportons projectivement les courbes r aux droites d’un
plan to. A la surface F correspond un plan double de support to,
ayant une courbe de diramation A du sixieme ordre.

Puisque les courbes yn, yl2 sont rencontrées chacune en un
point par les courbes r et que ces points se correspondent
dans 6, a I’ensemble de ces courbes Yn, Y12 correspond dans to
une droite r,. De méme, aux ensembles de courbes Y2l et Y22
Yai et Y32i Y4l etY# correspondent respectivement des droites
r2, r3, r4 de to.

Retournons un instant a la surface F'. Les courbes r sont
découpées sur cette surface par les cones du second ordre de
sommet O"2 passant par les droites a4, a2, a3. Parmi ces cones
se trouvent ceux qui sont formés du plan a2a3 et d’un plan pas-
sant par «j. Il en résulte que la conique E34 appartient & ocl!
courbes r (formant un faisceau). Par suite, a cette conique
correspond un point du plan to et précisément le point R3% com-
mun aux droites r3, r4, puisque E3# passe par 031, 032, 014, 042
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Plus généralement, & la conique Ejt correspond le point
Ra,=riri.

La courbe unie de 0 coupe la conique Eik en deux points; par
consequent la courbe de diramation A du plan double a un
point double en Rik

La surface F est donc birationnellement équivalente & un
plan double dont la courbe de diramation, du sixiéme ordre,
passe doublement par les sommets d’un quadrilatére complet.

9, Considérons, dans un plan a, la transformation quadra-
tique involutive

120" -" 22230 *3Z1 v 21 Z1 "

et une courbe D, du sixieme ordre, invariante pour cette
transformation et ne passant pas par les points unis

a.LD,¢-LLD,G,-nLn,¢,1,-1)

de celle-ci. La courbe D a des points doubles aux sommets du
triangle de référence; c’est une courbe anallagmatique.
Envisageons le plan double de support a, ayant la courbe D
comme courbe de diramation. Ce plan double est de genres un
(pa=,P1=I). Il existe une surface < de S7, birationnellement
équivalente au plan double, aux sections hyperplanes de laquelle
correspondent soit les cubiques doubles de a circonscrites au
triangle de référence, soit la courbe de diramation.
Posons
=(2 b®) (b -S)(1 M,
= (-2 “3) ("3 1" ~1) ("1
P = (2 M) (B ) (2t ),
pifi = (22 +z3) (23 + Zi) (z{ + 2),
pus = ("2 £3) 073 d- il ("' d- "2))
px6 = (22 +2z3) (B—zZ{) (zt + 22),
p#7 = (22 d*"3) Chsd- Al)C2! a7~

On obtient ainsi, dans un espace S6, les équations parame-
triques d’une surface rationnelle 90, d’ordre six, dont les sec-
tions hyperplanes correspondent aux cubiques du plan a pas-
sant par les sommets du triangle de référence. Plongeons cet
espace S, dans un espace S7; les équations précédentes repré-
sentent un cone 9 projetant la surface 9,.
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Considérons, dans S7, I’'homographie harmonique
Xg Xi x2 x3 xi X3 Xg X A

X0 x, X2 x3 x4t —x3 —xb —Xi
qui transforme le cone 9 en soi et qui correspond a I’inversion (1)
du plan a.

Cela étant, la surface ¢ est I'intersection du cone 9 et de
I’hyperquadrique

Xq'fo"f* X0 (*i'ux2 X3, X4)  tp2ipMi *2) ®3) &) “H "2 (™51 @)
ou 90, 9i, 92, sont des formes dont le degré est indiqué par
I’indice.

Observons que I'on a

X6X-, =X, X4, X-X3=X2X4,  X3Xsw=1£03 x4,
X\ + X3xd + x4Xi + x2x3 =0, % + X3x4 + x4xt + xix3 =0,
X?+ X, Xt + X4XE+ Xix2 = 0.

On peut donc remplacer, dans I'équation précédente,
|2(x5, x6, x7) par une forme quadratique en x4, x2, X3, x4.

On peut en outre remplacer I'hyperplan x,=0 par I’hyper-
plan polaire de O par rapport a I'hyperquadratique. Celle-ci a
alors une équation de la forme

4 — 9 (0"~ x3, Xd).

Dans le plan a, la courbe de diramation D a pour équation
92=0, ou x2, x3, x4 sont remplacés en fonction de z,, z2, z3
L’homographie (2) posséde deux axes ponctuels : [I’espace
S4(x0, Xn x2, X3, x4) et un plan S2(x5 X6, x,). L'axe S4 coupe la
surface ¢ en huit points qui sont les points unis de I'involu-
tion 12 d’ordre deux engendrée sur ¢ par I’'hnomographie. Ces
huit points sont situés sur les droites
X4 — X21= X3 == X3 — X3 — X1 == 0,
X! =X3— Xl =X =X =X =0,
XE=X3=XI=Xs=X3=X-, =0,
Xt =X —xI—X3=X8—X-, =0,

Pour obtenir une surface image de I’involution 12, projetons
la surface $ de I'axe S2 sur I'axe S4. Nous obtenons la surface
X2X3I X4+ XIXEXi + X4Xi X2+ Xixtx3 =0,

Xg ~ 9. (-C* X2) X3i J4),
c’est-a-dire la surface F considérée plus haut.
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Les courbes r correspondent aux sections de $ par les hyper-
plans
X5\ -b\iX-, =0
Observons que l'on a
72'b 23 xu w3“bel Q5 A7 "L*H*2_ 1gs 16
Zo—73 X3 X2 Z3 Zi X3 XtSi 2 Xi Xi
On en déduit

JH- = = Xl
X2X3  X3Xt  Xi X2

Par consequent, les courbes F sont découpées sur P par les
cones
N\ X2x3+ Kx3Xi + M Xiaet—0.

Les hyperquadriques de S4 touchant F le long des courbes r
sont données par

nxexs+  xaxi +>3Xi X2+ (K— b)2x\ xt + (X3— Aj-x2 x!
+ (0 — ARX3X4 = 0.

Projetons au contraire la surface $ de I'axe St sur le plan S2
en observant que si I’'on pose

XE=VuXxt =y x-=y3 yl = —(y, + yl +Vj,

\
XVox, X3 xt =y, y3yl:yiylyl: ylylyl: ylylys,

On obtient le plan double de support ra considéré plus haut.
La courbe de diramation A a pour équation

22 (Vtyayd y3yly» ylyty*y, y2y3) - o,
les droites rn r2, r3, r4 ayant pour équations

yt=0y2=0y3=0 yi=0.

Liege, le 16 juin 1945

M. HAYEZ, Imprimeur de I’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
(Domicile l1égal : rue de la Chancellerie, 4)



