SUR LES SURFACES DU CINQUIEME ORDRE CIRCONSCRITES
A UN HEXAEDRE COMPLET;

Par M. Lucien Godeaux.

Les surfaces du 5e ordre circonscrites & un hexaédre complet,
c’est-a-dire passant par les droites communes a 6 plans pris deux
a deux, forment un systeme linéaire de dimension 5; elles se
coupent deux a deux, en dehors de la base, suivant»des combes
d’ordre io et de genre n. Nous montrons que le long d’une de
ces courbes, il existe une surface du 4° ordre inscrite dans cha-
cune dos surfaces contenant cette courbe. D autre part, pour
chacune des surfaces du 5¢ ordre envisagées, les sommets de
I’hexaédre sont doubles coniques. Ces propriétés nous permettent
de déduire que chacune des surfaces du of ordre envisagées repré-
sente une involution du 2¢ ordre, possédant 20 points unis, appar-
tenant a une surface que nous déterminerons.

Nous faisons voir ensuite que l'on peut transformer une des
surfaces du 5¢ ordre considérées en une surface d’ordre 10,
appartenant a un espace linéaire a quatre dimensions, possédant
i5 points triples a cbnes tangents rationnels. De plus, il existe
des hypersurfaces cubiques, passant par les io points triples,
osculant la surface en tout point d’intersection. Il en résulte que
la surface est I'image d’une involution cyclique d’ordre 3, possé-
dant io points unis, appartenant & une surface dont nouSrdéter-
minons les caractéres.

De tout ceci, on conclut que la surface du cinquiéeme ordre
considérée est I'image d’une involution du 6 ordre appartenant a
une surface algébrique.

Les développements qui vont suivre constituent une application
de la théorie des involutions cycliques, ayant un nombre fini de
points unis, que nous avons développée depuis quelques années.
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C'est a ce titre que cette note nous parait présenter un certain
intérét (*).

1. Soient <0, a(, ..., a les faces d’'un hexaedre complet,
quatre de ces plans ne passant donc jamais par un méme point.
Nous désignerons par alk la droite commune aux plans a,, ak et
par Aiki le point commun aux plans a,-, a*, a*.

Il existe i5 droites a-* et 20 points A,-«. Une droite aik con-
tient les 4 points A-*/ obtenus en donnant a | les valeurs o, ip..., 5
distinctes de i, k. Par un point Aikl passent les droites aik, an, akt.

Cing quelconques des 6 plans oc0, ..., ab forment une sur-
face du 5¢ ordre passant par les 10 droites aik. Désignons par F
les surfaces du 5e ordre passant par les 15 droites a,* et soit r la
dimension du systeme |F|. Les surfaces F coupent le plan ab
suivant 5 droites fixes et par conséquent, il existe oor_1 surfaces F
comprenant le plan as comme partie; elles sont complétées par
les surfaces du 4e ordre circonscrites au pentaédre complet formé
par les plans a0, oc, ..., a4

Les cor~l surfaces du 4¢ ordre qui viennent d’étre rencontrées
coupent le plan a.4 suivant 4 droites fixes et par conséquent, il y
en a oor_2 comprenant ce plan comme partie. Elles sont complé-
tées par les surfaces cubiques circonscrites au tétraédre formé par
les plans 00, a,, oc2, oc3. Ces surfaces sont en nombre ool et I’on a
donc r = 5.

Si I'on désigne par

90=0, 91 =0, 9 =o0

les équations respectives des plans <x, at, ..., «6, la surface F
générale a pour équation

2090 92939% 95 -+ X, 95 7% 25 Go~+-++ . -I- A5 fo FL FT @3 2% = 0.
Les surfaces F possédent :

i5 droites simples a0), a02, ..., a4S;
20 points doubles coniques A0,2, A0,3) . ; ., A346.

() On trouvera un résumé de nos recherches et la bibliographie de la question
dans notre exposé sur Les involutions cycliqgues appartenant a une surface
algébrique (Paris, Hermann, ig35).
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2- Nous fixerons désormais ! attention sur une surface F irré-
ductible déterminée et nous désignerons par C ses sections planes.
Les courbes C sont de genre 6 et sont les courbes canoniques de
la surface F; celle-ci a donc les genres

P«_ Pg: 41 p(1|:61 p1 = iov -

Chacun des points doubles coniques Am est équivalent, au
point de vue -des transformations birationnelles, & une courbe
rationnelle de degré — 2, que nous désignerons par

Soient C°, C1, C» les sections de F par les plans a0,
au .. aB. Nous avons

0) C=C~icirt+iaji,

ol dans les sommations i est fixe, k et | prenant les valeurs o,
i, ..., 5

La droite a,* coupe C en un point et chacune des courbes o-m
ou | est distinct de i, k, en un point. Il en résulte que la
droite a,* est une courbe rationnelle de degré — 3.

Les surfaces du systeme |F| découpent, sur la surface F consi-
dérée, en dehors des droites aiA, des courbes K d'ordre io,
formant un systeme linéaire | K| de dimension 4- Le systéeme | K |
est complet. Observons en effet qu’une courbe R ne peut appar-
tenir a une quadrique, car les courbes R passent par les points A«
et celte quadrique devraient contenir les 15 droites aik La série
canonique d’une courbe C étant découpée par les quadriques, les
courbes R déterminent, sur une courbe C, Une série paracano-
niqgue g\a. Si le systtme complet |R]| avail une dimension supé-
rieure a 4, il y aurait au moins une courbe R comprenant une
courbe C comme partie; cette courbe serait complétée par une
courbe d’ordre 5 passant par les 20 points Am et coupant donc a,,
par exemple en 10 points, ce qui est absurde.

Considérons une courbe R irréductible déterminée et soient F'
les surfaces du systeme |F| passant par celte courbe. Les sur-
faces F' forment un faisceau comprenant la surface F sur laquelle
nous avons fixé | attention. Parmi les surfaces du faisceau, il en
est une qui contient le plan a5 par exemple comme partie. Elle
est complétée par une surface du 4e ordre circonscrite au pen-
taédre formé par les plans a0, a(, ,. a4. Plus généralement, la



courbe R appartienta 6 surfaces du 4e ordre circonscrites chacune

a un des pentaedres formé par 5 des 6 plans <«0, , ..., ot5
D’aprés le théoréme du reste, les courbes du systeme |K| sont

découpées sur F par les co' surfaces du 4e ordre circonscrites a un
de ces pentaedres.

3. D’aprés la définition des courbes R, celles-ci satisfont a la
relation fonctionnelle

5C =K+ + sSn/i/j
les sommations s’étendant a toutes les valeurs de t, /r, |-
Des relations (i), on déduit

6C = C°-t- Cl m+e.. .-H C5= a S «u--H 3 Sciiki

et par conséquent, on a
(3) C-t- Kes 2aa'*+ 2and-

Nous avons vu qu’une courbe R appartient a 6 surfaces du
4° ordre et par conséquent a |une infinité de surfaces du 4’ ordre
formant un systéme linéaire | 4*|. Les surfaces 4 passant par une
courbe R coupent encore F suivant des courbes R,, d’ordre io, et

I’'on a
4C = K -t- K, -4- Satkh

En comparant cette relation a la relation (2), on déduit
G -4- KI = Sciik -t- StxikI' v
Par comparaison avec la relation (3), on a donc
K =K,

Les surfaces 4 du 4° ordre, passant par une courbe R. découpent
donc sur F les courbes du systéeme | R|. On a donc

(4) AC = 2K+Saj*;.

On en déduit :

i° qu’il existe une surface du 4° ordre, 40, du systéme |4>|
inscrite dans la surface F le long de chaque courbe de |R|;



_ 5 _

2° que les arétes d’un pentaédre formé par 5 des plans a0,
«t) ..., forment une courbe R dégénérée.

Les surfaces du 4e ordre passant par une de ces courbes R
dégénérées sont en nombre o0, par conséquent le systéeme
linéaire | $| des surfaces du 4l ordre passent par une courbe K
quelconque, a la dimension 4-

Les surfaces <f, du 4¢ ordre, assujetties a la seule condition de
contenir une courbe R irréductible, sontde genresi (pa b1 O
et par conséquent tout systéme linéaire de courbes tracées sur
une de ces surfaces a la dimension égale au genre. Cela étant,
les oo* surfaces O» passant par une courbe R découpent sur I'une
d’entre elles un systeme linéaire de sextiques de dimension 3.
Ces sextiques sont donc de genre 3. Les surfaces du 4e ordre
passant par une sextique de genre 3 sont en nombre col- et
découpent sur I'une d’entre elles des courbes d’ordre io et de
genre 11. Par suite, les courbes R sont de genre 11.

Les courbes R passent simplement par les points Aikl et une
surface du systeme |F|, ne contenant pas une courbe R déter-
minée, rencontre celle-ci en 10 points en dehors des points hua-
Le systeme | R| a donc le degré io.

Les courbes R découpées sur une surface F irréductible pat
les autres surfaces du systeme | F |, sont d'ordre io et forment
un systeme linéaire complet | R| de degré io, de genre n et de
dimension 4. Ces courbes satisfont a la relation fonction-
nelle (4) et le long de chaque courbe R; il existe une surface
du 4e ordre inscrite dans la surface F.

4. Rapportons projectivement les quadriques Q de I’espace S.,
contenant F aux hyperplans d’un espace linéaire Sa a 9 dimen-
sions. Aux points de S; correspondent ceux d’une variété V*,
d’ordre 8, & 3 dimensions. A la surface F considérée correspond
une surface tracée sur V!, que nous désignerons pai FO.

Pour construire la surface F0, observons qu’aux plans de S* cor-
respondent sur V® des surfaces de Veronese formant un systéme
linéaire 003, dépourvu de points-base, deux surfaces du systéme
se rencontrant suivant une conique. En adjoignant a F un plan
quelconque, nous formons une surface du 6e ordre a laquelle
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correspond, sur V3, la section de cette variété par une hyper-
surface cubique. Cette section se compose de la surface F et de la
surface de Veronese homologue du plan considéré.

La surface F0 est donc découpée, sur la variété V®, par une
hypersurface cubique contenant une surface de Veronese de la
variété. Inversement, les hypersurfaces cubiques ne contenant
pas V* et passant par FO, coupent encore V® suivant les 003 sur-
faces de Veronese de cette variété.

Aux surfaces du -4e ordre <> correspondent les sections de VJ
par des hyperquadriques.

Aux 20 points A;/,/, doubles coniques pour F, correspondent
sur F0 20 points doubles coniques que nous désignerons par les
mémes symboles.

Aux id droites (Xik correspondent sur Fo des coniques que nous
désignerons encore par les mémes symboles. Une conique contient
4 points doubles et par un point double passent 3 coniques.

Aux courbes K de F correspondent sur F0 des courbes
d’ordre 20, que nous désignerons encore par K. Les sections
hyperplanes de F0 sont des courbes 2C et la relation (4) peut
s'écrire

2(2C)=2K -F- Sdal.

La surface FO, d’ordre 20 :

i° possede 20 points doubles coniques;

2" contient un systéme linéaire | K| de courbes de méme.ordre
que la surface, passant simplement par les points doubles et tel
qu’il existe une hyperquadrique inscrite dans la surface le long de
toute courbe de ce systeme.

Il en résulte, d’aprés un théoréme que nous avons établi autre-
fois ('), que la surface F0 est I'image d’une involution 13, d’ordre 2,
appartenant a une surface que nous désignerons par F2. Cette
involution posséde 20 points unis qui correspondent aux 20 points
doubles AM.

O Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini de
points de diramation (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, i?i(zjr
p. - .
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Si pn est le genre arithmétique et /?"> le genre linéaire de la
surface F.2) nous avons, d'aprés les formules établies dans notre
Mémoire cité,

I (Pnmi)=aia <—'i.a0,
d’ou pa—
pl)—i=2G—1i).
dou p" )= 1ii.

0. Nous prendrons comme modéle projectif de F,, la surface
normale dont les sections hyperplanes correspondent soit aux
courbes 2G, soit aux courbes K. Sur cette surface F,, I’involu-
tion L est déterminée par une homographie harmonique dont I’'un
des axes coupe la surface aux 20 points unis de I'involulion.

Aux courbes G, de genre 6, de Fn, correspondent sur F2 des
courbes de genre ! 1, que nous désignerons par C2. Les courbes
G-> forment un systeme linéaire |C, |, de degré 10, dont la dimen-
sion est au moins égale a 3.

Aux sections hyperplanes 2C de F,, correspondent sur F., des
courbes du systeme, linéaire | 2Ca|, de degré /,u et de genre 3i.

Aux courbes K de F0 correspondent sur F., des courbes K.,, de
genre 31, passant par les 20 points unis de L et qui, d’aprés la
théorie des involutions appartiennent au systeme | 2CO h

Le systeme | aC2! a donc la dimension 14 et le modeéle projectif
de F., que nous envisageons est donc une surface d’ordre jo, a
sections hyperplanes de genre 31, normale dans un espace linéaire
S(, a i4 dimensions.

Sur cette surface F,, I'involulion I, est donc déterminée par
une homographie harmonique ayant comme axes un espace
linéaire o\, a 4 dimensions, ne rencontrant pas la surface, et un
espace er,, & 9 dimensions, rencontrant la surface aux 20 points
unis de L>, points qui sont simples pour la surface. Les hyperpJans
passent par  découpant sur F> les transformées des courbes 2C
de F,,; ceux qui passenl par ¢, découpent les courbes K2.

A la conique aik de F0 correspond sur F, une quartique
elliptique que nous indiquerons par dik. Si nous désignons par
Aiki 1° point simple de F2, uni pour L, homologue du point de
diramalion AfA7, la quartique Alik contient 4 points A'a, et par un
de ces points passent 3 quarliquos analogues a dik.

LXX1II. 3
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La quarlique a'ik est normale dans un espace a 3 dimensions
rencontrant c¢r9 suivant un plan et o\, suivant un point.

Le systéeme canonique de F,, est le systéme | C |, par conséquent,
d’aprés un théoréme de M. Enriques, |C,, | est le systeme cano-
nigue de F,,. Si |Ca|a une dimension supérieure a 3, c’est-a-dire
si la surface F, est irréguliére, le systtme complet | C, | contient
deux systémes linéaires partiels appartenant & I’'involulion F.
L’un, o003, est le transformé de |G |; I'autre a pour points-base les
20 points unis de 12. Comme |C*| a le_degré .o, le dernier sys-
teme est composé d’une seule courbe Cs. A celte courbe corres-
pond sur F,, une courbe C d’ordre 10, elliptique, passant par les
20 points A;ly. La courbe C rencontre les courbes C en 5 points
et par conséquent il lui correspond sur F une quintique elliptique
passant par les 20 points A«i, ce qui est absurde. Par consé-

quent, Cl ne peut exister, | C2| a la dimension 3 et la surface Fs

est réguliere.
Le systeme jaC3! est le systeme bicanonique de K et cette

surface présente les caracteres
pa—Pi~b /",=H»

6. Retournons a la surface F. En combinant les relations (2)
et (3), on obtient
/5) 3C «+ E«i* = 3K.

A deux courbes'équivalentes sur la surface F ou FO, corres-
pondent sur F2 deux courbes équivalentes. La relation (0) donne

c’est-a-dire, puisque Kj

(6)
D’ailleurs, les relations ( 1) donnent

C»=«01-t- «02 + «0:i-t- «0v aal
Co= Kol h- «12-+- - 1t'il -t-an 5!

Go= «Or“" «1 -+B«25+ «Js -+- fll 3
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Nous avons vu que parmi les courbes K se trouvent des courbes

formées des ,0 arétes d’un des pentaédres formés avec 5 des plan!

ao, «1, ' *5' hUr la SUrface F?> cette propriété conduit aux
relations

<. *= 1,2, 3, 4, 5),
Ki=2a« (~=0 2 3,4, 5),,

(f, c=o,,, 2 3, 4)!

1» >1““ courbes dos deux membres de

eC en-“ P*" """““P'0- ««m« courbe re,,-
conne U, en a points et les courbes 8@ a al a
chacune en, point. Si donc * est Te degré de ona "’
X -t-8 = 3.2

ct'rbe~O . MeN I« qul' iS°lée m
[ ““"/““e F est [image d’une involution du a* ordre rtré-
TJ3ZI1 20 P°IntS UniS aPPartenant a une surface F, de

P"=Pg = 4, pi)=u! P2=io.

Sur la surface F, se trouvent ,5 courbe, etUpliaues nouant
,tar les points uni, de I’involution, un point uni apnartenZta

0 b N\ % *
COU,bcs nSllt rumnwmbmm’icanonigue de la surface.7

7. Rapportons projectivemenl les »* surfaces F aux hyperplans
U, espace bnéairc S. & & dimensions. Aux poin.s de IVspaeé ?

d’ordre .0O. noimale V, , a 3 dimensions

Les surfac F touchant en A,, une droite p passant par ce

hyperplaaTpassam”parTn pota™P dl VJI»! cTnoiTeTs™ ©

[dan car unrélé’bL0KqUe ™ dI'?iLe P Va'ie’ le P°'nt P ~crit un
roZZ=Z=~Ffrt. P A > — <<bne-

Considérons maintenant une droite p s’appuyant sur la droite
°l Pnr eXemple’ en Un poi,U P distinct de A(ll., AHa, Al( ., A,, ,.
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Les surfaces F touchant en P la droite/, rencontrent le plu
en dehors de «... suivant une courbe du 4* ordre coupon.:¥.
5 points P, A.,,, A.,., A..., A.,.. Cette courbe contrenUonc
seconde fois «... Les surfaces en queslton sont» et formen un
systeme linéaire de degré égal a oelu. du system» |[K — a,, »m
une surface F, o'est-a-dire a 7. A ces surfaces correspondent

perplans pissant par un point P' de VJ-, triple pour cette
varié! Lorsque I» droite , e, le point P var.ent, le pot». P

. «>

décrit une droite commune aux plans «012, «om, «0n,
droite, bol, est triple pour la variété V10.

A la surface F irréductible considérée, correspond une section
hyperplane irréductible F, rie VVJ". Celle surface 11 coupe es

droites bu, homologues des droites aih suivant ,0 points rip es
,ue nous désignerons par A,. La surface F. contient ao droites

a-,ij appartenant a laps . ..
L)Qppomts ée UIE( Iomﬂmment voisins de A« correspondent le

ms-

points de la droite «,,m U en résulte que le cone cubique tangent
F, en A* est rationnel et équivalent a la dro.le a* de degré
Ce cbne est normal dans I’hyperplan S, contenant F,:

La droite aM représente le domaine du point Aai de F et

iUz ixxecoueSes\Vde F correspondent les sections hyperplanes

de Fi; nous continuerons a les désigner par t ux cour e
de F correspondent sur F, des courbes du io* ordre, passant par
les ,5 points triples Au- de la surface; elles seront toujours dési-

~Observons en passant que les courbes C Je F, ont pour sections

hyperplanes les groupes J'une série par.cnon.gne.8

8. La surface Fd posséde :

,5 points triples coniques a cdnes tangents rationnels;

p° Un systéeme linéaire de courbes C, de meme 01 re que
surface, passant par les points triples, le long de chacune des-

quelles il y a une hypersurface cubique osculant la surface.

Cette seconde propriété est en effet la traduction projective de

la relation fonctionnelle (0).

) Pinnae
Il résulte de ces deux propriétés que la surface |

_g_



d’une involution cyclique d’ordre 3, 13, appartenant a une certaine
surface que nous désignerons par F3 (*). L’involution I, posséde
i5 points unis parfaits correspondant aux i5 points triples de F|.

Le genre arithmétique pa et le genre linéaire />*’) de la surface
Fit seront donnés par les formules

I'-ip-lea 1) = 3.12.5 — 4.10,
dotpa=9,
R p<)y—i= 3.5 + 13,
d’ou [All = 31.

Aux courbes C correspondent des courbes C:l, de genre 3i,
passant par les ta points unis de I'involulion I;, homologues des
points de diramalion ANoOus désignerons ces points unis par
A", A"2, . _ A".. Le systeme |C3! a le degré effectif i5.

Aux courbes K correspondent sur F3 des courbes K, de
genre 31, formant un systeme linéaire, privé de points-base, de
degré 3o. D’aprés la théorie des involutions,-les courbes C3 et K3
appartiennent a un méme systéme linéaire.

Les courbes canoniques de Ft, c’est-a-dire les courbes C,
passent simplement par les points triples A/, de cette surface;
idles ont, d’apres la théorie des involutions, pour transformées les
courbes canoniques de F3 passant simplement par les points unis
A'-, de F,. Il en résulte que le systtme canonique de F3 est le
systéme linéaire complet | Knj = | C3L

Supposons que le systeme complet | K3l ait une dimension
supérieure a p,,—i = 8. Il contient alors 3 systemes linéaires
partiels appartenant a I'involution 13 : le systéeme des transformées
des courbes K; celui des transformées des courbes C; enfin un
systeme de courbes K, qui, d’aprés la théorie des involutions,
doivent avoir pour points doubles les points unis (parfaits) A)):
de 13. Le systeme |K.3l étant de degré 3o, la courbe K3, si elle
existe, est isolée et de genre if). Il lui correspond sur F, une
courbe K d'ordre to, de genre — 4 d’aprés la formule de Zeulhen
et par conséquent dégénérée. D’autre part, la courbe K, n’est pas
rencontrée par les courbes C! en dehors des points unis A", et par
conséquent a la courbe K doivent correspondre des points isolés

(") Recherches sur les involutions cubiques appartenant a une surface
algébrique (Bulletin de VAcad. de Belgique, 1921, p. io5-i24).



de la surface F, en nombre au plus égal & io, appartenant a
toutes les courbes K. Ces points ne peuvent étre parmi les points
Ai*/, qui jouent des rbéles symétriques. On en conclut que la
courbe K3 ne peut exister. Le systeme canonique |K3| de F3 a
donc la dimension p,,—! =8 et la surface F! est réguliere
(Ps=Pa=9).

Nous prendrons comme surface F, le modele projectif cano-
nique de cette surface, c’est-a-dire une surface de l'ordre 3o, de
I’espace S8, dont les sections hyperplanes sont les courbes cano-
niques K3 = C3,

Sur cette surface, I'involution 13 est engendrée par une homo-
graphie de S;t, de période 3, ayant deux axes ponctuels : I'un de
ces axes est un espace <3, a 3 dimensions, ne rencontrant pas la
surface; le second est un espace crd a 4 dimensions, rencontrant
la surface aux i5 points unis A",.. Les hyperplans passant par
découpent les courbes homologues des courbes K; ceux qui
passent par o-, découpent les transformées des courbes C. Les
points A(7. sont simples pour F3 et le plan tangent & la surface en
un de ces points s’appuie suivant une droite sur ct3.

Ih Aux 20 courbes iua de F correspondent sur F3 des courbes
elliptiques que nous désignerons par a"kr Chacune de ces courbes
contient 3 points A"/ et par un de ces points, passent 4 courbes Nn’N.

La courbe aM coupant les courbes Iv en un point, la courbe a",.|
coupe les courbes K3 en 3 points et est donc une cubique ellip-
tique dont le plan s’appuie suivant une droite sur ¢/ et suivant, un
point sur a3.

A deux courbes équivalentes de F correspondent deux courbes
équivalentes de F3, par conséquent la relation fonctionnelle (4)
donne, sur F3, /

4(n= 2K, 4- Xalu.
On en déduit

‘7 Ci=aKjs Xa,"*/.

L’ensemble des courbes a"ikt constitue donc une courbe bicamo-
niquc de F3.

Considérons la courbe a” . Elle contient les points A”,, A",
Air Par chacun de ces poinLs passent trois autres courbes ca'rl;
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par V", par exemple, passent les courbes aal3, «On> aoi;r " 011
coupe les courbes des deux membres de (7) par les courbes
et si X est le degré de cette courbe, on a
6 =X-+q,

d’ou X — — 3. Les courbes a'12 et en général les courbes aM sont
donc de degré — 3.

La surface F est Limage d'une involution cyclique du
»- ordre présentant i5 points unis parfaits, appartenant a
une surface F, de genres

Pa—P%~9, [?2(>= 3], I’-2=40.

Sur la surface F3 se trouvent 20 courbes elliptiques passant
par les points unis de Vinvolution, un point uni appartenant a
/, courbes et une courbe contenant 3 points unis. L'ensemble de
ces courbes constitue une courbe bicanonique de la surface.

10. A un point de F> correspond un point de F el a ce point,
;; points de F:). A un point de FI correspond un point de F el a ce
point, 2 points de F3. Les surfaces F > F, sont donc liées par une
correspondance (2, 3). Nous désignerons par F* une surface
représentant les couples de points homologues dans celte corres-

pondance.

A un point de F correspondent G points de F se répartissanl
en deux groupes de 3 points d'une involution J, ayant F2 comme
image, ou en trois groupes de 2 points d’une involution J2 ayant
F3 comme image.

A un point de F3 infiniment voisin du point simple A,,., corres-
pond un point de F infiniment voisin de Aua a cc P°'nt corres-
pondent 3 points de la courbe aiKl. A ces trois couples de points
homologues dans la correspondance (2, 3) entre F-, et Fcorres-
pondent 3 points de F* engendrant une courbe elliptique aud.

A un point de la courbe g'ikl correspondent sur F., 2 points
confondus en A',.,, par conséquent, dans la correspondance (', F)
existant entre Fi et F*, la courbe de diramalion ostia courbe la,,.,.
La courbe unie de I'involution J2 est 2alkl.

De méme, & un point de F! infiniment voisin du point simple
AJ, correspondent 2 points de la courbe aiu. Les couples de points
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ainsi obtenus sont représentés sur F* par 2 points appartenant a
une courbe elliptique aik, transformée de aik et de A\k.

A un point de A'jk correspondent sur F-, 3 points confondus
avec A(/, par conséquent, dans la correspondance (1, 3) existant
entre F?2 et F*, la courbe de diramation est La courbe 2a*,
est la courbe unie de I’involution J.,.

A une courbe C de F correspond sur F* une courbe C*. Entre
G, et C* nous avons une correspondance (r, 3) présentant
30 points de diramation, donc C* est de genre 61. Entre CI! et C',
nous avons une correspondance (1,2) dépourvue de points de
diramation. On retrouve la valeur 61 pour le genre de C*. Les
courbes C* forment un systeme linéaire | G* de degré 3o et de
genre 61.

Aune courbe K de F correspond sur F* une courbe K*. Entre
K, et K*, nous avons une correspondance (1, 2) présentant
60 points de diramation, donc K* est de genre 91. On retrouve
cette valeur en considérant la correspondance (1, 3) entre les
courbes K > et K*. Le systéme linéaire |K*| a le degré 60 et le
genre 91.

11 Etudions en premier lieu la correspondance (1,2) existant
entre F3 et F*. Cette correspondance posséde, sur F;), la courbe
de diramation 2a/w et 10 points fondamentaux A"ik. Sur la sur-
face F*, elle possede la courbe unie 2 alkl elles courbes fondamen-
tales all,..

Le systeme canonique de la surface F* comprend les courbes
transformées des courbes canoniques de F:it, augmentées de la
courbe unie et des courbes fondamentales. Le systéme canonique
de F, est | K, |. Une courbe K, transformée d’une courbe K de F,
ne passe pas par les points fondamentaux A-k. On en conclut que
le systeme canonique de la surface F* est

| F* -+ .£a*k -+ S afkl |.

Partons maintenant d’une courbe C;, ; sur F:l, elle appartient au
systeme | K, | mais passe parles i5 points fondamentaux AJ,.. Sa
transformée sur F* se compose donc d’une courbe C* augmentée
des courbes fondamentales alk. Le systéeme canonique de F* est donc

[C*m ]l -a3k + - aiki |



On a d’ailleurs
K*=C* + Ta;t.

Observons que les courbes elliptiques a'ik sont isolées et ne se
rencontrent pas deux a deux. De méme les courbes elliptiques a*kl
sont isolées et ne se rencontrent pas deux a deux. Une courbe a\
rencontre 4 courbes a*u et une courbe a*kl rencontre 3 courbes aik
Les 60 points communs aux courbes aik et a\M sont unis a la fois
pour les involutions J2 et Jil.

Les courbes aiksont fondamentales pour le systeme | K* | et les
courbes a\kl fondamentales pour le systeme | C* |.

Considérons maintenant la correspondance (i, 3) entre les
surfaces F2 et F*. Sur la premiére de ces surfaces, la correspon-
dance posseéde la courbe de diramation =a'ik et 20 points fonda-
mentaux A'w. Sur F* la correspondance possede la courbe unie
2aik et les courbes fondamentales a*ik(. Observons qu’a un point
de a'lk correspondent 3 points confondus de la courbe aik Il en
résulte que le systeme canonique de F* comprend les courbes
transformées des courbes canoniques C2 de F2, augmentées de la
courbe unie comptée deux fois et des courbes fondamentales. On
retrouve donc le systeme

| C* -t- x—a'k -f- —a\ki |.

Sur Fo, le systtme bicanonique comprend les courbes 2C*
et K> Considérons une courbe K.,; elle passe par les 15 points
fondamentaux A'ik/ eL sa transformée sur F* est donc une courbe
du systeme | K*+2a(77|. En ajoutant a celte courbe la courbe
unie 2a*ik comptée quatre fois et les courbes fondamentales
comptées deux fois, on obtiendra une courbe bicanonique de la
surface F*. On a donc

Par conséquent, on a
(O K* Y alk i - aikt-
On en déduit

©) C Vah -+ - a\kl.
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De ces relations, on pourrait d’ailleurs déduire respectivement
les relations (6) et (7), et inversement.

12. Soientpa le genre arithmétique et le genre linéaire de
la surface F*. Des formules établies par M. Severi () sur les
genres de deux surfaces en correspondance rationnelle, on déduit
sans peine, en appliquant ces formules a la correspondance entre

F, et F*,
Pa—34, />(*>=211.

Observons qu’en utilisant les relations (8) et (9), le systeme
canonique de F* peut étre représenté par

| C* -+ K* | = | 3Saik 0- 2 Sa*ki |.

Référons-nous a un modele bicanonique de la surface F*; les
sections hyperplanes sont donc les courbes 2C* + 2K.*; la surface
est d’ordre 4 X 210 et appartient a un SoVl.

Des relations (8) et (9) et du fait que les courbes a*k sont fon-
damentales pour |K* |, les courbes a\kl fondamentales pour|C*|,
on déduit facilement que les courbes a\k sont de degré —2 et
sont, sur la surface bicanonique considérée, des quartiques ellip-
tiques. Les courbes aua sont de degré — 3; ce sont des sexliques
elliptiques sOr le modéle bicanonique de la surface.

La surface du 5e ordre circonscrite a un hexaédre complet,
représente une involution du 6¢ ordre appartenant a une sur-

face de genres
pa = 34, pW= »11.

(Manuscrit regu le 3i janvier 1940.)

(m) Suite relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie in
corrispondenza algebrica (liend. Hi Istituto Lomb., 190.3, p. 4'j5-3i5).



