
COSTRUZIONE DI SUPERFICIE ALGEBRICHE IRREGOLARI

Di L. Godeaux, Liegi.

In alcuni lavori abbiamo cercato di costruire superficie irre- 
golari rappresentanti involuzioni appartenenti alla superficie im- 
magine delle coppie di punti non ordinati di una curva alge- 
brica [1]. Se L è una curva algebrica contenente una involuzione 
ciclica yv di ordine p, la superficie F rappresentante le coppie di 
punti non ordinate della curva L contiene una involuzione ciclica / 
di ordine p. Se l’involuzione yp non è razionale, una superficie 
immagine della involuzione / è irregolare. Vogliamo, in questa 
nota, esporre i risultati ottenuti ed altri nuovi. 1

1. - Consideriamo una curva algebrica L di genere n, con
tenente una involuzione ciclica yp di ordine primo p = 2v + l 
maggiore di due. Diciamo t la trasformazione birazionale di L 
in sè 'génératrice della involuzione yp,L' una curva immagine 
della involuzione yp e n il suo genere. Supporremo t/>0 e che 
la curva L' non sia iperellittica salvo se n' = 2 .

11 numéro 8 dei punti uniti di yp è dato dalla formula di 
Zeuthen,

(p — 1) 8 = 2 (ti — 1) — 2p (ji — 1) .

Indichiamo con F la superficie che rappresenta le coppie di 
punti non ordinati della curva L e con F’ la superficie analoga 
relativa alla curva L' [2].

Essendo Ai,A%, ...,Ap e A./, A2', ..., Ap due gruppi della in-
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Questo gruppo è completamente determinato da uno qualun- 
que dei suoi punti, dunque abbiamo sulle superficie F una involu- 
zione J di ordine p2 di cui la superficie F' è evidentemente l'im- 
magine.

Osserviamo che ai punti Ai,Ak' di L,r fa corrispondere i 
punti Ai+1, A'k+1, dunque esiste una trasformazione birazionale 
T di F in sè che fa corrispondere il punto Ai+lk+1 al punto Aik. 
Questa trasformazione è ciclica di periodo p e genera sopra F 
una involuzione I di ordine p.

Un gruppo della involuzione J contiene p gruppi della invo
luzione /, dunque se noi chiamiamo una superficie immagine 
della involuzione /, ad ogni gruppo di J corrisponde sopra <£> un 
gruppo di p punti che formano una involuzione J'. Una immagine 
della involuzione J' è la superficie F’.

Come si sa, T irregolarità della superficie F è eguale axe 
quella di F' a n . Dunque, T irregolarità della superficie 0 è 
compresa fra n e x.

2. - Sulla superficie F, i punti che rappresentano le coppie di 
punti di cui l’uno è fisso, generano una curva H di genere tt. Si 
ha cosi sulla superficie F un sistema {//} di grado uno e di indice 
due. Sia K la curva di F che rappresenta le coppie di punti di L 
formate da due punti sovrapposti. Questa curva, di genere tt , è 
l’inviluppo del sistema {//}.

Essendo At,A2, Ap un gruppo di yp, le curve FI relative 
a questi punti si incontrano ancora in pv punti rappresentanti le 
coppie di punti distinti del gruppo considerato. Quando varia 
questo gruppo, questi punti generano una curva fCj .

Diciamo H{, Fli, ..., FLh le curve FI relative ai 6 punti uniti
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della involuzione y ,0i,02, ..., 0(S i punti di contatto di queste 
curve colla curva K,Oik il punto comune allé curve Hi,Hk.

1
I ô punti Ol,Oi,...,Os e gli 2<K<5-1) punti Ol2,Ol3,...,Os_i a

sono punti uniti della involuzione / e questa involuzione non 
possiede altri punti uniti.

Yediamo quali sono le curve unite della involuzione j.
Siano H\ H2,..., Hp ed Hn,H'2, ..., H'p le curve H cor- 

rispondenti ai punti Al,A2, ..., Ap ed A/, A2', ..., Ap di due 
gruppi di yp. Le curve Hi tagliano le curve H'k nei punti di 
un gruppo di /. Se il gruppo Ax, A2, ..., Ap si riduce ad un 
punto unito di y , i p2 punti del gruppo di J si riducono ad 
un gruppo di p punti di I. Dunque, le curve H{,H2, ..., //,, 
sono curve unite della involuzione /, da contare p volte.

Se il gruppo A/, A2',..., A,,' coincide col gruppo Ai,A2, ..., Ap, 
il gruppo di / si riduce ad un gruppo di p punti di I sulla curva K 
ed al gruppo dei punti comuni a due curve //t, H2, Hp, da 
contare due volte. La curva Kx è dunque una curva unita della 
involuzione /. Osserviamo che il gruppo dei pv punti comuni a 
due curve Hy, H2, Hv contiene v gruppi di /.

Diciamo, sulla superficie F', H' le curve che rappresentano i 
gruppi di L' di cui un punto è fisso e K' Finviluppo del sistema { H'}.

II sistema {H} è mutato in sè della trasformazione birazio- 
nale T di F in sè, génératrice della involuzione I. Consideriamo 
una curva //. A questa curva corrisponde sulla superficie <£> una 
curva H di genere v. Sulla curva H, vi sono v coppie di punti 
appartenenti a gruppi di I, dunque la curva H possiede v punti 
doppi. II luogo di questi punti è la curva A, omologa di . 
Diciamo K la curva, di genere n, corrispondente ai gruppi di / 
della curva K.

Ad una curva H' corrisponde sulla una curva IF Al punto 
di contatto di H' colla curva K' corrisponde sulla «ï» un punto della 
curva K ed i v punti doppi di H, da contare due volte.

Ad una curva canonica C di ¥’ corrisponde sulla una 
curva C0 e sulla F una curva C0. Se noi diciamo IF , II2, ..., H 
le curve di <& che corrispondono allé curve Ht, H2, ..., Hs, queste 
curve sono curve unite, da contare p volte, della involuzione J'. 
La curva unita di J' contiene la curva Ki e le curve Hu H2,..., Hà ;
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dunque, per il teorema di Castelnuovo, la curva

C0+(p-l) (Hi + H.2 + ... + H/i) + lKl

è una curva canonica di <ï>, essendo X un intero positivo.
Ne deduciamo che la curva

Cn+(p -1) (Hi + Ht + ... + Ha)+iKl

è una curva canonica di F.
Una curva canonica C di F' taglia una curva H' in 2n — 3 

punti ed una curva canonica di F taglia'^una curva H in 2n — 3 
punti. Dunque la curva unita di J taglia una curva H in

2n—S — p (2n — 3) = (/> — 1) (Ô + 1)

punti. Dobbiamo dunque avere

(P~l)ô + (P-1)’- = (P- 1)('5+1) »

perché la curva Kr incontra una curva H in p — 1 punti. Abbiamo 
quindi X = 1.

La curva

Co + (p — 1 ) (Hi + Hi + ... + H^) + Kt

è una curva canonica di $ e la curva

C0+ (p — 1) + + Kt

una curva canonica di F.

3. - Esaminiamo adesso la struttura dei punti unili della invo- 
luzione /.

Consideriamo sulla curva L una sérié lineare compléta, non 
spéciale, | Dl j . A questa sérié, r e le sue potenze fanno corri- 
spondere serie lineari 1D2 j, \D31, ..., Dp . La sérié compléta

| D i = Dl + Di + ... + Dp\
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è mutata in sè da t e contiene una sérié lineare parziale senza 
punti fissi, di cui tutti i gruppi sono mutati in sè da r. La sérié | D | 
contiene ancora altre sérié parziali di cui gruppi sono mutati in 
sè da t, ma queste sérié possono avéré punti fissi, uniti da yv. 
Diciamo r la dimensione della sérié | D | e rapportiamo i gruppi D 
agli iperpiani di uno spazio Sr. Alla curva L corrisponde una 
curva L, normale, sulla quale l’involuzione yv è determinata da 
una omografia che sarà ancora chiamata r. Se r0 è la dimensione 
della sérié parziale di | D | senza punti fissi di cui sopra, la omo
grafia r possiede un asse puntuale <x di dimensione r0. Gli iper
piani passanti per gli altri assi di t tagliano sulla L una sérié 
senza punti fissi, dunque i punti uniti di yp si trovano tutti sul- 
l’asse cr.

Consideriamo due di questi punti uniti Ai, Ak. Le tangenti ai, ak 
alla curva L in questi punti sono unite per la omografia t e dunque 
si appoggiano sopra assi di t. Dobbiamo esaminare due casi :

1°) Le tangenti a4, ak si appoggiano in punti A/, Ak di 
uno stesso asse di r ;

2°) La tangente at si appoggia in un punto A/ sopra un 
asse e la tangente ak in un punto Ak sopra un altro asse di r.

Esaminiamo il primo caso. Lo spazio A^^/Ak è unito per r 
ed in questo spazio, x détermina una omografia biassiale x' di cui 
gli assi sono le rette AiAk ed A/Ak . Consideriamo una rigata 
luogo di corde della curva L contenente la retta AiAk. Fra le 
quadriche tangenti a questa rigata lungo la retta AiAk, si trovano 
le quadriche passanti per le rette AtAk, AiAi', AkAk.

Nello spazio AiAkAi' Ak, prendiamo come tetraedro di riferi- 
mento il tetraedro di cui i vertici sono (1, 0, 0,0), Ak(0,1, 0, 0), 
A/ (0, 0, 1, 0), y4fc'(0, 0, 0, 1). Le quadriche di cui sopra hanno 
per equazione

lixix4 + l2x2x3 + P.3x3x4 = 0 (1 )

e l’omografia r',

%i • • #3 • ^ . Aî/g • £Ayg • EX^

dove e è una radice primitiva di ordine p della unità.
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Alla quadrica (1), r fa corrispondere la quadrica

XlxixA 4- ^2xzx3 + A3eX3x4 =0 (2)

che tocca la prima nei punti della retta AiAk.
Ne concludiamo che ad una curva tracciata sopra F e passante 

per Oik, T fa corrispondere una curva che tocca la prima nel 
punto Oik. Dunque, i punti infinitamente vicini di Oik sono uniti 
per T. Oik è un punto unito di prima specie dell’involuzione I [3].

Esaminiamo il secondo caso. Collo stesso tetraedro di riferi- 
mento, la omografia t è rappresentata da

x4 : x2 : x3 : x/ = x4 : x2 : exs : sax4 ,

dove a è un numéro intero compreso tra 1 e p.
Alla quadrica (1), t fa corrispondere la quadrica

/.lea~1x1x4 + A2xzx3 + X3eax3x4 = 0 . (3)

I piani tangenti in un punto (ji, y2, 0,0) della retta AiAk 
aile quadriche (1) e (3) hanno rispettivamente per equazioni

/.iy2x3 + liy4xl = 0 , hy^a+ ea-1lly4xi = 0 .

Si vede che il punto unito Oik è adesso un punto unito di se
conda specie. Nell’intorno del primo ordine di questo punto, T dà 
una omografia generata da

: jx = eX : ea/u .

I due punti uniti di T, infinitamente vicini di Oik, si trovano 
sulle curve //,, Hk. Si sa che la conoscenza di a basta per deter- 
minare la struttura del punto Oik [4].

4. - Consideriamo adesso il punto unito Oi.
Questo punto appartiene aile curve K ed che ivi si toc- 

cano ed hanno dunque in comune un punto 0/ infinitamente 
vicino ad Ot, unito per la involuzione I.

Rammentiamo un punto stabilito nella teoria dei punti uniti 
di seconda specie. Se P è uno di questi punti per una involuzione,
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diciamo P1 uno dei sui punti uniti infinitamente vicini e suppo- 
niamo che questo punto non sia unito di prima specie. Allora vi 
sono due punti P2, P2 uniti infinitamente vicini di Px. Conside- 
riamo una curva M appartenente alla involuzione e passante per 
P, Pi. Un ramo lineare della curva M, di origine P, passa per 
uno solo dei punti P2, P2, ad esempio per P2. E questo punto è 
sempre lo stesso per tutte le curve appartenenti alia involuzione e 
passanti per P, Pt.

Nel nostro caso, il punto 04 è origine di due rami lineari, 
l’uno sulla curva K, l’altro sulla curva H{ e questi rami non pas- 
sano per uno stesso punto infinitamente vicino ad 0/. Ne dedu- 
ciamo che il punto 0/ è unito di prima specie per la involuzione /.

Consideriamo sulla curva L una serie lineare di dimensione 
uno, di cui è doppio il punto unito di yp, corrispondente al 
punto Oi. Se questa serie non è trasformata in sè da r, la curva 
corrispondente sulla F non è trasformata in sè da T. Questa curva 
passa per 0L e la sua trasformata non la tocca nel punto 0,-, Dun- 
que, nell’intorno del punto 0,, T non dà l’identità e 0( è punto 
unito di seconda specie, ma vi è un punto unito di prima specie in 
questo intorno. Abbiamo dimostrato altrove che T dà nell’intorno 
di Oi, la omografia

1' : fi —el : e2fi .

Osserviamo che se O è un punto unito di seconda specie di una 
involuzione, ciascuno dei punti uniti infinitamente vicini ad O nel- 
l’intorno di primo ordine appartiene ad un solo ramo lineare di 
origine O, sopra una curva appartenente alia involuzione salvo se 
il punto considerato è unito di prima specie. Ora, il punto 0, è 
origine di almeno due rami lineari di origine 0;, l’uno sopra la 
curva K, l’altro sulla curva Ht. Ne concludiamo che O' è un 
punto unito di prima specie per I.

5. - Le curve canoniche C di F trasformate delle curve cano- 
niche C di <E> passano p — 2 volte per un punto unito di prima spe
cie ed hanno, in un punto unito di seconda specie, una moltiplicità 
inferiore a p — 2 [5]. Abbiamo visto che le curve C, trasformate 
delle curve canoniche C di F', aumentate della curva unita di J, 
passano 2(p — 1) volte per i punti uniti Olk e p—1 volte per i 
punti uniti 0(. Dunque è probabile che le curve canoniche C di F,
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trasformate delle curve canoniche C di 0, appartengano ad un 
sistema più ampio che | C0 | .

Supponiamo che la curva L sia una curva canonica, cioè una 
curva di ordine 2n — 2 dello spazio SM_1 . Sopra questa curva, la 
trasformazione r è determinata da una omografia che sarà ancora 
detta t . Alla serie canonica di L' corrisponde sopra L una serie 
che, aumentata di p — 1 volte i punti uniti di yp, dà gruppi cano- 
nici di L. Ne concludiamo che la omografia r possiede un asse <x0, 
di dimensione tt'—1, che non incontra la curva L.

Nella serie canonica di L, abbiamo p serie parziali appar- 
tenenti alia involuzione yp [6], dunque la omografia t possiede, 
oltre a a0,p — 1 assi puntuali Gli iperpiani di

contenenti al, a2,ap_j contengono gli spazi a p dimen
sion! osculatori alia curva L nei punti uniti di yp.

Agli assi a0, oi,..., o t possiamo associare rispettivamente i 
numeri e° = l, s, ..., ep_1, essendo e una radice primitiva di ordine 
p della unità. ^

Consideriamo la varietà di Grassmann di Sr, dove r~ 2 7I(7T—!)’

rappresentante le rette di S. Aile corde di L corrispondono 
sopra questa varietà un modello proiettivo di F di cui le sezioni 
iperpiane sono le curve canoniche C. Sopra questa superficie F 
la trasformazione T è determinata da una omografia T che cor
risponde a r. Diciamo 20,21,2p_t gli assi della omografia 
T e supponiamo che a questi assi siano rispettivamente associati 
i numeri 1, e,..., ev~1.

Nello spazio lineare S3l_j di L, consideriamo uno spazio o 
lineare a n—3 dimensioni contenente gli spazi o1? ..., op_l .
La rigata delle corde di L appoggiate sopra a ha per immagine 
sopra F una curva C0. D’altra parte al complesso lineare di 
asse o corrisponde nello spazio Sr uno iperpiano passante per gli 
spazi 2%,..., -S'p.i. Ne concludiamo che le curve canoniche 
di F trasformate delle curve canoniche di 0, sono tagliate sopra 
F dagli iperpiani contenenti gli assi 2t, 2ÿ,2^,-,. Diremo C* 
queste curve. Il genere geometrico pg di 0 è dunque eguale alla 
dimensione dello spazio 20 aumentate di uno.

Lo spazio 20 contiene le immagini delle rette congiungenti 
due punti di a0, oppure un punto di a1 con un punto di 
ap_ oppure un punto di ay con un punto di oy+1. Diciamo 
r0 = ji'—l,rl,r2,...,rp_1 le dimensioni degli spazi a0, ot,a2,..., op_1.
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Abbiamo

Po= 2 n'^Jr' ~~ ^) + (ri + 1) (rp-l + 1) + (r2 + 1) (rp-2 + l) + "- +

+ (r,+ 1) (r» + i+l) » 

cioè

Pa=n~l-\ (*'— 1) (=*'— 2) + r,rp_i +r2rp_2+... +rvry+1+ v .

6. - Per calcolare il genere aritmetico p„ di <î> bisognerebbe 
eonoscere la relazione tra i generi aritmetici di una superficie e 
dï una involuzione appartenenti a questa superficie. Questa rela
zione è stata stabilita solo in qualche caso particolare e nel caso 
generale, si incontrano non lievi difficoltà. Ma possiamo calcolare 
l’irregolarità di d?.

Consideriamo sulla superficie un sistema regolare | G | e 
diciamo | G | il sistema corrispondente sulla superficie F. In gene- 
rale, il sistema | G | è più ampio che il sistema | G j ed è mutato 
in sè da T.

Una curva G rappresenta una corrispondenza (simmetrica) fra 
i punti della curva L. A questa corrispondenza corrisponde, sulla 
curva L', una corrispondenza fra i punti di questa curva. Questa 
corrispondenza è rappresentata sopra F' da una curva G’. Si vede 
cosi che al sistema | G | di d> corrisponde un sistema | G' | di F'.

Sulla superficie (p, il sistema j G | appartiene ad un sistema 
continuo ;G{ di oo^ sistemi lineari, dove g Sulla superficie F', 
il sistema \G'\ appartiene ad un sistema continuo j G'\ di oo'1' 
sistemi lineari. Al sistema j Gj corrisponde il sistema \G'\ e si 
ha dunqne q — n.

La superficie <P ha la stessa irregolarità n che la superficie F'.

7. - Un caso semplice, dove si puo calcolare pg e pa è (juello 
dove 1 involuzione yp e quindi F involuzione I non hanno punti 
uniti. Si ha allora

p Q/ — 1) = n — 1 .



Abbiamo studiato questo caso alcuni anni or sono [7]. Si ha

p,=2 («'— 1) [/«K—1) + 1} .

p.=\ (*'-l) [/>(*'-1)-1)-1 ■

la irregolarità di $ è eguale a quella tt' di F'.

8. - Vogliamo studiare un altro esempio.
Consideriamo la curva piana L di ordine sei, trasformata in 

sè dall’omologia di periodo tre,

V : V : V = xi : : sx3 , (4)

dove e b una radice primitiva cubica dell’unità.
L’equazione della curva L b

x\cp3(x-l, x2) +'P^2) = ^ >

dove le cp sono forme algebriche in x,, x2 di grado indicato dal- 
l’indice.

Abbiamo ;r=10, <5 = 6, n—2.
Per avéré il modello canonico della curva L, rapportiamo 

proiettivamente le sue curve aggiunte, cioè le cubiche piane, agli 
iperpiani dello spazio Sy. Poniamo Xijk = x\x\x\ e diciamo Oifk 
il punto di cui tutte le coordinate sono nulle salvo Xijk.

Cerchiamo gli assi della omografia r corrispondente alia omo- 
logia (1-). Si vede che si ha:

uno spazio a cjuattro dimensioni O003OS00O.2i0Ol20O03(), cor
rispondente alia radice e° = l, (o4)

un piano O20lOlilO02l, corrispondente ad s, (og)
una retta O102O0iZ, corrispondente ad e~ . (at)

I sistemi di cubiche invarianti per la omologia (1) sono

x\ ip0 + y3 (xl, x2) , x3 y>.2 (xi, x2) = 0 , x\ xpl (xt, *2) = 0 .

dove le \p sono forme algebriche di grado eguale a l’indice.
I punti uniti della curva L sono sulla retta x3 — 0, dunque la 

serie trasformata della sérié canonica di L' b tagliata dalle cubi-



che del terzo sistema. Sulla curva canonica L di S9, questa serie 
è tagliata dagli iperpiani passanti per gli assi o-4 e cr2.

Consideriamo adesso la superficie F tracciata sulla varietà di 
Grassmann di S44. La trasformazione T è una omografia di cui 
gli assi sono:

Uno spazio So di dimensione 15 contenente i punti rappresen- 
tanti le rette di S9 congiungenti due punti di o-4 oppure un punto 
di <X] con un punto di <x2.

Uno spazio Si di dimensione 15 contenente i punti rappresen- 
lanti due punti l’uno di o-4 e l’altro di cr2, e la retta cr, .

Uno spazio Z.2 di dimensione 12 contenente i punti immagini 
delle rette del piano o2 e le rette congiungenti i punti di o4 coi 
punti di .

Possiamo dire che agli a4, o2, sono associati i numeri e, s2, 1. 
Allora, agli spazi Z0, Z{, Z.2 sono associati i numeri e2, 1, s. Ne 
risulta che le curve canoniche di F trasformate delle curve cano- 
niche di 0 sono tagliate dagli iperpiani passanti per Z0 e Z.2 . 

Abbiamo dunque, per il genere geometrico di <P, pg= 16.
Supponiamo che il punto x2 = x3 = 0 appartenga alia curva L. 

Questo punto sarà indicato di O' ed è un punto unito di yp= y3. 
11 punto corrispondente sulla curva L di S9 è O300 . Dobbiamo 
avere <p& (xl, x2) = x2<p5 (xi, xz).

La tangente alla curva L di S,, nel punto O300 è comune agli 
iperpiani che corrispondono allé cubiche che toccano la curva L 
nel punto O'. Questi iperpiani passano per i punti O300, O201. 
II secondo di questi punti appartiene alio spazio o2. Si vede 
dunque che i punti uniti di y3 sopra la curva canonica L appar- 
tengono alio spazio a4 e che le tangenti a L in questi punti si 
appoggiano sullo spazio u2. Quindi, i punti uniti 012, Ol3, 05S 
della involuzione I sono punti uniti di prima specie.

I punti uniti 0it 02, Oa sono di seconda specie e, per 
jP = 3, non hanno influenza sul genere geometrico di

Fra il genere aritmetico di F e quello di 0, abbiamo la 
relazione

12(p<j+ 1) = 3-12(pB+ 1) — 15.4 — 8.6 .

Abbiamo dunque pa= 14.
La irregolarità di 0 b dunque eguale a quella, due, della 

superficie F'.
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