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SUR CERTAINES ENVELOPPES DE COURBES,
par M. Lucien Godeaux,

Professeur à V Université de Liège.

Dans une note déjà ancienne (1), nous avons considéré une surface 
qui est, de plusieurs manières, enveloppe de systèmes de surfaces. Le 
procédé utilisé peut servir à définir une courbe plane enveloppe de 
plusieurs familles de courbes. Nous allons reprendre cette question 
et y ajouter quelques compléments.

1. L’équation d’une conique inscrite dans le triangle de référence 
peut s’écrire, en choisissant convenablement le point unitaire,

X] -j- x2 + x\ — 2x2x3 —GG ‘2.x^x2 — 0.
Elle est l’enveloppe de la droite

X2Aq -j“ 2.(Xj -\- x2 x3) -p x2 ~ 0.
Soient cp^, x2, x3), <p2, cp3 trois polynômes entiers, rationnels et 

homogènes de degré m et i|q(%, x2, x3), +2, +3 tfois polynômes analogues 
de degré n. Considérons la courbe C, d’équation

(9i+i)2 + (92+2)2 + (93+3)2 — 2cp2cp34^24,3 ~ 2939i+3+i ~ ^cpjcp^+j = 0, 

d’ordre 2(m + n).
La courbe C peut être considérée comme l’enveloppe de la famille 

de courbes d’ordre m -\- n,
+ X(cp1+1 + 92+2 — 93+3) + 92+2 = °- (*)

Elle est aussi l’enveloppe de la famille de courbes
[lApi+l + p(9l4'l — 92+2 + 93+3) + 93+3 = °' 

mais cette famille de courbes ne diffère pas de la famille (1) ; on passe 
en effet de son équation à l’équation (1) en posant p. = — (X + 1).

Par contre, la courbe C est l’enveloppe de la famille de courbes
X29i+2 + Xfo+J + 92+2 — 93+3) + 92+1 = (2)

qui diffère certainement de la famille (1).
On trouve aisément que la courbe C est encore l’enveloppe de deux 

autres familles de courbes, à savoir

(1) BSL, 1935, pp. 106-109.
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X2?l+S + Xfo+i — 92+2 + 93+3) + 93+1 = 0.
X292+3 + X( — 9l+l + 92+2 + 93+3) + 93+2 = 0.

Ainsi, la courbe C est Venveloppe de quatre familles de courbes. 
Lorsque m = n, la courbe C est en outre l’enveloppe de trois autres 

familles de courbes

X29i92 4- M9i+i + 92+2 ~ 93+3) + +1+2 = 0.
X29i93 d~ M91+1 92+2 + 93+3) + +1+3 = 0,
X*9ï9s + Â(— 9i+! + 9sj+2 + cp3+3) + ÿ2ÿs = 0.

2. La courbe C peut être obtenue par un autre procédé.
Considérons les réseaux de courbes

Xi9i + V92 + '*>393 = 0, (5)
P1+1 + P-2+2 + M-3'+'3 = 0- (6)

Entre les courbes de ces réseaux, établissons la correspondance 

Pi • P2 • P3 = X2X3 : À3Â| : XjX2.
c’est-à-dire encore

Xl ■ X2 . X3 P2P3 ‘ p3pl • plp2‘ 

Écrivons l’équation (6) sous la forme

X2X3+1 + X3Xj^2 -)- XjX2(J;3 — 0. (7)
Deux courbes homologues des faisceaux (5), (7) se coupent en des 

groupes de mn points. Un point du plan appartient à deux de ces 
groupes. En effet, si nous fixons les x dans les équations (5), (7) et 
si nous interprétons les X comme coordonnées d’un point d’un plan (X), 
ces équations représentent une droite et une conique se coupant en 
deux points.

Recherchons le lieu des points x tels que les groupes de points dont 
ils font partie soient confondus. Il suffit d’exprimer que dans le plan 
(X), la droite (5) est tangente à la conique (7), ou encore que les coor
données cp!, <p2, y3 de cette droite satisfont à l’équation tangentielle 
de la conique. On obtient ainsi

0 <pj <p2 <p3

91 0 +3+2 _

92 +3 0 +1

9s +2 +1 0

En développant le déterminant, on retrouve l’équation de la courbe C.
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3. Ce qui précède suggère de remplacer la transformation quadra
tique entre les courbes des réseaux (5), (6) par une autre transforma
tion.

Supposons que l’on ait
pl ■ [J-2 '■ (•'-3 = 7.2^3 ■ ^1 • ^1^2’

d’où l’on déduit
Xx : X2 : X3 = p2p.3 : px : p.xp2.

Les courbes homologues des réseaux (5), (6) se coupent suivant 
oo2 groupes de mn points et un point du plan appartient à deux de 
ces groupes.

Le lieu des points du plan par lesquels passent deux groupes con
fondus s’obtient encore en exprimant que la droite (5), de coordon
nées <pj, cp2, <p3, est tangente à la conique

^2 ^3 4*1 + ^1 4^2 + ^1 ^2 ^3 = 0'

c’est-à-dire que ces coordonnées satisfont à l’équation tangentielle 
de la conique. On trouve ainsi

0 9i 92 93

9i 0 4s 0

92 4s 0 4i

93 0 4i 24,
c’est-à-dire

(<Pl4l — 93+3)2 + 4<Pl924243 = °-
Cette courbe est l’enveloppe des familles de courbes

*2?i43 + M<pi4i— 934s) — 9242 = °.
X29x42 + X(«p141 - cp343) - cp243 = 0

et, si m = n, de la famille
x29j92 + x(<p141 — <p343) — 424s = 0.

Les points <px = 0, 43 = 0 sont doubles pour la courbe enveloppe.

4. Supposons maintenant qu’entre les courbes des réseaux (5) et (6), 
nous ayons la correspondance

Pi ; U-2 ■ p3 : XxX2 : Xf . X| XxX3, 

dont les formules inverses sont
Xx • X2 : X3 = pi : pxp2 : p,2 P2p3-
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Par un point du plan passent deux groupes de mn points communs 
à deux courbes homologues des deux réseaux. Le lieu des points pour 
lesquels ces deux groupes sont confondus s’obtiendra encore en expri
mant que cpj, cp2» ?3 satisfont à l’équation tangentielle çie la conique du 
plan (X)

XiX2<|q + Xj2+2 + (x! — XjXd+a = o.
On obtient ainsi

0 9i„ 92 . 9s

9i 2+2 +1 ~+:

92 +i 2+3 0

93 ~+3 0 0
c’est-à-dire

(92+3 + 9s+l)2 - M+S^l+S + 9s+2) = 0.
Cette courbe est l'enveloppe d’une unique famille de courbes, à 

savoir -
^2(?3+3 + %2+3 + 9s+l) + 9l+3 + 93+2 = °- 

Cette dernière famille de courbes a mn points-base, intersections des 
courbes <p3 = 0, +3 = 0. Ces points sont doubles pour la courbe enve
loppe.


