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Sur une surface du quatrieme ordre possédant
dix points doubles,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Etant donnés cing plans dans I’espace, il existe <x)4 surfaces
du quatrieme ordre passant par les dix droites communes a ces
cing plans pris deux a deux. Ces surfaces ont des points dou-
bles aux points communs a ces plans pris trois a trois. Nous
montrons qu’une telle surface contient un systeme linéaire 003
de sextiques gauches de genre trois passant par les dix points
doubles. On peut transformer birationnellement la surface en
une autre surface du quatrieme ordre dont les sections planes
correspondent aux sextiques et qui possede dix points doubles
correspondant aux droites de la surface primitive, dix droites
correspondant aux points doubles de la surface primitive, un
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systeme linéaire 002 de sextiques gauches correspondant aux
sections planes de la surface primitive. Les deux surfaces sont
analogues au point de vue projectif et il nous a paru intéressant
de I'établir.

Ajoutons cette propriété . Le long d’une sextique de genre
trois tracée sur une des surfaces, il existe une surface cubique
inscrite dans la surface.

1. Soient a0, cg, a2 a3, a4 cing plans dont quatre ne passent
jamais par un méme point. Désignons par ak la droite com-
mune aux plans af, aft et par A-t le point commun aux trois
plans distincts de a(, a*. Dans ces conditions, un point Aik appar-
tient & une droite ajh lorsque les indices i, A j, h sont tous
différents.

On peut grouper les cing plans i, a, ..., al quatre a quatre
de cing maniéres et chaque groupement peut étre considéré
comme une surface du quatrieme ordre passant simplement
par les dix droites aik (et doublement par les dix points A(*).
On obtient ainsi cinq surfaces du quatrieme ordre linéairement
indépendantes et, par conséquent, les surfaces du quatrieme
ordre F passant par les dix droites ak forment un systeme
linéaire |F| de dimension 4,

Supposons r=4. Les surfaces F passant pas un point du
plan a, n’appartenant pas a une des droites «01, «02, a03, a04,
contiennent ce plan comme partie et sont complétées par ex/-1
surfaces cubiques passant par les droites al2, al3, ..., a3, c’est-
a-dire par les arétes du tétraédre de sommets A0l A02 A03 A04
Ces surfaces sont en nombre ex)3 et I’'on a donc r—1=3, contrai-
rement a I’hypothése.

Les surfaces F du quatriéme ordre passant par les dix droites
ak forment donc un systéme linéaire |F| de dimension quatre.

Ces surfaces ont des points doubles aux dix points Aik et
sont en général de genres un (p,=Pi=1).

2. Considérons une surface F irréductible, de genres un, et
désignons par C ses sections planes. Soient en particulier
C0, CM C2, C3, Ct les sections de F par les plans a0, al5 a2, a3, a4.

Chacun des points doubles Aik est équivalent, au point de
vue des transformations birationnelles, & une courbe ration-
nelle de degré —2 que nous désignerons par le méme sym-
bole Aik.
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Chacune des droites aik est une courbe rationnelle de degré
—2 que nous désignerons par le méme symbole aik.

Nous avons les relations fonctionnelles

Gl = «ll + «0? + «0s + «04 + AR + Al + Ald + AM -F a + am,
Gl=«04 + «42 + «43 + Uu + A -f A -)- Al + AB - AU + A},
Cl=aK+ al2 + + «%-FAw + AR+ Al + AR -F All + AY,
Cl =03 + «d3 + «23 + B34 + All + A02 + Al + Ajj + All + Al)
Ci=a*+ ad + Q4+ G4+ All + A0, + A3+ A, + A3 + A2

Désignons par K la courbe commune a deux surfaces F en
dehors des droites aik. Sur une surface F, nous avons

K=4C - S«i/;-2SA\t,

les sommations s’étendant aux dix droites ak et aux dix
points Ait.
En représentant par [X, Y] le nombre de points communs a
deux courbes X, Y, on a
[K,Cl=6, [K «*]=0, [K Ak|=1 [K, K] =24

Les courbes K sont des sextiques de genre trois, passant par
les dix points et le systeme |F| a le degré quatre.

3. On peut arriver a ce résultat par une autre voie.
Soient

tn(x,, X2, X3, Xi) =0, ¢ =0,..,mM=0
les équations des plans a0, a4, ..., a4 L’équation d’une surface F
s'écrit
Y0f4<f2P3% + \->2rs2ar0 + )2<P3R4Totpl + + M QB =0

Rapportons projectivement ces surfaces aux hyperplans
NoNO  XAX( -f- LXj -|- X3X3 + A4X4 =0

d’un espace linéaire Si a quatre dimensions.

Aux points de I'espace correspondent ceux d’une variété a
trois dimensions, V34, d’ordre quatre, dont I'équation peut
s'écrire

AOX(X2X3X4 4- A X2X3XAXD + A X3X4X0XE + A3X4X0X4X2 -f-

+ al XOX4X2X3 =0,



— 274

ou Ai est le déterminant des coefficients des quatre polynémes
tirés de 40, 9( g4 obtenus en retirant <

4. Considérons une droite
Cq3. % = P13 Pi

passant par A0L Les surfaces F touchant cette droite en ce point
sont données par

J2p3p4 + Asgau2 +  P2P3 = 0.

Par conséquent, au point infiniment voisin de All sur la
droite considérée correspond sur V3 le point

XI=0, Xt=0, X2 X3:X4= p3p4: p4p2: PaPs-

Par suite, au domaine de A0, correspond sur V3 le plan a’l
d’équations

Plus généralement, au domaine de Aik correspond le plan a'ik
donné par
X| = xft =0.

D’autre part, les surfaces F touchant en un point de la
droite «(1 le plan
Mo + Fi'fi = 0

touchent ce plan en tout point de cette droite. Aux points infini-
ment voisins de la droite «0l situés dans ce plan correspond
sur V3 le point

Pi X, 4* pOXt =0, X2= X3= Xi--0,

dont le lieu est la droite X2=X3=X4=0. Aux points infiniment
voisins de «0l correspondent donc les points de la droite a™0i
donnée par

Xl=X3= Xt -0.

Plus généralement, aux points infiniment voisins de la
droite aik correspondent les points de la droite a"lk dont les
équations s’obtiennent en annulant les X dont I'indice differe
de i et de k.

A une surface F correspond sur V34 une surface FI section
hyperplane de cette variété. La surface F' est du quatrieme
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ordre, passe par dix droites a'lk appartenant aux plans o'k et
possede dix points doubles A'ik appartenant aux droites a"ik.

La surface F' est du méme type que F, mais aux points Aik
correspondent les droites a'ik et aux droites aik correspondent
les points A'ik. Les sections planes de F' correspondent aux
courbes K, qui sont bien de genre trois. Aux courbes C corres-
pondent sur F' des sextiques de genre trois passant par les
points doubles

On observera que tout ceci revient a effectuer sur V3 la
transformation obtenue en rapportant projectivement aux
hyperplans d’un espace a quatre dimensions les hypersurfaces
du quatrieme ordre circonscrites a la pyramide fondamentale
de S4

5. Considérons, sur une surface F irréductible, une courbe K
irréductible. 1l existe oc3 surfaces cubiques passant par K et
ces surfaces coupent encore F suivant des sextiques K' satisfai-
sant a la relation fonctionnelle

K'=3C—K—£A*
D’autre part, on a

G=C0+ Cj Ct=2 f- 3 S Ajft;
donc
K'=4C— Zaikk—22A*= K.

Il en résulte que I'on a
2K=3C — SA*

Par conséquent, il existe une surface cubique inscrite dans
la surface F, le long de la courbe K.

Désignons par ¢ cette surface. La polaire d’'un point P par
rapport a F passe par les dix points doubles de cette surface
et coupe encore K en huit points. Par conséquent, les plans
tangents a F et a ¢ le long de K enveloppent une développable
de classe huit. La polaire de P par rapport a $ passe par les
huit points de contact des plans tangents a $ en des points de
K, passant par P et coupe encore K en quatre points qui sont
nécessairement doubles pour <. La surface $ posséde donc
quatre points doubles sur la courbe K.

6. Les surfaces cubiques passant par K forment un systéme
homaloidal. Rapportons projectivement ces surfaces cubiques
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aux plans de I’espace. A la surface F correspond une surface F{
du quatriéme ordre.

Désignons par A la surface lieu des trisécantes de K. On sait
que A est d’ordre huit, passe trois fois par K et est la surface
fondamentale de la transformation birationnelle T que I'on
vient de définir. Aux génératrices de A, T fait correspondre les
points d’une courbe KO0, du sixieme ordre et de genre trois,
appartenant a Fo.

Aux sections planes C de F correspondent sur F0 les sextiques
découpées par les surfaces cubiques passant par KOo.

Soit A0 la surface du huitiéme ordre, lieu des trisécantes de
KO0. Cette surface passe trois fois par K0 et ses génératrices
correspondent par T aux points de la courbe K.

Aux génératrices aik de A correspondent des points de KO0, qui
sont doubles pour F,. En effet, a une droite passant par un de
ces points, T-1 fait correspondre une cubique gauche formée
de la droite aik correspondante et d’une conique s'appuyant en
un point sur cette droite et en cing points sur K. Cette conique
ne rencontre plus F qu’en deux points, d’ou la propriété
énonceée.

A chacun des points Aik correspond une génératrice de Al
appartenant a Fo.

On voit que la surface F0 est analogue a F; les sextiques K
sont devenues les sections planes de FO, les sections planes C
de F deviennent des sextiques de F0, les droites aik de F devien-
nent des points doubles de F0 et les points doubles At de F
deviennent des droites de F0. Les relations d’incidence sont
conservées et les sextiques de F) passent par les dix points
doubles de la surface.

La surface F0 est d'ailleurs projectivement identique a une
section hyperplane F' de V43,

7.La surface A est de genre trois; elle coupe F suivant les
dix droites aik, suivant la courbe K comptée trois fois et suivant
une quartique de genre trois, qui est nécessairement une section
plane de F. On a donc

8C=3K + Zaik + 3SA* + C,

c’est-a-dire
7C=3K + S«jft + 3SAfs.
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'En_tenant compte des relations précédemment établies on en
déduit
26 =3K—"aik
C est la relation relative a la surface F0, analogue a la relation

2K=3G—2A»
trouvée sur F.

Désignons par C la section plane de F appartenant a A. Au
plan de cette courbe, T fait correspondre une surface cubique
¢'° passant par K0. D'autre part, C' appartenant a A, aux points
de cette courbe correspondent des points de F0 infiniment voi-
sins de KO. Il en résulte que la surface 40 est inscrite dans la
surface FO0, le long de KO.

Le plan « de G' coupe A suivant une courbe du huitiéme
ordre, formée de la courbe C' et d’'une courbe du quatriéme
°rc re passant doublement par les six points de rencontre de a
et de K. Cette derniére courbe se réduit donc aux cotés d’un
guadrilatére; ces cotés sont des triséeantes de K et appartiennent
donc a A. On en déduit que la surface ¢0 posséde quatre points
doubles sur la courbe KO

A la surface < T fait correspondre un plan «0 coupant Fl
suivant une courbe C*) appartenant a A0. Le plan *) coupe A,
suivant la courbe C*) et suivant quatre génératrices de Al qui
correspondent aux points doubles de & situés sur K.

Liege, le 4 aolt 1944.
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