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Sur les involutions du septieme ordre appartenant
a une surface de genres un,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I’Académie.

Nous avons consacré une série d’études aux involu-
tions de genres un (pa = P{ = 1) appartenant a une
surface de genres un également. Ces involutions n’ont
gu’un nombre fini de points unis et sont engendrées
par un groupe de transformations birationnelles de la
surface en elle-méme. Nos premieres recherches ont
porté sur les involutions d’ordre deux, trois, ou dont
I'ordre n’admet comme facteurs que deux et trois ().
Nous avons ensuite démontré que les surfaces de genres
un pouvaient également contenir des involutions d’ordre
cinqg et sept et en avons donné des exemples (2). Il
ne peut d’ailleurs exister d’involution d’ordre premier
supérieur a sept. Il restait a étudier les systemes de
courbes tracées sur une surface image d’une involution
d’ordre cing ou sept. Nous avons étudié le cas d’'une
involution d’ordre cing (3) et dans cette note nous
considérons les involutions d'ordre sept.

(*) Mémoire sur les involutions appartenant a une surface de genres un (An-
nales de I'Ecole Normale Supérieure, 1914, pp. 357-430 ; 1919, pp. 51-70).
On trouvera, dans notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Paris, Hermann, 1935), une bibliographie plus compléte
(p. 40, n° 12).

(2) Sur l'ordre des correspondances rationnelles entre deux surfaces de genres un
(Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1935, pp. 345-353).

(*) Sur les involutions cycliques du cinquiéme ordre appartenant a une surface
algébrique (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1939, pp. 41-50).
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions du septieme ordre

Si O est une surface de genres un image d’une involu-
tion d'ordre sept appartenant a une surface de genres
un, O posséde trois points de diramation qui sont des
points doubles biplanaires a chacun desquels sont in-
finiment voisins successifs deux points doubles bipla-
naires dont le dernier est ordinaire. Si I'on prend pour O
une surface normale sur laquelle les points de diramation
sont isolés, il existe sur cette surface six systemes li-
néaires de courbes de méme ordre que la surface. Nous
déterminons le comportement de ces courbes aux points
de diramation.

1. Soit F une surface de genres un (pa = P4 = 1)
contenant une involution cyclique 17, d’ordre sept,
n‘ayant qu’'un nombre fini de points unis. Désignons
par O une surface image de cette involution. La surface
O est de genres un (pa = P4 = 1) et, si nous supposons
gue c’est une surface normale, elle posséde des points
au plus doubles.

Construisons, sur la surface F, un systéme linéaire
complet | C| satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Il est transformé en lui-méme par la transforma-
tion birationnelle T de F en soi, génératrice de I'involu-
tion 1, ;

b) Il contient un systeme linéaire partiel |C, |, dé-

pourvu de points-base, appartenant a l'involution 17

Nous avons montré, dans nos travaux antérieurs,
que cette construction était possible.

Aux courbes Q correspondent, sur la surface O, des
courbes A formant un systéme linéaire complet | A |,
dont nous désignerons le genre par n. On peut d’ailleurs
supposer v aussi grand qu’on le veut, en remplacant
éventuellement | C | par un de ses multiples. Le systeme
| A | ale degré 2v— 2 et la dimensiontt. En rapportant
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appartenant a une surface de genres un

projectivement les courbes A aux hyperplans d’un
espace linéaire ST a w dimensions, nous transformons
<P en une surface que nous désignerons toujours par <P,
normale, d’ordre 2-n— 2.

Les courbes Ci et par suite les courbes C ont le genre
ilT—6- Le systtme |C| a par conséquent le degré
14(77-— 1) et la dimension In — 6. Rapportons projec-
tivement les courbes C aux hyperplans d’'un espace
linéaire SIT 6 a 77 — 6 dimensions. Nous obtenons ainsi
un modele projectif de la surface F, d'ordre 14(tt— 1),
sur lequel I'involution 17 est déterminée par une homo-
graphie de période sept de S7ir 6, homographie que nous
désignerons toujours par T.

L’homographie T possede un certain nombre d’axes
ponctuels que nous désignerons par al, a2, ak
(1 <h < 7). Les hyperplans passant par k — 1 de ces
axes, par exemple par 2, 03, ..., ak découpent sur F
le systeme |C, |, de dimension n. Il en résulte que ax
a la dimension n et que a2, c¢3, ..., ak ne rencontrent pas
F. Les points unis de 17 sont donc situés sur ax.

Considérons les hyperplans de Si 6 passant par au
cr3. ok lls découpent sur F un systeme linéaire,
que nous désignerons par |C, |, qui appartient a 17,
car ces hyperplans sont unis pour I’nomographie T.
Aux courbes C? correspondent sur < des courbes A
formant un systéeme linéaire complet | A |+ Les courbes
A rencontrent une courbe A en des groupes de 27t — 2
points qui ne peuvent étre spéciaux, puisque | A | est
son propre adjoint. Il en résulte que ces groupes appar-
tiennent & une série complete dont la dimension est
tt— 2. La dimension r2 de (AI, c’est-a-dire la dimen-
sion de I'espace <12, est donc en plus égale k n — 2.

On démontre de méme que les dimensions r3, r4, ...,
rk de eg, ct4, ..., ak sont en plus égales a 77 — 2.

D’apres la théorie des homographies cycliques, on a

T~F --r3 - ... -ykg-k=1In—5
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions du septieme ordre

On en déduit
(r—N)(Jfe —7) > 0,
donc k = 7.
Nous désignerons par |Cs|, |[Ci], |CT| les

systemes linéaires, appartenant a 17, découpés par les
hyperplans passant respectivement par alt a2, 4, cr,
par CTj, ¢r2, cr8, cth, 07, par al( c2 os, ..., a6 Soient

|, | ral, | r, | les systemes qui leur correspondent
sur 0. Ces systémes sont complets, de méme que [ X% |;

ils ont le genre n— 2, le degré 2n — 6 et la dimension
77 — 2.

2.Soient A un point de F uni pour I'involution 17,
A' le point de diramation qui lui correspond sur O.
Le point A' est multiple pour O et est précisément
un point double. 11 en résulte que A est un point symé-
trique (>) ; les courbes Cx passant par A acquierent en
ce point la multiplicité deux et ont des tangentes fixes.
Précisons ce rappel de résultats.

Le plan tangent a a F en A, plan qui est uni pour T,
rencontre ol au seul point A et s’appuie encore en un
point sur deux des espaces <2, o», ..., al, par exemple
sur ot et 03 Les tangentes fixes en A aux courbes Cix
passant par ce point sont précisément les tangentes a F
en A s’appuyant sur ct2 et sur a3

Le point A' est double biplanaire et O possede deux
points doubles infiniment voisins successifs de A' dont
le dernier est biplanaire ordinaire. Au point de vue des
transformations birationnelles, la singularité de la sur-
face O en A' est équivalente a un ensemble de six courbes
rationnelles, de degré — 2,

al> fil, yh ySi @2)

(") Sur les points unis symétriques des involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Revista de 1a Universidad Nacional deTucuman, 1940,
pp. 283-291).
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appartenant a une surface de genres un

dont chacune rencontre la précédente et la suivante
en un point, mais ne rencontre pas les autres.

Pour déterminer le nombre de points unis de I'invo-
lution 17, nous utiliserons la formule

12(p* + 1) = 12p{-ma + 1) — (p — 1)/3,

ou pa est le genre arithmétique d’'une surface contenant
une involution cyclique d’ordre p, ayant fi points unis
symeétriques, dont I'image a le genre arithmétique ira (*).
Actuellement, ona pa = 1,tt0 = 1, p =7, d'ou fi = 3.

L'involution 1, posséde donc trois points unis symé-
triques, que nous désignerons par Al, A2 As, les points
de diramation correspondant étant Ai, Ai, Ai.

3. Pour étudier le point uni symétriqgue A, nous ra-
menerons la question a la géométrie plane de la ma-
nieére suivante.

Considérons un espace al a 1-n—9 dimensions, in-
tersection d'un hyperplan passant par tr2, <3, ..., o
mais non par A, d’'un hyperplan passant par alt 3, ..., <7
et d'un hyperplan passant par al, 2, <4, ..., or7. Dans ces
conditions, a0 n'a aucun point commun avec le plan a,
tangent a F en A et qui s’appuie en un point sur al
et o3

Projetons les courbes C de c0 sur le plan a; nous
obtenons un systeme continu {c} transformé en lui-
méme par I’homographie T et aux courbes Ci, C2, ...,
C! correspondent des courbes transformées en elles-
mémes par T, les premieres ne passant pas par A.

Les courbes C appartiennent a un systéeme linéaire
complet | Cl transformé en lui-méme par I’homogra-
phie T' déterminée par T dans le plan a. Ce systéme con-
tiendra sept systemes linéaires partiels |[Ci |+ |Cal>

(’) Recherches sur les involutions douées d'un nombre fini de pointsde coinci-
dence, appartenant a une surface algébrique (Bulletin de la Société Math,
de France, 1919, pp. 1-16).
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|C? | appartenant a I'involution 1* engendrée par

T' dans a. Ces courbes se comporteront en A comme
les courbes CI; C2, ..., C, sur la surface F.

L'involution 17 posséde trois points unis : le point
A et les points de rencontre de a avec al et 03 Si l'on
prend le triangle formé par ces points unis comme triangle
de référence, le point A étant donné par x2 = x3 = 0,
I’lhomographie T' est représentée par

Xiix2:x3=xx:ex3: e*x3

ou e est une racine septieme primitive de l'unité.

Les courbes Ci, Ca, C7 se comportent en A comme
les courbes du septieme ordre transformées en elles-

mémes par T'. Il suffira donc de considérer les systéemes
de courbes, que nous continuerons pour plus de simpli-

cité a désigner par [Ci I, |Cal, e, |C7 ],

XOXI + \x\x3x3 + XX\ + A3xxd\x\

Xxx\ -f- A5X3 = 0, | Ci I+
XXXIX2 4+ X2x\x\x3 -f- XIX\X\X\ + XiXA

aF X3x\x\ = 0, ICal,
Xxoxxx3 - X2x\x2x\ -f X3xfxIxl -F X~ x|

-F X3x%xI = 0, | C31,
A\ -(- XWX+ X3\ + XA

+ X3x2x\ = 0, ca
AiX\X\ -F X3x\x3x\ -)- X3xfxI -F Xxoxx\x%

+ X3x3x3 = 0, Ce
Xaxtxl F OX3xIxi + X3x\x\x3 -F Xxoxxx2x\

“F A3 = 0, Ce
XX\ -F XXX\ F X3x\x2x\ + XixIx\x3

+ A3XIxl = 0. C7

Commencons par étudier les courbes Ca et a cet effet,
utilisons la transformation quadratique C)

XL:xu:x3 = yl: yyi : yly3,

(*) Nous utilisons ici les procédés que nous avons utilisés dans I'étude des
homographies planes, dans les notes suivantes: Sur les homographies planes
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appartenant a une surface de genres un

qui fait correspondre au point infiniment voisin de A
sur x2 =0, le point y2 —y3 =0. En opérant cinq
fois de suite cette transformation, il correspond a | C? |
le systéme

Kyfy\ + a2y?y\yl + \y\y\yf + Ady?y§ + Xsy\yls = 0,

dont les courbes possédent un point simple a tangente
variable au point y2 — y3 = 0. Il en résulte qu’au point
A sont infiniment voisins successifs cing points unis
A2 A2, A22 A2 A22222i dont le dernier que nous
désignerons plus simplement par P2, est uni parfait
pour 7.

Etudions maintenant les courbes Q. En opérant
une premiére fois la transformation (1), on obtient les
courbes

Aiyiyl + hylylyl + Asy5y| + AdylyS + Xhy\y2y\ =- 0.

En appliquant une seconde fois la transformation,
nous obtenons

Aiyiy* + Ay*vy® -f Ayiy3 + \.y\yl + Abylylys = 0.

Enfin, appliquons & ces courbes la transformation

X1:x2\ xt = yi: y2y? : y2y3, (2)

qui fait correspondre au point infiniment voisin de
ya=y3 =0 suryl —0, lepoint y2 =y3 =0 du second
plan. Nous obtenons

Aiyldy? + Aayiyly| fi- A3yidyd + Adyly) + hy\y\y\ = 0.

Il en résulte que les courbes Q ont un point double
en A2, un point simple en A2 et un point uni parfait
A3 = Qa, distinct de A22 et infiniment voisin de A22

cycliques (Mém. de 1a Soc. des Sc. de Liege, 1928, pp. 1-26) ; Sur les surfaces
représentant les involutions planes engendrées par des homographies cycliques
(Idem, 1933, pp. 1-21) ; Sur les courbes tracées sur la surface représentant Vin-
volution engendrée par une homographie plane cyclique (Idem, 1931, pp. 1-14).
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Passons aux courbes G- En appliquant la transforma-
tion (1), on obtient

Aiylyl + Aaviyd + KyW\y\ + Kyly?yl + A*ylyi = o.

En appliquant ensuite deux fois la transformation (2),
on obtient

Kyxy% + A*yityd -f Alyiyly| + AdyiyUy3 + A)4S4 = 0.

On en conclut que les courbes G passent simplement
par Aa et simplement par deux points unis infiniment
voisins successifs de Aa, soit A23, A23 = Ra, le dernier
étant uni parfait.

On parvient, par raison de symétrie, a des résultats
analogues pour les courbes Ca, G et G-

Les courbes G ont en commun cing points unis As,
A33 ..., A3 = P3, infiniment voisins successifs de A,
le point P3 étant uni parfait.

Les courbes G ont un point double en A3 un point
simple en A3} et passant par un point uni parfait
A3 = Q3, infiniment voisin de A33

Les courbes G ont un point simple en Al et passent
par deux points unis A32 A32 = R3, infiniment voisins
successifs de A3, le point R3 étant uni parfait.

La structure du point uni
A est schématisée par la figure
ci-contre.

On voit aisément que les
courbes G assujetties a pas-
ser par le point A, s’y com-
portent comme les courbes G + G- Celles de ces courbes
assujetties a toucher une troisieme droite en A, s’y com-
portent comme les courbes G + Cb Enfin, celles de ces
courbes assujetties a toucher une cinquiéme droite en
A, s’y comportent comme les courbes G + G- On peut
d’ailleurs le vérifier aisément au moyen des transfor-
mations quadratiques (1) et (2).
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4. Revenons a la surface F. Chacun des points unis
Al A2 A3 de I7 a une structure analogue a celle du
point A que I'on vient d’établir.

Au point A, font suite deux séries de cing points unis
infiniment voisins successifs ;| nous désignerons l'une
d’elles par Afi, A'ilt A", A®, Pu, lautre par A;2, A2,
A, Pi2. Aux points A” est infiniment voisin un
point uni Qu et au point A", un point uni Qi2. Au
point Afi sont infiniment voisins successifs deux points
AE et Rn, au point Ai* deux points A& Rt2 Les
points Pa) Pi2, Qilf Qi2, Ru, Ri2 sont unis parfaits pour
I'involution 17,

Appelons Ci les courbes Cj passant par A* Ci les
courbes Q touchant en A( une droite non unie pour
I’lhomographie T, enfin Cj les courbes Ci touchant en
Ai une droite non unie pour I’homographie T.

Les courbes Ci ont un point double en Ai, une des
branches passe par Afi, Ptl, I'autre branche par A2

Pi2. Il leur correspond les sections Fi de O par les
hyperplans passant par AJ. Ai est double biplanaire
pour O. Si nous projetons cette surface de A; sur un
hyperplan £ ne passant pas par Ab nous obtenons
une surface 0O'; sur cette surface, il correspond au
domaine de Ai l'ensemble de deux droites an, ai2
L’'une de ces droites, an par exemple, représente le
domaine de Ptl, I'autre, ai2, le domaine de Pi2. Les droites
al, ai2 se coupent en un point A"t double biplanaire
pour O'.

Les courbes Ci ont un point quadruple en A*; elles
passent deux fois par Afi, une fois par A, et par
Qu, deux fois par Ai2, une fois par Al et Oi2. Il leur
correspond les sections r[ de O' par les hyperplans
passant par Ai'. Si I'on projette 0" de AJ sur un hyper-
plan de | ne passant pas par A], on obtient une
surface O”" et au domaine de A\, point double biplanaire
de O, il correspond sur 0" I'ensemble de deux droites
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pi2. L'une, par exemple, représente le domaine
du point uni parfait Qn, l'autre, j5<2, celui du point uni
parfait Oi2. Les droites ySix, j8i2 se coupent en un point
AJ qui est double biplanaire pour 0".

On observera qu'aux droites an, a2 de O' corres-
pondent sur O des points doubles coniques situés res-
pectivement sur j8u, 13,2

Les courbes CJ ont un point sextuple en Ai, les
tangentes étant fixes et unies par T. Ces courbes passent
simplement par les points Afi, AJ, Rn, A;2, Af, RI2

Aux courbes CJ correspondent les sections de 0"
par les hyperplans passant par AJ. Si I'on projette 0"
de AJ sur un hyperplan de $ ne passant pas par
AJ, on obtient une surface 0" sur laquelle il correspond,
au domaine de AJ, I'ensemble de deux droites yilt
yi2. L’une, yn, correspond au domaine du point uni
parfait Rn, l'autre au domaine du point uni parfait
Ri2. Les droites yn, yi2 se coupent en un point, simple
pour 0".

On retrouve ainsi la structure du point de diramation
A; ; ce point est équivalent a I'ensemble de six droites
de degré — 2,

ail> foil) Vil, y»2) foi2> ®i2)

chacune rencontrant en un point la précedente et la
suivante, mais ne rencontrant pas les autres.

5.Sur la surface F, les courbes C2, C3, ..., C, sont
découpées par des hyperplans contenant I'axe  de T,
par conséquent ces courbes passent par les trois points
unis Al, A2, A3 de I7

Ce passage peut avoir lieu, d’aprés ce qu'on a vu plus
haut, de trois maniéres différentes. Envisageons par
exemple les courbes C2

a) En un point Ait les courbes C? peuvent passer
simplement et contenir soit les points Ajl; A(l
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Pu, soit les points Ab, Pi2. Nous dirons alors que les
courbes C? présentent en A* e type |I.

b) Les courbes C2 peuvent avoir en Al la multiplica-
cité deux et passer soit deux fois par Ab, une fois par
Ab, Qu, soit deux fois par Aj2, une fois par Ai2, Qi2.
Nous dirons qu’elles présentent en A, le type IL

¢) Les courbes C2 peuvent avoir en Ai un point triple
et passer simplement soit par Ab, A£, Ru, soit par
Ab, A7 Ri2 Nous dirons qu’elles présentent en A* le
type I111.

Nous avons vu que le systeme | 2| a le degré 2rr — 6,
donc |Cl| a le degré effectif 1477- — 42, mais le degré
virtuel 1473- — 14. 1l en résulte que les points Alt A2, A3
absorbent ensemble 28 points d’intersection de deux
courbes C2

Supposons que les courbes CI présentent, aux points
Aj, Ajj, A3 a fois le type I, /x fois le type Il et v fois le
type Ill. En un point ou elles présentent le type I,
il y a six points d’intersection absorbés, en un point
ou elles présentent le type Il, il y en & 10 et enfin, en
un point ou elles présentent le type IlI, il y en a 12.
On doit donc avoir

6A + 10fi + 12v = 28,
A—p —v =23

La seule solution en nombres entiers positifs est
X = fi = v = 1. Ainsi, les courbes C? présentent le type I

en un des points AL, A2 A3 le type Il en un second
point et le type Ill au troisieme point.
Il en est de méme des courbes C3, C4, ..., CT.

Supposons, pour fixer les idées, que les courbes Cl
présentent le type | en Al en passant par P1L; le type Il
en A2 en passant par Q21 le type Ill en A3 en passant
par R3L Cela signifie que les courbes r2 rencontrent
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en un point alx, en un point /321 et en un point y3l,
mais ne rencontrent pas les autres courbes a, fi, y.

On sait que, sur <, les courbes rit r? sont liées par
une relation fonctionnelle du type

7TA = 7A A Anan - puAi Avnyn A vil 712
A Prriz A AR al2
A Ala)l + pal Al A V72l A V2 722
A "2 A* A AR a2
A Al adl 4“ P31 Al A "al 731 A V32732
A p3 e A AR a3

les A p, v étant des entiers.
En exprimant que les courbes A rencontrent an
mais non Ai» mB ai2» cm trouve

7T —2An Apu =0, An 2pu A Pli — b,
Pn—2vn +v2 =0, i"n—2v2 + pl2 =0,
vz ipl2 A AR =0, pl2 —2A12 =0,

il suffit de couper successivement les courbes figurant

dans la relation précédente par les courbes an, Ai» s
al2. On en déduit

AN =6 pn=5 Vn=4 il=3 pl=2 A2=1

~ On déterminera de méme les valeurs de A2, p2L, ...,
A32 et la relation fonctionnelle précédente prend la forme

7A = VA A 6an + 5AI A "n + 3yl2 + 2112 + al
A 5a2i A IOAIl A 8721 - 6y2 + 4A1 A 2a2i
A 4a3l A 8AL A T2yil -f- by -f* 6A2 4' 3a32

6. Le systeme complet | 2A | a la dimension 4tt — 3 ;
il découpe sur une courbe A une série d’ordre 4it— 4
certainement non spéciale et par conséquent de dimen-
sion 3v— 2. Par conséquent, il existe 00"-2 courbes
2A, contenant une courbe A comme partie. En d’autres
termes, il existe 00"-2 hyperquadriques de S, passant
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par une courbe A et ne contenant pas O. Ces hyper-
quadriques découpent encore sur O un systeme | K | de
genre v— 2, de degré 2v—6 et de dimension n— 2.
Observons qu’'une hyperquadrique passant par une
courbe A mais non par O, passe par Ai, par le point
Ai et par le point double infiniment voisin, par le point
Al et par les deux points doubles infiniment voisins suc-
cessifs. On a donc

2A = A + K+ axl -- Ai + yn + yi2 + A* ~b ai2
4 aqi 4" 28,1 -(- 2y2l -f- 2y22 4" 2Aa 4~ al
4- «31 4 2731 Cly3l -f- Oy32 -f- 2% 4% «32-

En passant sur la surface F, on voit que la transfor-
mée de K est une courbe 2Cx — C2, c’est-a-dire une courbe
C3, C4, ... ou C7, par exemple une courbe C3 D’autre
part, la relation fonctionnelle précédente montre que les
courbes K rencontrent en un point chacune des courbes
«i2, IA, y32, donc la courbe C3 présente le type | en Ax
et passe par P12, le type Il en Al et passe par Q22 le
type Il en A3 et passe par R32

On en conclut que K = A satisfait a la relation fonc-
tionnelle

7TA = TA 4- «ii 4- 2Ai1 4- 3yxl 4- 4y12 + 5/A 4- 6AL2
+ 2all  4Ai 4" 6y2l + 8yla + 10Aa 4~ 5a2
+ 3a3l -f- 673 + 9y3l f- 12y32 + 8732 +4a3l

Une courbe C? et une courbe C3 ont un point d’inter-
section absorbé en Al} quatre en Al et neuf en A3
donc ces courbes se rencontrent en 14tt— 28 points
variables. Une courbe A coupe donc une courbe A
en 2tt — 4 points. Sur une de ces courbes, ce groupe
est certainement non spécial et appartient donc a une
série de dimension -n— 2. Les courbes A (ou A) dé-
coupent donc sur une courbe A (°u A), une série li-
néaire compléte.
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7. Le nombre des points d’intersection d’une courbe
C4 avec une courbe CI (ou avec une courbe C3) absorbés
en AlIf Al et A3 doit évidemment étre multiple de 7.
En se basant sur cette remarque, on voit facilement
que les courbes C4 ne peuvent présenter le type | au
point Aj. D’autre part, elles présentent nécessairement
le type | en un des points unis; supposons quelles
présentent ce type au point A? en passant par P2L
On voit facilement qu’elles présentent le type Il au
point A3, en passant par Q32 et le type Il au point Ax,
en passant par RI2

On en conclut que les courbes r4 rencontrent en un
point chacune des courbes y12, a21, /132, mais ne rencontre
pas les autres courbes a, On a donc

7Ei = yE4 -)- 3all -j- 6/3u-)- .tyld -j- 12y12 -j- 812 -f- 4al?
+6a2 + 5£21 + 4yl + 3y2 + 272 -f- a2
+2a3l + 4£31 + 6y3l + 8y + 10/?3 + 5a32

En raisonnant comme plus haut, on voit que l'on a

irk = ir6 + 4au + 8"n+ 12ylx + 9yl2 + 6£L + 3al?
+@l + 2721 + 3yl + 4yl + 5/S2 + 6al
+ 5a3ll + 10&! + 8y3l + 6y® + 4/132 + 2a32

Le comportement des deux derniers systéemes |C, |,
| C, | aux points Ax, A2, A} se détermine sans difficulté
et on a

7FI irt + 2alx + 4”u - 6yxl + 8yl2 + 10"2 -f- 5al?
+ 4«2 4~ 8/321 4~ 12y2l 4- 9y22 + 8/322 4- 3al

4- padl 4~ 5331 4~ 4y3l d- 3y3S 4~2/38 4% «3D»
TET 4- 5alx  4- 10" + 8yxl 4- 6y12 4 4/?12 4- 2al2
4- 3a2l 4- 6/321 4~ 9yl + 12y2 4- 822 4- 4an
4- @ + 2331 -F 3ydl 4- 4y3) 4- 5732 4- 6a32

Une courbe E4 et une courbe forment l'intersection
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appartenant a une surface de genres un

de O avec une hyperquadrique. Il en est de méme d’'une
courbe A et d'une courbe JP,.

8. La surface O contient trois groupes de six courbes
rationnelles de degré — 2 et les courbes de deux de
ces groupes n'ont évidemment aucun point commun.
Si I'on adjoint a ces dix-huit courbes une section hyper-
plane A, on obtient 19 courbes linéairement indépen-
dantes, le déterminant de ces courbes a en effet la
valeur 73 (27r— 2).

La surface O a donc le nombre-base p = 19.

L’existence, sur la surface O des 18 courbes a, 13, y
et de l'une des courbes A> A, ..., A> suffit pour que cette
surface soit I'image d’une involution d’ordre sept, ayant
trois points unis, appartenant a une surface de genres
un (pa = P4 = 1). Il suffit pour le prouver, de répéter
un raisonnement bien connu (*).

On peut obtenir un autre modéle projectif de la sur-
face O de la maniere suivante:. Supposons -n > 12,
ce qui n’est pas une restriction puisque lI'on peut rem-
placer I\ par un de ses multiples. Les points Ai, Al,
Ai et les couples de points doubles de O qui leur sont
infiniment voisins appartiennent a un espace a 8 dimen-
sions. Projetons O de cet espace sur un espace Sw_9,
a v—9 dimensions, qui ne le rencontre pas. Il corres-
pond a O une surface O3 d’ordre 21-— 20 dont nous
désignerons les sections hyperplanes par K. En posant,
pour abréger I'écriture,

Ai = aa + 2fin + 3yn -f- 3yi2 -)- 2/Ji2 -f- ai3,
on a
K=A—A—A3
Les courbes K sont de genre T-— 9.

(1) Les involutions cycliques... (loc. cit.), pp. 30-31.
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions du septiéme ordre, etc.

Sur la surface O1l; les courbes y sont des droites ; les
droites yllt y12 sont coplanaires; il en est de méme des
droites y2i, y2 et y3l, y32

Recherchons maintenant ce qui correspond, sur la
surface &u aux courbes a et fi. A cet effet, reprenons
la surface 0" considérée plus haut. Sur cette surface,
aux courbes CI correspondent les sections par les
hyperplans passant par le point AJ; soient F1 ces
sections. Considérons les sections de &' par les hyper-
plans passant par la droite fin, par exemple. Ces courbes
se décomposent en la droite fin et en des courbes 17—
Pu, de genre tt— 4, rencontrant 18tl en deux points,
I'un variable, I'autre fixe et confondu avec le point double
de 0" homologue de la courbe an. Il en résulte que si
I'on projette 0" de Al sur I’hyperplan t* il correspond
a I'’ensemble an, fin, sur la surface 0" obtenue, un point
double biplanaire situé sur la droite yn de cette surface.
Les points de O™ infiniment voisins de ce point double
sur une nappe forment an, sur l'autre nappe fin. La
droite yn appartient a cette derniére nappe (1).

Revenons a la surface Ol# Sur chacune des droites
ya, Yi2, e vysz, la surface possede un point double
biplanaire. Considérons par exemple le point double
appartenant a la droite yn. Le domaine de ce point
est équivalent a deux droites au, fin dont la seconde
seule rencontre la droite y~.

Observons encore qu'aux courbes P I3, ..., I'T cor-
respondent sur Oj des courbes d’ordre 2n — 8.

Liege, le 21 avril 1945.

(x) On peut d’ailleurs observer que les courbes K — par exemple, rencon-
trent au en — 1 point et par conséquent contiennent cette courbe. On en con-
clut que les courbes K — au — (3U sont en nombre ao,r-1(* et passent donc par
un point fixe, double biplanaire pour la surface.
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