Extrait du Bulletin de la Société royale des Sciences de Liége
Séance du 20 avril 1939, n° 4

Sur une surface du quatrieme ordre possédant quatorze points
doubles coniques,
par L. GODEAUX, Membre de la Société.

Dans un mémoire déja ancien (*), nous avons étudié les invo-
lutions abéliennes et de genres un appartenant a une surface
de genres un (pa—P4=1). Nous avons en particulier montré que
si une surface F, de genres un, posséde une involution de
genres un et d’ordre huit, n’ayant qu’un nombre fini de points
unis, engendré par un groupe abélien de transformations bira-
tionnelles involutives de F en elle-méme, cette involution a
pour image une surface <> de genres un, dont on peut prendre
un modele projectif normal possédant quatorze points doubles
coniques (points de diramation). Dans cette note, nous nous
proposons d’appliquer nos résultats a une surface ¢ du qua-
trieme ordre, possédant quatorze points doubles coniques et de
montrer qu’elle est I'image d’une involution du type indiqué,
appartenant a une surface de genres un.

1. Soient, dans un espace ordinaire S3,
fl (X0, XItX.,, X3) =0, G, =0, 93 =0,
'W{x0, xIt x2, x3) = 0, =0,M=0
les équations de six plans dont quatre ne passent pas par un
méme point. Considérons la surface <, du quatriéme ordre,
d’équation
(FIM* + (22&)* + (<f3h)2— 22 G333 — 2 M3daftaw—2 ~F~=e-
Cette surface posséde quatorze points doubles coniques (2),
a savoir :
1° Les huit points communs a trois des six plans donnés, les

indices de ces trois plans étant différents;
2° Les six points donnés par

fl = 'K = 0, 2. — M =->
fi=r2=0 3 —fl$i=o0
= =0 <gid—F~=o0.

tl) Mémoire sur les involutions appartenant a une surface de genres
un (Annales de I'Ecole normale supérieure, 1914, pp. 357-430; 1919, pp. 51-
70).

(2) Sur une surface algébrique qui est, de plusieurs manieres, enve-
loppe de systemes de surfaces {Bull, de la Soc. Boy. des Sc. de Liege,
1935, pp. 106-109).
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La surface ¢ est I'enveloppe de la famille de quadriques

Npi'K + + @2I= — 0373) + 'futyz = 0. 1)
Chacune de ces quadriques touche la surface < le long d’une
biquadratique gauche passant par les huit premiers points
doubles mentionnés plus haut. La surface < est par conséquent
I'image de I'involution d’ordre deux engendrée sur la surface 4q
d’équations
X\ = 2epidq, «1 = 29s"2, M5 = "IN + 2272 —
de S5, par I'homographie
Xa X[ :xiiscd: xd: x3=x0: x4: x2: x3:—xi;: — X5 2)
Les courbes découpées sur ¢ par les quadriques de la
famille (1) correspondent aux sections de <ig par les hyperplans
leel + x3= 0.
2. Les équations de la surface <ig peuvent s’écrire sous la
forme
Xi = 2»In, x\—2y., 4q, (ag —a%)2 = 2<p34q.
Cette surface possede douze points doubles, & savoir :
1° Les points donnés par
=fl=<K="°, 3% =2/M*2 =203
2° Les points
s = qgf =" =0, X]= 2cfIN = 2-f313,;
3° Les points
Xt - xXb =P =4=0, X\ = 2<ft = 2p2tja.
Ces douze points correspondent aux six points doubles de la
surface $ qui n’appartiennent pas aux quadriques (1).

Posons
<3 =2rt0 gt + «I<{q + 2«2 f2 + «3"2,

#3 =200, -(- bddi + 20622 -|- ba\3,
et ensuite
Mo 2™ 49 aq 2y 4R
N~y YW~—yMi Y\ W
On déduit des équations de <ig,

(Uoli — 212213)* = («olo + «1Y\ + aty\ + a3yl) {bay\ + bay\ + b2yT + hayl).
Cette équation représente, dans un espace S3, une surface <2,
du quatrieme ordre et de genres un, contenant une involution
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abélienne d’ordre quatre, n’ayant qu’'un nombre fini de points
unis, engendrée par les transformations involutives

o Vi —y*—y\ ryd — th —ys Ho —Vi —y2 yi>
e Moy yIT \y» Viyy yJ \ya oyt V3 oy,

L’involution du second ordre, engendrée par la premiére
transformation, a pour image la surface <ty Aux involutions
engendrées par les deux autres transformations correspond
sur la surface ig linvolution engendrée par la transforma-
tion (2).

Aux systemes de quadriques

@A)

ryoy* + ytyd = 0, pyoOy3 + i/i/l2 = 0,
transformés en eux-mémes par les transformations (3), corres-
pondent respectivement le systtme de quadriques (1) et le sys-
teme de quadriques
k + K'PI'W + ¢s'lg — + <ich = o,
dont I’enveloppe est la surface <.
Les points de diramation de la correspondance entre les sur-
faces <lg et ¢2 sont les huit points doubles
ag="= =0, X\ = 2tf27? = 2cp3d.3;
=2="2=0, x| =2k = 2<p3"3.

3. La surface 2 est I'enveloppe de la famille de quadriques
\ (alyl -f (ky\ + (hyl + a3yl) J
+ 2X(?0i/l — y3y3) + bOyl + b + b2y\ + b3yl =0, )

qui possede huit points-base, doubles coniques pour la surface.
Ces points correspondent aux quatre points doubles de la sur-
face <ig situés dans le plan

xXb—ah=m= =0
La surface 2 est donc I'image de I'involution du second ordre,
appartenant a la surface F de S5 d’équations
y\ = alyl + a,y\ + a2y\ + a3y% y\ = bay\ + /;, y\ -f b3y\ + b3{%
yiy3 = y3y,—y3ys,
engendrée par I’homographie

YUY y3eyr iy =0 Vi vl y3 o —yF o — 3 (5)
La surface F contient une involution abélienne d’ordre huit,
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n'ayant qu’'un nombre fini de points unis, engendrée par les
transformations birationnelles involutives (5) et

%/o A —2 —A3 —4 —UA Flo —A 22 —a Va ~VX\
o 26 22 2ls 2/4 yJ’ A 26i 22 23 24 2/sy

(et les produits de ces transformations deux-a-deux).
Parmi les systemes d’hyperquadriques invariants pour les
transformations (5) et (6), se trouve le systéme
N0 + 220 23 = 0-
qui donne naissance, dans I’espace S3 primitif, au systeme

NP4 + MFI 'K + 22/2— T3M3) + 'K "2 = 0,
dont I’enveloppe est la surface <.

4.Nous allons partir maintenant de la surface F, de genres
un, de S5 dont nous écrirons les équations sous la forme plus
symétrique

a0 Xf -|- a4 Xf -f- (in X1 + a3 XI -f- a4 X5 ¢ib X3 =0,
b0 X1 + b, Xf + bt Xf -f b3 Xf + bl Xf + h X1 =0,
X,, Xt 4- X2 X3 + X4 X5 = 0.

Cette surface contient une involution abélienne d’ordre huit
engendrée par les transformations involutives (homographies
harmoniques de Sj)

++++—) (++-—++). (+-+-+-)

et par leurs produits deux-a-deux. Il est facile de voir que cette
involution posséde un nombre fini de points unis. Le systéeme
linaire d’hyperquadriques invariant pour les homographies
précédentes et n’ayant pas pour points-base des points unis de
Finvolution, a pour équation

>OXF + x, Xf + X XI + <X XI + X Xf + XXI = 0.

Rapportons projectivement ce systéme aux hyperplans d’un
espace S5 en posant

pY(— Xf.
A la surface F correspond la surface ¢ d’équations
flo Y0 + cit Y, -\- a2 Y2 -f- na Y] + cid Y4 -f- ns Y5 — 0,
bnY0 + blY, + b. Y, -f- /3Y3-)- bdYi-(- bsY5—0,
(YOY, + Y2Y3+ Y/IY;2 - 4(Y2Y3Y, Y, -f Y,Y5V,Y, + YOY4Y2Y,) = 0.
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La surface ¢ est donc une surface du quatriéme ordre et de
genres un, appartenant a un espace S3.
La derniére des équations de ¢ peut s’écrire sous la forme

Y*Y* + YiY] + Y4Y5 — 2 Y2Y3Y,Y5 — 2YIY5Y0Y!1 — 2Y,YtY2Y3 =0,

parfaitement analogue a I’équation de la surface ¢ d’ou nous
sommes parti. Il suffit d’'une substitution pour retrouver cette
équation.

5. On peut interpréter X0, X1; ..., X5 comme coordonnées d’une
droite de I'espace S3. La surface F est alors une congruence
d’ordre et de classe quatre, transformée en elle-méme par les
homographies biaxiales harmoniques ayant comme axes les
couples d’arétes opposées du tétraédre de référence et par les
homologies harmoniques ayant pour centres les sommets de ce
tétraedre et pour plans les faces opposées.

Liege, le 21 mars 1939.
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