Sur la structure des points unis

des homographies cycliques du plan

par Lucien Godeatjx, Membre de I’Académie

L’étude des involutions n'ayant qu’'un nombre fini de
points unis, appartenant a une surface algébrique, nous a
conduit, voici quelques années, a I'étude des homographies
planes cycliques non homologiques (1). Soit H une homo-
graphie de cette sorte, de période p, ou p est un nombre
premier. Cette homographie engendre dans le plan une
involution 1, d'ordre p, possédant trois points unis, som-
mets d’un triangle. Soit A un de ces points. Formons le
systeme linéaire |C|, dépourvu de points-base, le plus
ample possible, dont les courbes ont l'ordre p et sont trans-
formées en elless-mémes par H. Ce systéme appartient a
L’involution Ip, c’est-a-dire que deux de ses courbes se ren-
contrent en p? points formant p groupes de cette involution.
Si v est la dimension de |C |, en rapportant projectivement
les courbes C aux hyperplans d'un espace linéaire S, a v
dimensions, on obtient une surface <& normale, d’ordre p,

P) Sur les homographies planes cycliques (Mémoires de la Soc. roy.
des Sciences de Liege, 1928, pp. 1-26); Sur les surfaces représentant les
involutions planes engendrées par des homographies cycliques (Idem.,
1930, pp. 1-21); Sur les courbes tracées sur la surface représentant I'in-
volution engendrée par une homographie plane cyclique (ldem., 1931,
pp. 1-14).
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image de l’'involution Ip. Soient T les sections hyperplanes
de <> et A’ le point homologue de A.

Les courbes C passant par A ont en ce point une certaine
multiplicité et leurs tangentes sont confondues avec les
droites ai, a2 joignant A aux autres points unis de l'invo-
lution. Appelons C' ces courbes. Sur une courbe C', le
point A est l'origine de différentes branches, les unes tan-
gentes a ai, les autres & a2 Considérons l'une de ces
branches, tangentes a ai par exemple. Il existe, sur cette
branche, un certain nombre de points infiniment voisins
successifs, communs a toutes les courbes C'; soit An le der-
nier de ces points. Tous ces points sont unis pour l'invo-
lution Ip et le dernier est uni parfait en ce sens que tous les
points qui lui sont infiniment voisins, comptés p fois, for-
ment des groupes de IP. Il peut d’ailleurs exister plusieurs
branches d’une courbe C' passant par An; supposons qu'il
en existe vu. Le point An est alors multiple d’ordre vu pour
les courbes C'. L’examen des différentes branches des
courbes C' d’origine A, tangentes a ai, conduira ainsi a
un certain nombre de points unis parfaits An, Ai2, ..., AiP.
multiples d’ordre vu, vJ2, ..., vip pour les courbes C'. De
méme, I'examen des branches des courbes C' tangentes a a’
en A conduira a un certain nombre de points unis parfaits
A2, A2, ..., A)j de lp. Soient v2i, v22, .... vt les multipli-
cités de ces points pour les courbes C'.

L’ensemble de ces branches et de ces points constitue la
structure du point uni A.

Considérons une courbe C' et la section hyperplane F de
la surface d> qui lui correspond. Aux points infiniment voi-
sins de Au, Al2, ..., A2, sur C' correspondent des points
infinement voisins de A' sur F. Il en résulte que le point A’
est multiple d'ordre vu +vi2+...+v2l pour la surface <,
le cOne tangent en ce point a cette surface étant formé de
p + § cones, respectivement de l'ordre vu, vi2, ..., v .

Si nous projetons la surface $ sur un hyperplan du
point A', nous obtenons une surface <> sur laquelle le
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domaine du point A' est représenté par une courbe yn
d’ordre vn, une courbe yi2 d'ordre vi2, une courbe y
d’ordre vl . Ces courbes sont rationnelles et leur ensemble
constitue la structure du point de diramation A'.

Dans nos travaux cités plus haut, nous avons indiqué
une méthode permettant d’analyser les structures des
points A et A' dans chaque cas. Dans ce nouveau travail,
nous avons cherché a déterminer les nombres p et <.

Supposons que I’nomographie soit représentée par les
éguations

Xl x2"': x3' = Xx: ex2: eax3,

ou e est une racine primitive d’'ordre p de l'unité et a un
entier compris entre 1 et p. Posons

p—ax+ h, (h<a).
Introduisons un nombre 9 satisfaisant a la double iné-
galité
h<;9(a—h) O.

Si 9=1, nous avons établi antérieurement que p=1,
vu=a. Supposons 9 = 1 et

ocyxzf£h 1.
Supposons encore qu’il existe un nombre entier 7) tel que
m@a—hy=<a+ @—1Lnh (N+1) @—h)y=a+7h

Les cas suivants peuvent se présenter, A coincidant avec
le point x2=x3=0

1° On a
a+h>9(a—a—h-—1).
a) p=2, vn=a, vi=9—1, «=1, V2i=tj
b) p=2, vu=a, vie=09—1, =2, =1, va=1t—1,;
2° Ona
a+h<;9(a—a—h-—1).

a) p=3, vn=a, vie=9—1, vis=7—1; a=1, v2i=1L.
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Dans le premier cas, la courbe yi2 rencontre en un point
chacune des courbes ru, y», mais ces courbes ne se ren-
contrent pas.

Dans le second cas, la courbe yn rencontre la courbe yt?
en un point, celle-ci rencontre la courbe y2 en un point et
enfin celle-ci rencontre la droite y2i en un point. Il n'y a
pas d’autre point de rencontre de ces courbes deux-a-deux.

Dans le troisieme cas, yn rencontre yil en un point, yi?
rencontre yi3 en un point et enfin yi3 rencontre y2l en un
point. Il N’y a pas d’autre point commun a deux de ces
guatre courbes.

L’étude des points unis des homographies cycliques du
plan constitue le cas le plus simple du probléme des invo-
lutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis appar-
tenant a une surface algébrique, probléme qui a fait I'objet,
a plusieurs reprises, de nos recherches (I). Cependant, ce
cas particulier a une portée assez générale, car on peut y
ramener le cas général, comme nous I’'avons montré récem-
ment C).

1. Considérons I'homographie cyclique plane H d’équa-
tions(*)

(*) Voir en particulier notre exposé sur Les involutions cycliques appar-
tenant a une surface algébrique (Actualités scient., Paris, Hermann,
1935) ; Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une sur-
face algébrique (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 450-467;
1931, pp. 1131-1150, 1356-1364; 1935, pp. 338-344; 1938, pp. 255-258);
Recherches sur les involutions cycliques du troisiéme ordre appartenant
a une variété algébrique a trois dimensions (Annales de I’Ecole normale
supérieure, 1937, pp. 65-79); Sur les surfaces multiples ayant un nombre
fini de points de diramation (Idem., 1938, pp. 193-222); Sur la structure
des points unis appartenant a une surface algébrique (Mémoires in-8° de
I’Acad. de Belgique, 1938, pp. 1-44); Sur les points unis des involutions
cycliqgues d'ordre p? appartenant a une surface algébrique (Bull, de
I’Acad. roy. de Belgique, 1940, pp. 28-43, 100-110, 115-128); Sur les points
de diramation des surfaces multiples (Bull, de la Soc. roy. des Sciences
de Liege, 1940, pp. 54-79, 128-137).

(2) Sur la structure ... (loc. cit.).
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ou e est une racine primitive de I'unité, d’ordre premier p
supérieur a deux, el a un entier compris entre 1 et p. Dési-
gnons par |, l'involution d’ordre p engendrée par H. Les
points unis de cette involution sont les sommets du triangle
de référence; nous étudierons la structure du point uni Oi
(1,0,0).

Soit [C| le systéme linéaire le plus ample possible,
dépourvu de points-base, appartenant a I'involution Ip,
formé de courbes C d’ordre p. Il a pour équation

NN (a- —(fc-OpxEp~aixl =0, (1)

ou k peut prendre les valeurs 0, 1, 2, ..., a et ou, pour
chaque valeur de Tc, i est un entier positif satisfaisant a la
double inégalité

(7c- 1) ~

Posons p=2n + I; le systtme |C| a la dimension n-f 2.
Rapportons projectivement les courbes C aux hyperplans
d'un espace linéaire Snt3 a n+2 dimensions. Aux groupes
de l'involution I, correspondent les points d'une surface $
d’ordre p, de S,t2, image de cette involution.
Les équations paramétriques de la surface $ peuvent
s'écrire
pXf( = arC—"!)-(*=—Dp x*P—at x} ,

les Xw étant les coordonnées projectives homogénes de
Sn+2.

Nous désignerons par Aji le sommet de la figure de réfé-
rence de Sn+2 dont toutes les coordonnées sont milles sauf
Xw.

Au point uni Oi correspond, sur la surface <&, le point de
diramation Alo, qui est multiple pour la surface. Aux sec-
tions de 4» par les hyperplans passant par All correspondent
les courbes C passant par Oi, courbes que nous désignerons
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par C' et qui sont caractérisées par le fait que le terme
en Xiv manque dans I'équation (1), c’est-a-dire par 100 =0.

2. Les courbes C' ont en Oi une multiplicité au moins
égale a deux, les tangentes étant confondues avec les droites
x2=10, x3=0; elles ont donc en commun un point fixe infi-
niment voisin de Oi sur chacune de ces droites. D’une
maniére générale, les courbes C' ont en commun certaines
suites de points fixes infiniment voisins successifs de Oi,
le premier point de chaque suite se trouvant sur x2=0 ou
sur z3=0. Tous les points de ces suites sont unis pour l'in-
volution 1, et les derniers points des suites sont unis par-
faits pour cette involution.

Supposons qu’il y ait m suites se terminant en des points
unis parfaits Pi, P2, ..., Pm. Cela signifie que, sur une
courbe C', le point Oi est I'origine d'un certain nombre de
branches : vi passant par Pi, v2 par P2, ..., vil par Pm. Ces
branches sont tangentes en Oi soit a x2— 0, soit a x3~0.
Les premiéres ont entre elles certains contacts et il en est de
méme des secondes.

Les points infiniment voisins de Pi, uni parfait pour I,
sont unis pour cette involution. Aux vi de ces points situés
sur une courbe C' correspondent, sur la section hyperplane
de <> correspondante, vi points infiniment voisins de A0
Le lieu de ces vi points est situé sur un cbéne tangent a la
surface $ en Al et ce cbne est d’ordre vi. On voit donc que
le point Aco est multiple d'ordre vi+v2+ ... +vm pour la
surface $, le cbne tangent a cette surface en ce point étant
formé d'un c6ne d’ordre vi, d'un cbne d'ordre v2, ... et
d'un céne d’ordre vm.

Projetons la surface $ du point Aco sur ’hyperplan X0 =0
et soit <& la surface, d’ordre p—m, obtenue. Au domaine
de Aoco sur  correspond, sur 3>', I'ensemble de m courbes
yi, ¥2, ..., y™ respectivement d'ordres vi, v2, ..., vm. Ces
courbes correspondent aux domaines des points Pi, P2.......
Pr et sont rationnelles.
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Pour obtenir les équations de ces courbes, ou des cones
qui les projettent de A00, nous utiliserons les transforma-
tions quadratiques

X-I'"x2: x3 = Xi : xIx2: x2x3, (TJ
Xil :xJ:x3' = x1a:x2xs:XxIxs. (T2)

La premiére fait correspondre au point infiniment voi-
sin de Ox sur ®3 =0 le point (1, 0, 0) et la seconde fait cor-
respondre au point infiniment voisin de Oi sur x2—0 le
point (1, 0, 0).

Supposons que les branches des courbes C' passant par Pi
touchent ® =0 en Oi. Effectuons la transformation T2, aux
courbes C' correspondent des courbes ayant une certaine
multiplicité en (1, 0, 0), les tangentes étant confondues
avec xX2=0 et ®=0. Si les branches passant par Pi sont
tangentes a &2 =0, on effectuera de nouveau T2; dans le cas
contraire, on effectuera Ti, et ainsi de suite. On parviendra
finalement a des courbes ayant au point (1, 0, 0), qui
coincide avec Pi, un point multiple d'ordre vi a tangentes
variables. Soit, pour fixer les idées,

XI (K Xi" “H AL XtV —* X3 “h ese "f* X, X3') —(-==== 0

I’équation de ces courbes, les termes non écrits contenant Xi
a une puissance inférieure a v et L, L, ..., X, étant vi+1
des coefficients Ik (X0 excepté) de I'équation (1). Les
équations paramétriques de la surface ' pourront évidem-
ment s’écrire

Xo0==0, pXj=x2% Ix3, (i=0,1,..,v,) ..

Posons dans ces équations x3 = tx2 puis faisons tendre x?
vers O. On obtiendra ainsi les équations de la courbe yx
sous la forme

Xo=A=

i t |
toutes les quantités Xw qui ne coincident pas avec X,
Xi, ..., Xy, étant nulles. On voit que yi est une courbe ration-

nelle normale d’ordre vi.
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On obtiendra de méme les équations des courbes y?2,

Pee> ym™.

3. Ce qui précéde montre qu’il faut étudier la singularité
des courbes G' en Oi. Dans ce but, nous étudierons en pre-
mier lieu la formation de I'équation (1), ou 1l =o.

Posons

p=aa+h, 2p=ala+ h2 3p=a3a+h3
@—NDp=aa_ta+

h, h2 h3, h«1 étant inférieurs a a. Pour chaque valeur
de k, le terme de I'équation (1) contenant £i a la plus haute
puissance est donné par i =ak Cette puissance est

yk=ak(a—1) — (k— Dp.
Cherchons dans quelles conditions on peut avoir
k"> 1,
En remplagant p par aa.+ h, cette inégalité donne
(a-1) (aktl—at—a)> a+h.

On ne peut avoir I'égalité, car alors sia > 2, a— 1 divi-
serait a + h et par suite p, qui ne serait pas premier. D’autre
part, si a=2, la question n’a plus de sens car fc<"2 et

$2=0, o1 = 0.
Posons

O-litl =
On a
(k+ Dp= (ak+a+\)a + hkti — (6& 4- n)ci4- hk + h,
d’ol
h 4- hk— hk+i.

Le second membre est inférieur a 2a, donc on a \ =1.

Par suite,
a,+i =at4-a+1, a>a+h-fl.

Inversement, dans ces conditions, on a gpk<C.fk+i.
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VVoyons maintenant dans quelles conditions on a simul-
tanément

IPFC/SCPI'+i> a™>a+ h+l.
L’inégalité donne
(a-1) (afttl—a*—a) < a+h.
a—1 étant supérieur a a+h et ak+i étant au moins égal a
(Xk f- ci, on B
aktl =0+ 0
et I’égalité ne peut avoir lieu.
Inversement, les hypothéses
aftti—Ck4-a, a>a+h-fl
entrainent

4. Supposons gu'il existe un entier 9, supérieur a I'unité,
tel que I'on ait

<?><?»< e <<fpg, +
D’aprés ce qui précede, on a tout d’abord
(l=Qa+\, Q¢ az+a+\"7"3a-f2 .., ag—9%t+9—1
et
a>a+h+1.
On en déduit

h, —2h —a, h3 = 3h — 2a, ht=91i—@9—1)a
et, hi, h2, ..., he étant positifs,
a<2h, 2a<3h, ..., (9—Da<;9h.
La derniére inégalité entraine d’ailleurs les précédentes.
L’inégalité <t > g6+ conduit a
ac+i=ae-f-a = (9-{-Da-j-8 — 1.
On a donc
lf+1=(9 + 1)/i— (9— Da
et, comme le premier membre doit étre inférieur a a, on
en déduit
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(9 + Hh<9a.
Le nombre entier 9 est donc défini par la double inégalité

h<9(a—h) <a.
5. Supposons que 9 soit compris au moins deux fois dans
a— 1. Nous avons

aa+tl—@B-~1)ad"8— 1 0e+2—(B8-f"Q)a-)-9, _f
ax = 29a-f-29 —2

et

li,+1=(9 + 1)/i-(9-Da, h,+a=(l + 2)h-fa, -,
hit = 207 — (29— 2) a..

On Vérifie en effet aisément que I'on a
0<(9+i)h— (9—i)a<a, pour i=1,2, 9.
On aura donc
%+i<C + oo <2200
On peut avoir soit
1° U9+1==(29--1) u-(-29 — 1,
hat+i = (29 + 1) h—(29-1) a,
soit

2, andi=(29-1-1)a--29— 2,
fi841=(29--1)h— (29 —2)a.

En exprimant que h +i doit étre compris entre 0 et a,
on trouve que dans le premier cas, on a

29(a—h)<<a+h,
dans le second,
29(a—h)=a+h,
et réciproguement.
Ou d’autre part, dans tous les cas,

QNA2=(29-+2)a-)-29—1,7ig 2=(29-(-20h—(29 1a.
Par conséquent, dans le premier cas, il vient

29 =< ®29 + 1, <f29 + i fiT + 3
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et dans le second,
229 726+ 1, 729 | 1 <C ~20+ 21

Supposons maintenant que a—1 comprenne au moins
trois fois 9. Nous avons
an+3= (29 +3) «-- 20, ..., a¥ = 3% -39 — 3,
d’ou
Y29 +2 <C 7229 +3 <C s+ 230 »

En raisonnant comme ci-dessus, on aura
¢+l =39-(-1) a-(-39—2, i41=(39-)-1) h— (39 — 2)a
pour 39 (a— h) < 2a-j-7i.
ou
EN+1 — (39 --1) a-j-39 — 3, k%41l =(39--1)h—(39—3)a
pour 39(a—h)>2a-f-h.
Ensuite, on aura
EN-)-2—(39--2)a-)-39—1,/i943=(39-)-2)h—(39—1)a
pour 39 (a—/i)<a-)-2/i
ou
E¥+2— (39 2)a 39—2,7i%d2=(39-J-2)h—(39—2)a
pour 39 (a—T) =>a-j-2h.
Dans tous les cas, on aura enfin
EN4-3=(39-)-3)a-(-39—1, /iN43=(39--3)h— (39 —1)a.
Trois cas peuvent donc se présenter .
3% @a—h a-2h a¥lasl=(39-f1) a--39—2,
v 2(39 3-2)a-J-39 — 1,
Y30 <C 739 4-1 <C ?304-2i ~39 +8 ?23» + 31

2° a-f2li <39 (a—h) <2a-fh, ak+1l=(39 -F1)a-F39—2
ak42 = (39 -j-2) a-j- 39 — 2,
?3fl <C?39 4- 1> ?3$ 4- I<C<p30 4-2) <f39 + 2<C?394-3 +
3 2a+ ft <39 (a— /i), a¥+1= (39 +1) a -F 39 — 3,
a%42=(39-fF2)a+39—2

'P30 = VY30 4-1» <[ + 1 <C Y3« 4-2 230 +3
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Dans le premier cas, on a nécessairement
20(@—h) a-)-h C¥+1=20-4-1) —+20—1,
dans le troisieme,
20@—h) a-J-h, a%4l=(041) --20— 2.

6. Admettons que a—1 contienne au moins f fois 0,
f étant un entier supérieur a l'unité. On peut poser

aw+j = (@ -f-j) a-f-@-f-j 1,
ou | est un entier positif et 7 un entier positif ou nul, infé-
rieur a 0.
La quantité
= ({t® ~\~)) h— (@ ~\~j— 1) a
doit étre comprise entre 0 et a; on a donc
Z—T7—1)a+jh<t®(a—h) < (I—j)a+jh.
La quantité f9(a—7) etant comprise entre th et fa, on a
(Z—i)aL+jh>th, Z—j—Da+jh<fa.
Le nombre | ne peut donc prendre que les valeurs t et
f+ 1
Supposons |=t. On a
att+j— (@ +j) a+ f (@ — 1) ~\~J> hto+i= (f® “f"j) h
—[t0—D+jlatt@—-h<F—jpa+jl,G<t). ()
Observons que si I'inégalité (I) est vérifiée pour une
valeur de 7, elle est également vérifiée pour les valeurs infé-
rieures de 7.
Si nous supposons maintenant f=f+ 1, nous aurons

citttj— (@ +J)a+f@®—1) \~J— htt+j = (f9 -f-j)h—
—[tO—1)+j—-1at@—z2)=@t—-—a-fj/I, (= ??l)

Si cette inégalité est vérifiée pour une valeur de 7, elle
I'est pour les valeurs supérieures de 7.

Cela étant, supposons que X soit la plus grande valeur
de 7 satisfaisant a I'inégalité (I) et que X soit inférieure a 9.
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On a
t vy D«+(y+)h<t9@—h<({t—ya yh,
?» <C We+L<Crov <<%+ ?»+X  ?2»+x+1>
fis +x+1  P»+x+2<C 00 <C flc+1) e
Observons que I'on a nécessairement
(F-X-2)«+ X+ Dh<(i-D8(a-h)<(t-X)a + (X-Dh,
d’ou
"“f(t— 1) 6 <C F(F-i)6 + 1 <C **» <C 2« — )9 + x—1 ,
fl«-i)c+x+i < f(«-D9+x+a<< .. <?»:

Lorsque t est inférieur ou égal a 8, la plus grande valeur
possible pour X est X=f—1. Supposons que I'on ait t=8
et X>*9 —1. On a donc

at+i)e—i =[(t-j-1)9—1a-f (t-)-1) (9 —1);
on vérifie aisement que I'on a nécessairement
alt +1) « = «(t+1)«—T-(- (i,
d’ou
+it—1=> <+t
On aura également
«+ 1)9(a-h)<(<-8 +2)a+ (9-1) h,
par conséquent

P<—DDe=< 2(t+ D0+ I== oo = 2(t +2)9-1, 2(H-2)9 — 1 = 2(t+2)0 -

7. Pour notre objet, il convient de rechercher la plus
haute valeur de k.

Observons que dans le terme de I'équation (1) donné
par i =ak, I’exposant de x2 est égal & hk et celui de x3 & ak.

On doit donc avoir

O<ak + hk<p
et par conséquent

0O <(<+/N)(@a+h)y—-(<<+ 3—-2) («<=-1DD)=p, (1 =tou t_f l)
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En particulier, pour c =9, on a
ath=(9-1) (a—a—h—-1),
ce qui peut s’écrire
a—l—9(—a—h—1)=0.
a—!1>(0+1) (a—a—h—1),
Nous avons
ft—a@—1)+09—1)@—-a—h—1),
pO+j=@—I1-)-)@—1)-fE-}+j—1))@ a ~ 1).
donc
fe—?29)=(1—1)@—1)—[E—19+J](@a—a— h-1).
Supposons que nous ayons |=t; alors
Te—Ttv+j=@1t—) (a—1)—[t—10+j]J](@a—a—h—1).
Si 9, la plus grande valeur de 'f(9+jest obtenue pour
j=t—1. Ona
ft—fe+t_i=(t—1)a—1—@O-f) @—a—h—1)].
Si £=9, la plus grande valeur de f(9+jest obtenue pour
J=9—1. On a alors
ft —f<+i)9_i=(t—1)a—1—@+1)(@a—a—h—1]+
-ft—9@a—a—h—1).
Supposons maintenant que nous ayons |=t+1. On a
Te—T9HHj=ft@—1)—[E—DI+j](a—a O
Si I'on écrit cette expression sous la forme

—<y =(Ff—1a—1—9@a—a—ti—1)]+
Ja—Il—jla—a—h—1)

et si I'on remarque que j est au plus égal a 9— 1, on voit
que le second membre est toujours positif.
On voit donc que si 1 on a
a—1>(9+1) (a—a—h—-1),
c'est-a-dire
a+ h>9(aa—a—h-1),
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c'est le terme donné par k—1(, i=%+0—1 qui contient,

dans I'équation des courbes C', Xi a la plus haute puissance.

Dans le cas opposé, il n’en est plus nécessairement de méme.
On remarquera que I'on ne peut avoir

ath=8@a—a—h-1),
p étant un nombre premier.

8. On peut obtenir une expression de a de la maniere
suivante . Posons

p=(@+hv+h, (h'<:a).
De
a>a h41,
on déduit
(a-1) (a+h=p=>(a+l)v
et on est donc conduit a poser
a=V+1+a
On a alors
(@a+1) (v+[x)>(@+tlv +h',
dou
(a+Dhp.>h'

et
On peut d’ailleurs établir une propriété caractéristique
de [a. Nous avons

p=(@+)(a—a—1) + h'=aa+ h,
d’'ou I'on déduit

h(@a+l) <a—h<(A+1) @+1):

9. Nous allons en premier lieu étudier la structure du
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point uni (X de linvolution Ip dans les hypothéses sui-
vantes :

1° 1l existe un entier 9 supérieur a I'unité tel que
h<C.9(a—h) <; a.
2° On a
a+ h>9(a—a—h—1).
3° On a en outre
+ h-|-L.

Nous avons vu que dans ces conditions, c'est le terme
t=9, i=ae qui, dans I’équation des courbes C', c'est-a-dire
dans I'équation (1) ou l'on a posé 1o =0, contient Xi a la
plus haute puissance. Ce terme s'écrit

Xjo(“—1) + #—1) (a—a—A—1) scfF—8 (« — A> X30 (a-)-1) —1 _

Les courbes C' possedent donc en Oi la multiplicité
a—l—9(a—a—h—1);il y a en ce point a—9(a—h) tan-
gentes confondues avec xX2=0 et 9(a+ 1) — 1 avec x3=0.

Opérons, sur les courbes C', 1 fois la transformation Ti,
c'est-a-dire

CX3 X3 —afix+1; X3 :x2x X3 .

L’équation transformée s’écrit
S XciXi®p-Q + not-n-ifc—Dp xkp-<,*-\)ixj __ 0. 2

Observons tout d’abord que, dans les différents termes
qui correspondent a la méme valeur de 7c, c’est celui qui
est donné par la plus grande valeur possible de i qui con-
tient Xi a la plus haute puissance, pour X<ot— 1. Dési-
gnons par (pkr la puissance de Xi dans le terme qui corres-
pond a i=ak

En posant
p=(a+l)v+h", a=v+(L+1,
nous avons
fi =*[(«+1)v+h —dd+«+p),

Te = X[(a + 1)(v-9)4-7i"-t-1] +
+V+P)9@+1)—1—©@__1[@a+1)v+h]
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Pour X=1, 2, [l—1, la seconde expression est supé-
rieure a la premiére, mais pour 9=p, on a <pi><pe . Il est
facile de voir que, pour X=1, 2, ..., jl—1, le terme de
degré le plus élevé en xx est donné par k=9, i=ao ; pour
X=jj, par k=1, i=a

Pour X=1x, les termes de I'’équation (2) sont tous divi-
sibles par la puissance

a—1—6(a—a—h—1) + (fx—1) [9(a+D)-I] =
=v+1-9(@+1—h")
de x2. Par conséquent, les courbes C' ont en commun une
suite de jx points fixes, infiniment voisins successifs de Oi,
le premier étant sur la droite x3=0 et les p—1 premiers
étant multiples d’'ordre 9(a + 1) —1.

Nous désignerons par Oi3 le [/ point. Le terme de puis-

sance la plus élevée en Xi est

Xja*['p+"“v#24-D(° - h'+ « X3a |

par conséquent, le point Oi3 est multiple d'ordre (9—1)
(a—h'+ 1) -fa pour les courbes C'. Aprés la transforma-
tion Till, ce point coincide avec le point (1, 0, 0). En ce
point, les courbes C' ont (9—1) (a—h'+ 1) tangentes con-
fondues avec x2=0, a avec x3=0.10*

10. Reprenons lI'équation (2) et recherchons s'il existe
une valeur de X pour laquelle les termes donnés par k=1,
i=0 et i—a contiennent Xi & la méme puissance. On trouve
X=a—1. Pour cette valeur de X, tous les termes donnés
par k=1, i=0, 1, ..., a contiennent d’ailleurs Xi a la méme
puissance, (a— )p.

On Vérifie sans peine que les autres termes de I'équation
obtenue contiennent Xi & des puissances moindres que
(a—I)p. D’autre part, tous les termes de I'équation sont
divisibles par la puissance p—a de x2. On en conclut que les
courbes C' possédent a—1 points multiples d’ordre a, infi-
niment voisins successifs de Oi3, le premier se trouvant sur
la droite x3=0.
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Aprés la transformation TV-1 et division par la puissance
p —a de x2, I'’équation des courbes C' s’écrit

X\p(* 0 (\lax3a-)-Xla_!'x2x3% —H__ XI0ar2*)-)-

+ XIP(“**2) XIP~(“ + © *3a+* &2a, X3 -f- +
- —wa0—Up—9o—Ux3E—*(°+VU (polyndbme de degré a
en X3, x3)
-J- xxp («—8—1) jjs8 (p—a—1T1) (a—+1) (pOiynOme de degré a— 1
en X2, X3) -[-... =0

Les courbes C' ont, au point (1, 0, 0), que nous dési-
gnerons par Ona, la multiplicité a et des tangentes variables.
Ce point est uni parfait pour !'involution |, et fait suite aux
a—1 points succédant a Oi3 dont il vient d’étre question.

Au domaine du point Om correspond, sur la surface d>\
la courbe rationnelle normale d’ordre a, d’équations

Xu  Xa=i. .>xu
Xu-1 Ma=2+ +Nil
toutes les autres coordonnées Xw étant nulles.
Nous désignerons cette courbe par y011

11. Revenons a I'équation (2), que nous supposerons
débarrassée du facteur x2 commun a tous ses termes et opé-
rons, sur cette équation, la transformation T2 Nous écri-
rons I’équation obtenue sous la forme

"ooxN X% —0, 3)
ou
al=2p(g—k—1) + i(2v—1),
a2=kp— (v+1) (i+1) -f 9(a—h" + 1),
a3=kp— (v+1) (i+1) + i—h"+ 1.

En écrivant cette équation, on a tenu compte que tous les
termes de I'équation transformée contiennent x3 a la puis-
sance (9—1) (a—hr+ 1) +a, égale a la multiplicité de Ou
pour les courbes C'; on a divisé tous les termes par ce fac-
teur. On pourrait également diviser tous les termes de
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I’équation par Xi”; nous ne le faisons pas, cela n’ayant
aucune influence pour la suite.
On vérifie que les termes contenant x3 a la plus haute

puissance dans I'équation (3) sont donnés par k=1, i=a;
k=2, i=az k=0Q i=ae ' Ces puissances sont respec-
tivement

T =2*P'+a(@v+1),?1"=2(a-1)p+(a+1) (2v+1), ..,
=2 —0+1)p+@+9—1)(2v+1).

Pour que la premiére de ces expressions soit inférieure ou

égale a la derniere, on doit avoir

2p(0-D<(a+bH@v+DH(B-D
c’est-a-dire, puisque 9 est par hypothése supérieur a l'unité,
2p<(a+) (2v+1).

Cela conduit @ 2 h'<™a + 1.

L’égalité ne peut avoir lieu que pour h'=a=I, p étant
premier. Sous cette hypothése, toutes les expressions <pi//,
<", ..., s “'sont égales et on a précisément

T"=2"=m=ft"=02p—-1)(2v+1).

Le point considéré est uni parfait pour l'involution Ip et
multiple d’ordre 9—1 pour les courbes C'.

Lorsque l'on a 2h*'<Ca+l, le point considéré n’est pas
uni parfait pour I'involution. Nous ne nous arréterons pas
davantage sur ces deux cas, qui rentrent comme cas parti-
culiers dans celui qui va étre traité dans un instant.

Lorsque I'on a 2h*=a+ I, la suite 9/*, 42", ..., cpe" est
décroissante et le terme contenant Xi a la plus haute puis-
sance est donc

Xu xfrp+a(@v+1)3*09—1) (a—h +1).

il ne contient pas x3 et par conséquent, le point infiniment
voisin de Oi3 sur x2=0 est multiple d’'ordre 9—D(a—
—hl+ 1). Le point (1, 0, 0), qui lui correspond apres la
transformation T2, a toutes ses tangentes confondues avec
x2=0.
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12. Au lieu d'opérer la transformation T2 sur les cour-
bes (2), opérons la X fois, c'est-a-dire opérons la trans-
formation

Xeoox3 X3 = xIi+ 1 X3 X3 1 X X3 .
Dans I’'équation transformée, les termes contenant xx a la
plus haute puissance sont encore donnés par ft=1, i=a;

k=2, i=a2 k=9, i=ae et ces puissances sont respec-
tivement

P = (X-F-1) PP F-a[X+ 1)v XD
" = (X -F-1) (p — 1) P f- (a-F-1) [(*-F-1)VH-

=X+)({F—9+)p+@@+9I—1[(X+1v+X]"
Cherchons la plus petite valeur de X pour laquelle on a
On doit avoir

X+Dp(O—1<l(a+1) [X+1)v+X] O—1).
Apres division par 9—17»1, on a
h'<X(a—h"+1).
L’égalité, en tenant compte du fait que p est premier,
entraine X=a=/i". On a alors ag+ h=v et, comme g est

au moins égal a l'unité, v>» a.
Dans ces conditions, on a
M=@"= .. -fW=p[@@a+1j-fa]
et le point (1, 0, 0) est uni parfait pour l'involution IP. Le
point infiniment voisin de Oi3 sur la droite x2=0 est mul-
tiple d’ordre 9—1 pour les courbes C'.

Le point Oi3 est actuellement multiple d'ordre a+9—1
pour les courbes C'. L’équation obtenue apreés les diffé-
rentes transformations effectuées a tous ses termes mul-
tiples de ®3 & la puissance a+9—1+ (a—1) (9—1) =a9.
Aprés cette réduction, I'équation s’écrit

+° + e>(Xlo 8,20 —1-(- X220+1 ‘oo
oo Xg a9+ 0-ix% L) “He =@
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les termes non écrits contenant Xi & une puissance inférieure
a p(afx + a+ p).

On voit donc qu’au point O3 sont infinement voisins suc-
cessifs a points multiples d ordre 9—1, dont le premier est
sur la droite xX2=0. Le dernier de ces points est uni parfait
pour linvolution Ip.

13. Supposons maintenant qu’il ne soit pas possible de
trouver une valeur de X donnant h'=1(a + 1 —h"). Définis-
sons un entier x pour la condition

(x—1) (a—h"+ )< h'<x(a—h'-f1).

Faisons X=x. L’équation des courbes transformées des
courbes C', débarrassée de x3 a la puissance x(9 —D(a +
+1—h")+a, commun a tous les termes, s’écrit sous la
forme

SX ki Xia xt » x3% =0
moyennant
«i=(x+Dp(lL—k+1) + i[(x+ Vv +Xx],
a—hp—(v+1) (i+1) + 9(a—hl+1),
a3=vf[hp — (v-f-1) (i+1) + a— /il + 1] - i—cl.

Le terme de puissance maximum en Xi sera donné par

fc=9, i—a9. Pour ce terme, on a

«i= (A4-Dp(p—9+1) + (@9 +9—1) [(x+ v +Xx],
«@ =0,
«3=(9—1) [a+1—x(@a—b"+ D].

Au point 013 font donc suite x points fixes infiniment voi-
sins successifs, appartenant aux courbes C', le premier
étant sur la droite x2=0 pour les courbes (2). Les x—1
premiers de ces points sont multiples d’ordre (9—D(a—
—h"+ 1) pour les courbes C', le dernier, que nous dési-
gnerons par 0132, est multiple d’ordre

9—1) [a+1—x(@a—h"+1)].
Dans I'équation des derniéeres transformées des courbes C',
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le point Om coincide avec le point (1, 0, 0). Les tangentes
en ce point sont toutes confondues avec x3=0. 1l en résulte
que les courbes C' ont toutes en commun le point infini-
ment voisin de 0132 sur la droite rJ=0. Nous sommes donc
conduits a effectuer la transformation T2

Effectuons k fois I’équation T2 L’équation des courbes
transformées s’écrira

2'kit 1M B wE3" == 0>
ou I'on a
al=Ck +1) [(x+ )p((A—fe+ 1) -M{ O+ I)v +x}] +
+ K[kp-(v+ D@ +1) + 9(a—h"+1].

Les valeurs de ai qui correspondent aux termes k=1,
i=a, k=2, i=az fc=9, i=o0e sont respectivement
<lI"= X+ [(X+ npta + a{(x+)v +x}] +

+k[p — (v+1) (a+1) 4 9(a—h'"+1)],

Pw=a+nprrT+ npdi-n + a+pgr v+ +
+K[2p-2(v+)(a+1) +9(a-h"+1)],

ew=a+ D[(X+ Dp((x-9+1) + (a9 +9-D{(x + I)v + x}].

Recherchons la plus petite valeur de 9 pour laquelle on a
<pi"M><pe On doit avoir, aprés division des deux membres
de l'inégalité par 9— 171,

FIh/_(x-D(a-h"+ D]=>xa-h"+ )-h".

Voyons tout d’abord quand a lieu | égalité. Ecrivons

I'expression sous la forme
h'a+u = (a-h"+i)[xa+D-*]

et tenons compte du fait que, p étant premier, a+1 et hi
sont premiers entre eux. Nous trouvons

+l=a—hi+1  x(X+1)—k=h
d’ou
a=x(a—h'+1), k=a—h"
Dans ces conditions, le point Oi& est multiple d'ordre
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9—1 pour les courbes C' et celles-ci ont en commun a—h'
points fixes infiniment voisins successifs de Om, multiples
d’ordre 9—1.

Tous les termes de I’équation des courbes C' peuvent étre
divisés par la puissance (9—1)(a—h") de x2. Dans lI'équa-
tion des courbes C' sous sa derniére forme, on a alors
aj = (a—hi+1) [(v+ Dp(p—k+1) + i{(x-(-1) v4-x}] +

+ (a-h") [kp—(v+1) (i+1) +9(@—h"+ D],
a2=@—T+1) [kp—(v+1) (i+1)] + (a—h) (i—x+1) +
+a+9—x,
a3=i[kp — (v+1) (i+1) +a—h"+1] +i—a.
On a d’autre part

et dans les termes correspondants, a? prend les valeurs
9—1, 9—2, O et & les valeurs 0, 1, ..., 9—1. Le der-
nier point de la suite considérée est donc multiple d’'ordre
9—1 et uni parfait pour I'involution Ip.

14. Lorsqu’il n'est pas possible de trouver une valeur
de X donnant I'égalité, nous définirons un entier xi par la
double inégalité

(xi—1) [h'— (x—1) (a—h"+ D]<x(a—h'+ Dh<
<x1[h'— (x-D(@—-h"+ 1]
et nous prendrons X =xi.

En raisonnant comme précédemment, on voit que les
courbes C' ont xi points fixes infiniment voisins successifs
de 0i32 en commun; les xi—1 premiers de ces points sont
multiples d'ordre

O—D[(@+ D—x(@—h"+ 1],

le dernier, que nous désignerons par Oi33, est multiple
d’ordre

9—D[a—h"+1) xxx—Xi+ 1) —Xih"]
pour ces courbes. Au point Oi323, toutes les tangentes aux
courbes C' sont confondues avec x2=0.
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On poursuivra I'analyse de la structure du point uni CL
en opérant maintenant, sur les courbes C', 1 fois la trans-
formation T2, et ainsi de suite. Nous allons montrer que I'on
parviendra finalement a un point multiple d’ordre 9—1,
uni parfait pour ! involution I,,

Posons

p—a—nh'+1, pl—h—(x—1)p, V=xp—h.
Le nombre xi satisfait a la double inégalité
(xi—1) pi<udi,<xlpl
Posons ensuite
P2=W—(xx—1)Pi, h2"=~Pi—W,
puis définissons un entier x2 par la condition
(x2— 1) p2<b?2,<Ix2p2,
et ainsi de suite. Nous aurons trois suites de nombres
entiers pt, h/, t, définis par
Pi— hl1-1 — (Ti-i— 1) Pi-11 W =x;_Ipj_l—h'"j_x,
~Ni-DPi<hi'<ti?i-
De l'analyse précédente, on conclut que, en correspon-
dance a chaque valeur de /, les courbes C' ont en commun

X, points infiniment voisins successifs, les x,—1 premiers
étant multiples d’ordre (9 — 1)p# le dernier multiple d’'ordre
(9— D)pi+i-

La suite des nombres p, pi, p2, ... est non croissante. Soit
m la plus petite valeur pour laquelle on a pra=pmti, c’est-
a-dire h m— pmxm.

Cela signifie que les couples de nombres pi et W, p et
h?, ..., pm-i et /ijm-i étant premiers entre eux, en exprimant
h'm et pm en fonction de h'm-1, pm-i, on a

Pm-1[vm-i (Xm+ 1) —Xm] - h'm_y (Xm + 1),
d’ou, nécessairement,

Pm-l— "b1, hm_i—Xm_i(xm--1) Xm,
et pm=1
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On voit donc que la suite de points fixes communs aux
courbes C' envisagée, se termine par des points multiples
d'ordre 9—1.

Pour le dernier de ces points, le coefficient de la plus
haute puissance de Xi dans I’équation des courbes C' (toutes
transformations effectuées) est

Mo 1o )2iatl xJ>~ZXs )~ -)- Xe, 0949—1 Xs' 1)

c’est donc un point uni parfait pour I'involution I,
Au domaine de ce point correspond, sur la surface <&/, la
courbe rationnelle normale d’ordre 0— 1, d’équations
><la X-2,2a+i . - X9__  a(@_1H+9__g

><2,Ja+1 X3.3a.f2 *+ « xX9,94.9—i

toutes les autres coordonnées Xw étant nulles.
Nous désignerons cette courbe par yg—i- Remarquons
qu’elle rencontre la courbe ya au seul point Ai,,.

15. En résumé, les courbes C' ont en commun une suite
de points infiniment voisins successifs de Oi, le premier de
ces points étant sur la droite a3 =0.

Les p—1 premiers de ces points sont multiples d'ordre
9(a+l) — 1. Le suivant est multiple d'ordre 9—D(a—
—h'+ 1) -fa. A partir de ce point, la suite bifurque: on a
en premier lieu une suite de a—p—1 points multiples
d’ordre a dont le dernier est uni parfait pour l'involution IP
et donne naissance, sur la surface a la courbe ya. On a
en second lieu une suite de points dont les multiplicités con-
tiennent en facteur 9— 1. Cette suite comprend x—1 points
multiples d’ordre p(9—1), suivis de xi points multiples
d’ordre pi(9— 1), et ainsi de suite. La suite se termine par
xm + 1 points multiples d'ordre 0—1, ou 1. Le dernier
point de la suite est uni parfait pour l'involution I, et donne
naissance, sur la surface «b»', a la courbe y9 i.

Les courbes y,, dordre a, et yg-i, d'ordre 0—1, sont
rationnelles et normales; elles ont en commun un seul
point.
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Observons que les raisonnements faits sur les courbes C'
subsistent lorsque l'on suppose 0=1. Dans ce cas, que
nous avons d’ailleurs étudié en détail dans un travail anté-
rieur, la courbe ye-i disparait. Les courbes C' ont en com-
mun a points infiniment voisins successifs, multiples
d'ordre a, dont le dernier est uni parfait pour I'involution IP
et donne naissance a la courbe y0.

De plus, lorsque 9 =1, a n’est plus nécessairement supé-
rieuraa+h+ 1

16. Nous étudierons maintenant la structure du point
uni Oi de Ip dans les hypothéses suivantes :

1° 1l existe un entier 9, supérieur a l'unité, tel que
h<;9(a— h) == a.
2° On a
a+ h<8(a—a—h—1).
On a par suite
a>a+h+ 1

D’apres ce que nous avons vu (n° 7), la condition pour
gue le terme contenant & la plus haute puissance dans
I'’équation des courbes C' ("lo=0) ne soit pas celui qui est
donné par k=9, i=ae > est que I'on ait un nombre

aw+j= “Hj)a“H* —1i)"HJ

pourt=1, /= 0.

Supposons que I’'on ait un nombre de cette nature pour
J=9—1, c'est-a-dire

a(t+D)e=[t+1)9I—-1Ja+({t+1)O9—1)"
Alors, d'aprés ce que nous avons vu, on a également

at+2)e_i = [(t + 2)O-1]a + (t+ 2) (9-1).
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On a
Yt+i)0 1=[a+ (t+ D(e-D] (@a—1) —
—[*4")01—2] (a-)-h),

At+de-1=1[ad~ (t4~2) 9 —1)] (@a— 1) —
—[(*4~2)8—2] (a-|-h)

et
<f(t-ti)e- i — D +2)6-i —a-\-h— (@9 —1) a—a—h—1)>0.

Il en résulte que nous obtiendrons le cas général en sup-
posant qu’il existe un nombre 1\ tel que I'on ait

9, afl +7—i= (¢9-f-t — 1) a-)- 19— i,
ali+Ue+i)—[I"4"1)9--vla+ 4~1)01—2.

Cela implique (n° 6)

79— h)<a+ (1—Nh, (1+1)9 (a—h)=a+T7]h.

Réciproquement, ces dernieres conditions entrainent les
précédentes.

Dans ces hypothéses, le terme contenant Xi & la plus
haute puissance dans I'équation des courbes C' sera donné
par k=79+17)—1, i=al%Hi)—i.

Il en résulte que les courbes C' auront, au point Oi, la
multiplicité
ap+)-14* + — (94711 —1)(@d~h)—(r9—1@—1).

En ce point, elles auront

MO+7,-1=(794-1—1) h— (t9— 1) a
tangentes confondues avec x2 =0 et
ap+l1—1= (e 4-~—1)ag" ™~ —1

tangentes confondues avec x3=0.
On aura d’ailleurs

"0 <422e+1) "0+1)>720+2,

2?30 <C ?3e +1 <C?30 + 2) +3G + 2 ?30 + 3,

27)9 A *110 + 1 MO+T—1> THe+7)—1 70 +7) »
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17. Effectuons sur les courbes C' 1 fois la transforma-
tion Ti et appelons ¢ I'exposant de Xi dans le terme donné
par i =au.

Posons, pour abréger,

p=a—a—h—1.

Nous avons

e=a@—1)-J0—1)tp

Te=ali—(8—1)a,
26 +1 = (a—1) («**-1) + 20P>

f29+i= (29 + Dfc-(29-Da,
f9+2=(a—2) (a— 1) -f- (39 -f-1) ",

lig+2= (39 + 2)7i-(39 — 1) a,

fpe+t-1 *=<a—t+ 1) (a—1) + (<9 +t—2)
hio +t t-fFt—17—(<9—1a

Pis+l—i==(@a—"0 1)@—1+ “HA—2)D
htf +fima= (n9 -f- 1 — 1J h— (A9 — 1) a.

Par conséquent

Ye --- 29+ 1 —"20+1 — ?230-K2 =
— tP(i)-ne-t-7i-2 — " + N-iNa-t-Ti — 9w<O,
Tie — Tize+1 — Tie +1 —Tid6+2 = ... =
=Tl-Ne+1—2—Te"+_1=9@—T)—T)>0.

Dr’autre part,
— (X+1) tp + "Tik,
donc

qe— P29 +1 = <pietT—or38+ 2=+ =¢gV—i)e+)-2— W -1 =
=N[9 (a-f-1) -+a] + « -+ Ti—%p .

Prenons pour 1 un entier § satisfaisant a la double iné-
galité
Ci—1)[9(a+1) +a] < tp— (a+ Ti) < i[9(a+ 1) + a].

On observera que l'on a et nous supposerons en
premier lieu £<Ch-
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On a dailleurs, pour 7, j-™M—1,
Yit+j — The+J-i =0 —5(@a+ 1) > 0.

On en conclut que dans I'équation de la courbe C' trans-
formée, c’est le terme donné par k=9, f=a qui con-
tient Xi a la plus haute puissance. Tous les termes de I'équa-
tion doivent contenir x2 a la puissance

+-1 | EMP+T)-1— f)
— " —1) [a—h—\(a-j-1] .

Aprés avoir divisé les deux membres de I'équation par ce
facteur, le terme donné par k=9, i=at contient x2 a la
puissance

0,-1) [(0+1) {«-h-5(a+D}-(«-C)]
et x3 & la puissance 8a +9— 1.

Par conséquent, au point Oi sont infiniment voisins suc-
cessifs h—1 points fixes, communs aux courbes C', mul-
tiples d’ordre

afi+)-1=(@ *1 1)ad“"w 1
suivis d’'un point multiple d'ordre
(ti—1) [(B+1) {«-/i-C(a+ D)}-(«-?)] +8a+9—1
En ce point, il y a

(ti—1) [9+1) {«-h_C(a+ D}-(«-C)]
tangentes confondues avec x2=0 et 8a+9—1 confondues
avec x3=0.

Nous désignerons par 0'i3 ce dernier point.

18. Partons de I'équation de la courbe C' écrite sous sa
sa derniere forme et effectuons 1 fois la transformation T2
Appelons k" I'exposant de Xi dans le terme donné par
i = ak Nous aurons

ket — (A + 1)k + "k
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On en déduit

P —PUFT—EV+L— +2= .. =
=vy"(ii-i)e+7i-2 — e +ii-i —A[S—1) +a—+@ +
-f-a-{-~-h—9(f] -|- *(9a -+ a + 9) + « + h — 9cp.

Le coefficient de 1 est négatif d’apres la définition de
Nous prendrons pour \ le plus petit entier £ donnant
o+l iijo+]) -1
Nous supposerons qu'il n'existe aucune valeur de £1 don-
nant I'égalité.
On a, pour f<C7), j<™M—1,
<frty+j — j-1=(GiH-)[?—5@*)]“H (+1) 0.
Dans I'équation transformée des courbes C', c'est le
terme donné par k=79 +17)—1, i =a”™+n-i qui contiendra Xi
a la plus haute puissance. Tous les termes de cette équa-
tion doivent étre divisibles par x3 exposant
9a+9—1+ii(v)—1) [(9+1) (@a—h—i(a+ D} — (a—i)].
L’équation étant débarrassée de ce facteur, le terme con-
tenant Xi a la plus haute puissance, contient x3 a la puis-
sance
(" —1) [Sa{H—9(«—#)} + (C*+ 1) {a+9(a+ 1)},
et ne contient pas x2.
Les courbes C' ont donc en commun Ci— 1 points fixes,
infiniment voisins successifs de 0'i3, multiples d’ordre
O—-D[O+{a—h—I(a+ 1)} —(@a—"h)]
suivis d’'un point de multiplicité
(j-D[51{h-9(a-/i)} + (CCL+ D.{a+ 9@+ D}].
En ce point, toutes les tangentes sont confondues avec
x3=0.
Lorsque I'on a au contraire une valeur de iji donnant
= <?2\+i= . = <%+,

le dernier point est uni parfait pour I'involution 1,
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Observons que pour que p soit premier, 8(a+ 1) +a et
li-f—(a + h) doivent étre premiers entre eux. Il en résulte
que, dans la derniére hypothese, on aura
Ei+1=9@+1) +fl E(ii+1) — =Qp— (a+ h).
On en déduit
iif[h—9(«—h)] + (Ui+1)[a+9(a+1)] =1,
9+1)[a—/i—E(@@+1)]— (a—1i) =1.
Les Ei points infiniment voisins successifs de O'u sont

donc multiples d’ordre r,—1, le dernier étant a tangentes
variables.

19. Posons
¢=9@+ DH+a, X=%p— (a+ h).
Le nombre E est défini par la double inégalité
(E— 1)4«<X<E4"
Posons ensuite
hl=X- (E-D)], Xl = EN-X;
le nombre Ei est défini par
(ii-DNi<Xi<EiNi-

Au point 0'i3 font suite Ei points fixes, les Ei—1 pre-

miers multiples d’ordre

() =1 [X—= (i—D)4] = (7)-)>I'i
et le dernier multiple d’'ordre
Di-1) [ (Gi — il +1)4» —iiX] = (7]-1) [X, — (El-1) ti]
pour les courbes C'.

Supposons que nous n’ayons pas, comme dernier point,
un point uni parfait de I, et posons

(Ei -1)fc, X2 = Eiti-Xi.
Définissons E2 par les conditions

(i1 — 1) 42N 2N 241
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Au dernier point commun aux courbes C', multiple
dordre

(M)-DX1-Gi-H)W=(Tl-DNfc

pour ces courbes, font suite E2—1 points multiples d’ordre
(T)—1)4»* suivis d’'un point multiple d’ordre X2—(E2 —1)"2
pour les mémes courbes.

Si I'on n’a pas X2— c'est-a-dire si le dernier point
n’'est pas uni parfait pour IP, on continuera de la méme
maniéere. On parviendra ainsi a une suite non croissante de
nombres ‘K, 'N, e . Pour une certaine valeur m, on
aura gm=4wi, c'est-a-dire = ou encore

(EmEm-1‘f"Em-1 ~ Em)"m-L— Em‘““ 1) ¥
Les couples de nombres t et X, #1 et Xx....... <|v-i et Xm_!
étant premiers entre eux, on a

Em“" f —"m-ly EmEm-l Em-1 Em Xm_i.

Par suite, drnn=<Jwi= 1

Au point O'is font donc suite fl—1 points multiples
d'ordre (tj—1)4*1, suivis de £2 points multiples d’ordre
(Gj—1)4*2, ..., suivis de £m_i points multiples d’ordre
(i) —N<pm-i, suivis enfin de Em +1 points multiples d’'ordre
I)—1 pour les courbes C'. Le dernier des points de cette
suite est uni parfait pour les courbes C'. Il lui correspond,
sur la surface (b7, une courbe rationnelle normale d’ordre
)—1, d'équation

X9, 8a+6—1 _i)e+~"—2,0)8—0 + >—2)a+T)e+te — 1

X20+1,(20+1)a+28-1 ¢ + X,0+T)—1, (0 +)—1)a+8—1

toutes les autres coordonnées Xw étant milles.
Nous désignerons cette courbe par y”-i-

20. Effectuons maintenant sur les courbes C' d’équa-
tion (1), [i fois la transformation Ti; nous retrouvons
I'équation (2) du n” 9. Appelons encore <x! I'exposant de Xi
dans le terme donné par i=ak.
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Nous avons actuellement
----- F,28+ 1— 29 + 1-——-'P39 + 2= eee=="f(T)-1)9 +T)—2—®)0 +1)—1 =—
= [L[9a+I) +a] +a+ /i-97=>0,
et
?2—p=09—1) @+1)—u =0,

C'est donc le terme donné par k=1, i =a qui contient Xi
a la plus haute puissance.

Tous les termes de I'équation (2) sont divisibles par x2
exposant

a—1 +9<p+ ({A—].) (0a+9_1) =v +1 —9(a+ 1 — hl).

Cette simplification effectuée, nous retrouvons I'équation
des courbes C' déja rencontrée plus haut (n° 9),

lla  +av#9~1><—h'+1) x3 0.

On conclut d’abord de ce qui précéde qu'au p'oint O'm
sont infiniment voisins successifs jx—\ points (dans la
direction x3=0) dont les jx—!—1 premiers sont multiples
d’ordre 9a+9—1 pour les courbes C', le dernier, que
nous désignerons encore par 0j3, étant multiple d'ordre
9O—D@—h"+1) +a

Apreés la transformation Ti®, le point Oi3 a pour coor-
données (1, 0, 0) et en ce point, les courbes C' ont a tan-
gentes confondues avec ® =0, les autres étant confondues
avec la droite x2=0. L’analyse de la singularité des
courbes C' au point Oi3 est exactement la méme que dans
les hypotheses considérées au n° 9; nous ne la reprendrons
pas et nous bornerons a rappeler le résultat. Au point
Oi3 sont infiniment voisins successifs dans une direction
a— [x—1 points multiples d’ordre a dont le dernier est uni
parfait pour linvolution Ip et, dans une autre direction,
t—1 points multiples d’ordre p(9—1), suivis de ti points
multiples d’ordre pi(9—1), ..., suivis de t"+ 1 points mul-
tiples d’ordre 9—1 dont le dernier est uni parfait pour I'in-
volution Ip.
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Sur la surface 3»', nous avons, dans le cas actuel, trois
courbes rationnelles normales ¢ <pe-i, I La troisieme
rencontre la seconde au seul point Ae.eats-i, mais ne ren-
contre pas la premiere. On sait d'ailleurs que les deux pre-
mieres courbes se rencontrent au seul point Ai.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé - << p (n° 17) et
il nous reste a envisager I'hypothése ¢(=pi. Mais dans ce
cas, on passe directement du point Oi au point Ois par une
suite de [r—1 points multiples d’ordre (rj9+7—1)a+70—1
pour les courbes C' et on a alors & envisager la singularité
des courbes C' au point Oi3 comme dans les cas précédents.
Quant a la surface <&, elle possede deux courbes ration-
nelles ya, Ye-i comme dans le cas étudié au S IL

v

21. Le courbes C' ont en Ch un certain nombre de tan-
gentes confondues avec la droite x2=0. Pour rechercher
les points fixes, infiniment voisins de Ch dans la direction
x2=0, communs aux courbes C', nous effectuerons 1 fois
la transformation T et, dans I'équation obtenue, nous dési-
gnerons par (fu I'exposant de a?% dans le terme donné par
i = ak. Bien que cette notation ait déja été employée dans ce
qui précede et avec une autre signification, aucune con-
fusion n’est possible.

Nous aurons

P/ = (1o + 1) Tk + 70>

Commencons par faire quelques remarques.
a) Considérons une valeur de k et les termes correspon-
dants aux valeurs i=ak i<”ak, nous avons, en appelant

(fk I'exposant de xx dans le terme qui correspond a cette
valeur de i,

fk —9"— (ak—*) [Ck+1) (a—1) + 7],
guantité toujours positive, quel que soit 1.
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b) Considérons une valeur de t et un nombre X tel que
(f_X-DHa+ (X+1) h<79(a—h) < (i — X)a + Xh.
Nous avons alors
Mo << yte +1<C o +X0 yle + X >¥«+n+D
Fe—-x+i  TI+x+a<h e <l Ac+)er
On a
PG+ X PG+ X-1 = oo =+l —y'to = (X+ 1)<?+X(a+1),
20+x  yB+x+l=(X4"1) (a4 b)—Xa,

y't+le  y'we—i— o = i) +x + a—y'tit+x+1=
=X+ DY+ X(a+l).

Par conséquent, quel que soit X, on a toujours
716 < f'ty +1 7040 f'ig +x = fte+x +1>
PO+x+I<?d+Xx+a<< s < P+i)81I
c) Le nombre X conservant la méme signification, on a
9d+x tP«-i)9+x-i  X[6(@a—h)—h]-j- % — (a-j- h) .

Le signe du second nombre dépend du signe de (p—
— (a+h).
On a en outre

A<—i)9+x—i Yy +x—i=X[T1— 9 — 1) (@a— h)] -j-
+~«+h—-09-17,

guantité toujours positive quel que soit X.

22. Cela étant, nous allons en premier lieu examiner le
cas ou, 9 étant supérieur a l'unité et deéfini par

h<;9(a—h) <a,
on a
a+ h=>9p.

D’apreés les observations précédentes, le cas général sera
sobtenu en supposant qu'il existe un nombre ¥ inférieur a 9
tel que I'on ait
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ald+n_i=(rio-j-i— 1) a-f-’ld— 1, a+tue+T—
=[(M+DO0O+ola+(0+ De-2,

ou les conditions équivalentes
M (@—h)«<a-f(7)—1)h, () +1)9(a—h) > a+Tjh

Le terme de I'équation (1) de C' contenant Xi a la plus
haute puissance, est donné par k=9, i=9 +9—1.
Prenons pour \ le nombre satisfaisant a la condition

Ck—1) [9(a—h) —h] <a + h—9if<I[9(a— h) —h].
Supposons en premier lieu gu'il existe un entier 1 satis-
faisant a I'égalité. Celle-ci peut s'écrire sous la forme
ft+1) 9+ Dp=[(9+ Da+9][(X+ D«-I].
I +1 ne peut diviser (™“+-1)a—1 et 9+ 1 ne peut diviser
(9 + Da+- 9, donc on a soit
1+Dp=©9+21)a+9, 9+-I1=(X+-Ha—1,
soit
X+-1= (9 +hHa+9, 9+ Dp=X+DHa—1
La premiére hypothése est en contradiction avec 9<Ca.
La seconde donne
9(a—h) =h + 1.
Actuellement, on a
QI =729+i fFw+2= 0 =yrfi+i)—1—~kp="7a »

Pour Jt=«, onaen effet i =p.

Il en résulte que dans ce cas, les courbes C' ont en Qi la
multiplicitt a+ h— (9—1)¢ 9h— (9—1)a de leurs tan-
gentes étant confondues avec x2=0; elles ont en outre en
commun (9+-l)a+-9 — 1 points fixes infiniment voisins suc-
cessifs de Oi, le premier étant sur x2=0. Ces points sont
multiples d’ordre 9/i— (9— I)a et le dernier est uni parfait
pour linvolution Ip.

Au domaine de ce dernier point correspond sur la sur-
face 3" la courbe rationnelle normale d’équations
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Ne,ea+e—i y— L@ +T—1a+g—1
N-29 +1,29+ at20—1 «* Xap
Cette courbe est d'ordre 7) et d'autre part, elle doit étre
d’ordre

9h—(9—Da=a—9(@—h)=a—h—1
On a donc nécessairement
J=a—h-—1

Nous désignerons la courbe obtenue sur <>' par ja-h-t1

Dans I'équation de C' aprés la transformation, on peut
mettre en évidence x3 a la puissance a9 + 9—1 +>(a—h—1).

23. Supposons maintenant qu’il ne soit pas possible de
trouver un entier 1 satisfaisant a I'égalité et soit w I’entier
satisfaisant a

(»—1) [9(a— h) — h] <a + h—9ip<;w[9(a— h) — h].
Dans I'équation des courbes C' obtenue apreés avoir effec-
tué la transformation T , le terme contenant xx a la plus

haute puissance est donné par ft=79+7)—1 et i=ar7)9+"i
Cette puissance a pour valeur

<PW,-i=(w+1)[@@a+%—1) @—1)—
—0i9+7—2) (@a+ h]+w[9+T —La+79—1].

Tous les termes de I'équation sont divisibles par x3
exposant

9(a+ 1) —1+o[a—9(@—h)].

Dans le terme contenant xx a la puissance la plus élevée,
X2 a la puissance

(N9 +1—1) h—(7)8—1)a
et, aprées suppression du facteur commun, x3 la puissance
(MN—1)[9(@a+1) + a—w{9(a— h) —h}].

Les courbes C' ont en commun w points fixes infiniment
voisins successifs de CL, le premier étant sur x2=0. Les
w—1 premiers sont multiples d’ordre 9a+9—1 et le der-
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nier, que nous désignerons par Oi2, est multiple d'ordre
7)h-(7]18-1)(a-/i) + 0,-1) [9(a+ 1) + 8-w{9(a-h)-h}].
Opérons sur les courbes C' ainsi obtenues la transforma-
tion T2 ou, ce qui revient au méme, opérons 1 fois la trans-
formation T2 sur I’équation (1) des courbes C', en prenant
Il est facile de voir que, parmi les termes de I'équa-
tion donnés par fe=1, 2, ..., a—1, c’est celui qui corres-
pond a le=t8+17—1, i=alet)-i qui contient Xi a la plus
haute puissance. Tous les termes de I'équation obtenue
sont divisibles par x3 exposant

9(0 + 1) -1+ *[<*—9(a— h)].

Le terme donné par k=a, i—p étant xp X%, on doit
donc avoir

9(a+ 1) — 1+X[a—9(a— h)] <"p.
Si I'on tient compte des résultat obtenus dans l'analyse
des points infiniment voisins successifs appartenant aux
courbes C' dans la direction =0, on voit que pour une

valeur de 1 satisfaisant a l'inégalité précédente, on devra
avoir, dans I'équation obtenue pour les courbes C',

TW'i-i(*) =*P
De plus, le coefficient de XiXp dans cette équation doit
étre
®T)0 + 1)1 ()0 +T]— 1) a+ 70 —1 XFf -)— da, p X3 .
Par conséquent, on aura
hnetv—I=rlh— ({9 — 1) @a—h) =T,
9(@-f-1)F-Xa—9@—71=p.
Au point 012, les courbes C' ont donc une seule tangente
confondue avec # =0 et a ce point font suite 1—w points
simples infiniment voisins successifs dont le dernier est

uni parfait pour l’involution Ip. Au domaine de ce point
correspond, sur la surface d?', la droite AtlAap, ou

k=Tjg+Tj—1, i= (8 + 71— Da+7—L
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Nous désignerons cette droite par yi.

24. Reprenons les courbes C' obtenues apres avoir opéré
< fois la transformation T2 Au point Oi2, ces courbes ont

H—1)[9(@+1) +0—w{9(a—h) — h}]
tangentes confondues avec x3=0. Pour ces courbes, on a
V< +1<C o0 < f'rfi+>i—1+

Opérons, sur ces courbes, X fois la transformation Ti et
désignons par 1 P'exposant de xx dans le terme donné
par le=1f+f—1, i=awt+t—i. Nous avons

+)=1  2(TFN0+i)-2 = e =tp, 2+ | =
=X[w—1)]9@—h)—Til-(- % — (a—Ti)] -~
)-uld@—h)—hj--9% — (a-j- h) .

Soit wj la plus petite valeur de X rendant cette expression
négative. Au point Oi2 font suite, dans la direction #3=0,
Mi points infiniment voisins successifs. Les wi—1 premiers
de ces points ont la multiplicité

(MN—1) [9(@a+1) +9—w(8(a—h) —h}]
pour les courbes C', le dernier ayant la multiplicité
(i—1) [ (uto! +1) {9 (a—h) —h} —toi (Ba+ 9 +a)].

En ce point, toutes les tangentes sont confondues avec
x2=0.

On poursuivra I'analyse de ce point comme cela a été
fait plus haut a deux reprises dans des cas analogues et on
trouvera finalement un dernier point fixe, uni parfait pour
I'involution multiple d’ordre tj—1 pour les courbes C'.

Au domaine de ce point correspond, sur la surface 4»',
une courbe rationnelle normale d’ordre ij—1, d'équations

Ne, Oa+6—1 o X(t=D6+t—2 =0+ 7)-2)a +11—0—1
X0+ Q+Ya+0 -1 Xe n1—100+)—la+i—!

toutes les autres coordonnées Xw étant nulles.

= 0,
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Nous deésignerons cette courbe par y”-i. Elle rencontre
la droite yi en un point et la courbe ye-i en un point.

25. 1l nous reste a examiner le cas ot I'on a
a+ u<9<p,

les autres hypothéses concernant 9 et tj restant valables.

Dans ces conditions, le termes contenant Xi a la plus
haute puissance dans I'équation (1) des courbes C' est
donné par c=79+7—1, i=

Opérons encore \ fois la transformation T2 sur les
courbes C'. Quel que soit  c’est toujours le méme terme
qui contient Xi a la plus haute puissance.

Observons que tous les termes de I'équation obtenue sont
divisibles par x3 exposant

alll+)) - L + Khifl +7—1

et que l'on doit avoir, en tenant compte du transformé du
terme k=a, i=p,

SPo+T—1 4« —~e+T_i P.

Pour la plus haute valeur de 1 satisfaisant a cette inéga-
lité, on aura nécessairement, comme plus haut (n° 23)

hifi+n—1=1j +t)—i—P—1>
+ ="P1
On en conclut que les courbes C' ont une seule tangente

confondue en Oi avec la droite x2— 0. Elles ont en commun,
dans cette direction, une suite de

p— (19 +7)—Da—79

points simples infiniment voisins successifs dont le dernier
est uni parfait pour I'involution 1,,.

Au domaine de ce point correspond sur la surface <& la
droite que nous avons désignée tantdt par y'. Cette droite
rencontre en un point la courbe y,-i (n° 19).

Liege, le 16 septembre 1940.



