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Sur certaines congruences de Goursat,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait qu’à trois points consécutifs x_x, x, xx d’une suite de 
Laplace on peut associer deux coniques : les coniques de 
Koenigs-Darboux, qui ne coïncident que si le réseau (x) est à 
invariants égaux. A quatre points consécutifs y1, y, z, z1 d’une 
suite de Laplace, Tzitzeica a attaché deux quadriques (*); ces 
quadriques coïncident lorsque la congruence (yz) est une con­
gruence de Goursat. Dans cette note nous montrons que l’on 
peut attacher aux quatre points yt, y, z, z1 deux cubiques gau­
ches. La coïncidence de ces deux courbes entraîne la fermeture 
de la suite de Laplace dans les deux sens.

1. Soient y, z deux points dépendant de deux variables u, v 
et consécutifs dans une suite de Laplace. On peut écrire

y10 = «i, z01 = ?>y>

a, p étant deux fonctions de u, v. Nous posons, pour simplifier 
l’écriture,

gi+* a
mlK == -----;----- -— .
T du1 dVK

Le transformé de Laplace de y dans le sens des u est le 
point z; le transformé de y dans le sens des v est le point

2/i = yM — y (log a)01.
On a

y? •■= «1 = — (log a)11 + «p.

De même, le transformé de Laplace de z dans le sens des u est
= s10 - (log Pi10,

et l’on a
z? = Pi*, Pi = — (log P)11 + * P-

Nous supposerons que les points y,, y, z, z1 n’appartiennent 
pas à un même plan.

(!) Sur certaines congruences de droites (Journal de Mathématiques, 
1928, pp. 189-208).
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2. Un point de l’espace déterminé par les points y,, y, z, 2, 
peut être représenté par

Tli2A + Tal/o + Ci'' + Çi-u

T,,, ti0 Ç0, étant les coordonnées locales du point considéré.
Considérons la cubique gauche K commune, en dehors de la 

droite y,z,, aux deux cônes

*10 = *.i ^0' So •= [J- Si *lo*

Nous déterminerons X et f/. par la condition que la cubique K 
ait un contact du second ordre avec la courbe u tracée sur la 
surface {yJ au point y1.

Nous avons

Vi (» + e, v) = y, + £- yf + ~ y? + |y y? + -,

avec

v'i = y< yf = «i°y + «. P-, yf = «fy + 2 (a, |3)i0 s + a, p z,. 

Les coordonnées locales du point yl (w + s, v) sont donc
*ll = 1,
*io = oqe + a*0 ~ +a ;° i- + - ,

Ço = ai ? -x- 4- (ai P)10 TT + •" ,2 o
im­

portons ces valeurs dans l’équation

*10 — == 0.

Pour que l’on puisse en diviser les deux membres par s3, on 
doit avoir

2 a, — 1 p = 0.

Portons de même les valeurs de -/p, ... dans l’équation 
Ço— (*^*10 = 0.

On peut en diviser les deux membres par e4; pour qu’on 
puisse les diviser par e5, on doit avoir

2p = 3|3.
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On en conclut que la cubique gauche cherchée est représen­
tée par les équations

PTio c. 3 PC,
2 oqvii T.o 2Co

La courbe K appartient à la quadrique

r,0Ço — 3 otjTijÇj = 0,

qui est une quadrique de Tzitzeica.
En intervertissant les rôles des points yl, zt, on obtient une 

seconde cubique gauche

aÇ„ 3 crru
2P*Ç* Ço 2-%

3. La condition pour que les cubiques gauches (1) et (2), tout 
en étant distinctes, appartiennent à une même quadrique non 
conique, revient à écrire que les quadriques de Tzitzeica :

rioCo ° ai'rnKi — 0, r.oÇo 3 PiZiiÇi = O,
coïncident. On a alors

a, = & ou (log a)“ = (log P)“

et la droite yz engendre une congruence de Goursat.
Écrivons maintenant que les cubiques (i) et (2) coïncident. 

Nous trouvons les conditions
4 a, = 4 (3, == 3 a j3.

On a donc en premier lieu
(log a)11 = (log (3)11

et l’on- peut choisir séparément les variables u, v de manière 
à avoir a=p. On a alors

3 3 11«i = — (log a)11 + aP--aP = -«* (log a)11 = - «p = - a2.

Le transformé y2 de yl dans le sens des v est donné par 

Vi = y°il — Vi (log aa,)11 = y\l — 3 y, (log a)“.

On a donc
yi° = *2Vi = [— (log acq)11 -f sq] ri, = 0.
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De même, si z2 est Ie transformé de Laplace de z1 dans le 
sens des u, on a

Zg = zf* — 3 z, (log a)10, z? = 0.

On voit donc que la congruence [yz) est une congruence de 
Goursat et que la suite de Laplace déterminée par les points 
ylt y, z, zl se termine aux points y2, z2 en présentant chaque 
fois le cas de Laplace.

Liège, le 15 juin 1942.
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