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Sur une involution de genres un appartenant a une surface
de genre quatre,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Etudiant récemment les involutions cycliques appartenant a
une surface de Humbert généralisée (*), nous avons montré que
certaines de ces involutions, n’ayant qu’'un nombre fini de points
unis, étaient de genres un (pa = P4 = 1), a courbes canonique et
pluricanoniques d’'ordre zéro, alors que la surface de Humbert
généralisée a les genres pa = pg = 3, p() = 4. Parmi les courbes
canoniques de la surface de Humbert généralisée, il en existe une
seule a laquelle correspond, sur une surface image de I'involution,
une courbe exceptionnelle.

Nous nous proposons d’indiquer, dans cette note, un exemple
d’une surface algébrique de genres pa = pg = 4,p» = 6, contenant
une involution cyclique d'ordre cing, n’ayant qu'un nombre fini
de points unis, dont la surface image est une surface de genres
un (pa = P4=1).

1. — Considérons, dans I'espace ordinaire, I’nhnomographie cjrcli-
que de période cing,

X[ X2 x3 x4 = x4 x2: ex3: eixi, @)
ou . est une racine primitive cinquiéme de l'unité. L’homo-
graphie fl) posséde une droite unie x3 = x4=0 et deux points
unis 03(0,0,1,0), 04(0,0,0,1).

La surface du cinquiéme ordre F d’équation

«anz + + AXifi (x,, X2) + x3xj<ol (et ee2) + <5 {eeu x2) = 0,

ou les tp sont des formes binaires dont le degré est indiqué par
I'indice, est transformée en elle-méme par I'homographie (1).

L’homographie (1) engendre, sur la surface F, une involution I5
d’ordre cing, présentant cing points unis,

x3=xi=0, ¢ a0 =0,

que nous supposerons distincts et que nous désignerons par A,,
A2, a3, a,, a3

(P Sur quelques involutions appartenant a la surface de Humbert
généralisée (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1936, pp. 240-251, 438-446).
Voir aussi notre note : Sur les involutions cycliques du troisieme ordre et
de genres un appartenant a une surface algébrique (lbid., 1936, pp. 565-
570).
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Le plan tangent a la surface F en un quelconque de ces points
passe par les points 03, O4. Il en résulte que les points AL, A}
sont des points unis non parfaits de 15.

2. — Pour étudier la nature des points unis de 15 supposons
pour un instant que l'un d'eux tombe en 04(1,0,0,0), ce qui
revient a supposer que le terme x4 manque dans I'équation de la
surface F. Désignons par C les sections planes de F. Dans le
systeme |5C]|, qui est transformé en lui-méme par I'homo-
graphie (1), il existe un systéme dépourvu de points-base, com-
posé au moyen de I'involution I5 Il est découpé sur F par le
systéme linéaire de surfaces, comprenant la surface F,

+ <ED4 (N + + x3x\ + \ixaxe + 220
+ S50 + axaxe ( + luxixi + o

Si I'on envisage celles de ces surfaces qui passent par le point O4,
on voit aisément qu'elles découpent sur F des courbes ayant un
point triple en Ot, deux des tangentes étant confondues avec
X2 = xt = 0 et une avec x2 = x3— 0. Il en résulte que le point O}
posséde, dans son domaine du premier ordre, un point uni parfait
situé sur la droite x2 = x4 = 0 et, d’'autre part, deux points infini-
ment voisins successifs dont le premier est situé sur la droite
X2 = x3 = 0 et dont le second est uni parfait (£).

Il résulte de tout ceci que le point Al possede, dans son domaine
du premier ordre, un point uni parfait situé sur la droite A403 et,
d’autre part, un point situé sur la droite AjO3 auquel est infini-
ment voisin (dans le domaine du second ordre de At) un point
uni parfait de 15

3. — La surface F étant dépourvue de points multiples, son
systéeme canonique est celui, |C|, de ses sections planes. On a
donc, pour F,pa—pg — 4, p) =6, P2 =10, ... Les courbes cano-
niques de F transformées en elles-mémes par I’homographie (1)
sont : la courbe C3 découpée par le plan x3=0; la courbe Ct dé-
coupée par le plan x4=0\ les courbes C0 découpées par les
plans x2 = \xt.

Désignons par <F une surface image de I'involution 15 Nous
avons établi qu'a une courbe canonique de <> correspond sur F
une courbe de cette surface passant par At,..., Ab et touchant en

fl) Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une sur-
face algébrique. (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 450-467.)
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ces points respectivement les droites A1O03, A503 (8- 1l en
résulte que la surface <> possede une seule courbe canonique a
laquelle correspond, sur la surface F, la courbe C4. Mais, d'autre
part, I'hnomographie (1) détermine sur la courbe C! une involution
d'ordre cing possédant cing points unis, par suite rationnelle.
A la courbe Cé correspond donc sur <> une courbe exceptionnelle
ri et si la surface <> posséde une courbe canonique, celle-ci est
d’ordre zéro.

D’autre part, entre les genres arithmétiques pa de F et na de d>,
nous avons la relation

12 Cpa + 1) = 125 K + 1) — 12-5,

cas particulier d’'une formule générale établie dans la derniere de
nos notes citées. On en conclut 7ta=1 et par suite la surface est
réguliére et posséde une courbe canonique d’ordre zéro (pa = P4=1).

4 = Les groupes de |5 appartenant a la courbe C3 forment une
involution rationnelle, possédant cing points unis; il lui cor-
respond sur <F une courbe rationnelle r3 Les groupes de 15 appar-
tenant a une courbe C0 forment une involution dépourvue de
points unis et par suite de genre deux. Aux courbes Ci corres-
pondent donc sur <> des courbes F0, de genre deux, formant un
faisceau ayant un point-base P', image du groupe de I5 appar-
tenant a la droite x¢ = x2 = 0.

La surface <> étant de genres un, les courbesT( doivent appar-
tenir totalement a un réseau de courbes de genre deux, sans point-
base. Envisageons le systeme de quadriques

\xIxi +\XoXt+ =0, )

Il découpe sur F un réseau composé au moyen de I'involution 15,
comprenant les courbes ro-f-r4,2ro. Les courbes de ce réseau
passent simplement par les points kt en y touchant la droite A403}
et le réseau ne posséde pas de points-base en dehors des points A4,
Le réseau est de degré virtuel 20, de degré effectif 10 et de
genre 16. A ses courbes correspondent sur <> des courbes Y for-
mant un réseau de degré deux et de genre deux.

Rapportons projectivement les quadriques (2) aux droites d’un
plan gi en posant

X X2 X3 = x{xt: x2x4: x\.

() Recherches sur les involutions cycliques appartenant & une sur-
face algébrique. (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1935, pp. 338-344.)
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A la surface F correspond un plan double dont la courbe de
diramation a pour équation

X1 [3X + X371 (Xi, X2) + 22 (Xi, X2 — 4« X35 (Xi, X2) = 0,

Par conséquent, la surface <> est birationnellement équivalente
a ce plan double, qui est bien de genres un.

Aux courbes ro correspondent les droites doubles passant par
le point (0,0,1); a la courbe T3 correspond la droite double X3 =10
et a la courbe exceptionnelle F, correspond un des points ayant
pour image le point (0,0,1). L'autre point ayant (0,0,1) comme
image correspond au point P'. Une courbe 0 coupe la courbe
exceptionnelle F en un point variable. Ce point et le point P’ for-
ment un groupe canonique de la courbe T0 envisagee.

5- — Si I'on envisage, dans I'étude précedente, I'homographie
X\ X2 X3 x\ = X{: x2:ex3: e3xds,
on arrive aux mémes résultats. Par contre, si I'on considére

I’'hnomographie
X[:x2:x3:x\=xt:x2:ex3: eix4,

on trouvera une surface du cinquiéme ordre contenant une invo-
lution ayant cing points unis symétriques (non parfaits); la sur-
face image de cette involution contiendra un faisceau de courbes
canoniques de genre deux. Cette surface a les genrespa =], = 2,
p() — 2 et est birationnellement identique au plan double dont la
courbe de diramation a pour équation

[XTXS<Pi (Xt,x2) + X1X3p3(X1,X2) + p5(X1,X)]2— 4«3«, XtXi = 0.
Liege, le 28 mai 1936.
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