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Sur la suite de Laplace de l’espace réglé associée à une surface,
par Lucien GODEAUX, Professeur à l’Université de Liège.

1 Considérons une surface (.v), non réglée, rapportée à ses 
asymptotiques u, v. Les coordonnées normales xu x2, x3, x4 de 
Wilczynski du point x satisfont au système complètement inté
grable (4)

xw + 26a;01 + c4x = 0, x02 + 2aa5,ü + c2x = 0.

Soit Q l’hyperquadrique de Klein représentant les droites de 
1 espace S3 dans S5. Les tangentes asymptotiques au point x à la 
surface (x) sont représentées par

U= | x x101, V= \x a;01 I.
On a

U10 + 26V = 0, V01 + 2aU = 0.

Les points U, V appartiennent à une suite de Laplace que nous 
représenterons par

u*, u, v, v„..., v„,..., (L)

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u.
Sept points consécutifs de la suite L sont liés par une relation 

linéaire. Nous avons établi les relations

2U3 + 2ü2( log b*hlh2)<» + SfrU* + (3 (log 6*§)#1U
+ 4a [aV -f- V, (log a6,)*° -f V2] = 0, 

2V3 + 2 V, (log a3/cffc2)10+ 2a, V4 + a (log a*a)10 V
+ 46 [j3 U + U4 (log bhL)01 + (JJ = 0,

où l’on a posé

a = 2 (log a)80 + (log a)'°2 + 4 (6M + r,), 
a, = a + (log afc,)20 + (log ak4y" (log a*k4)i0,

P =2 (log bT + (log 6)01* + 4(a10 + c2),
Pi = P + (log 6 A,)02 + (log 6 A,)01 (log 6* A,)01.

I1) Nous renvoyons, pour les notations, à l’exposé de nos recherches
de géométrie projective différentielle paru récemment : La Théorie des
Surfaces et de l’Espace réglé (Paris, Hermann, 1934).



- 65 —

2. En vue de recherches ultérieures, nous avons établi les 
relations existant entre les points Un+6,Un et Vn+6, ..., V„. 

Posons

« n = +
aK+lkt...K V°

i>"-v>r3-hnJ +
a"+1... fe„ V° / «Ag.. '

bn-*...hn-J \°ë bhi-.h^

et

P/i — Pn-l ~t“ (log bn+lhl...hn \“ 
a"-*Ar3-W +

y/ b h, ...hn\
a" ‘kn_3J v flA-,... k„_2J

Nous avons alors
/ hn~^ hn^ h N01

^/i+6 ~f- ^+3^n+i--------+P/>-hU/i+4 + ^/i+3 ^ n+3

akihz... kn+3
b h A- A„ f2 _

«„+3ll„+! — A„+2Un+1 ( log an"H - A-„4 
fc”-*... + Ain+lAn+ïb'n = 0.

Les coefficients de cette relation se calculent en utilisant la 
propriété de la suite L d’être autopolaire par rapport à l’hyper- 
quadrique Q. Représentons par

ü O, q) = 0

la condition pour que deux points p, q soient conjugués par 
rapport à Q. Le point Vn+2 étant le pôle par rapport à Q de 
l’hyperplan Un ... Un+i, on aura

(hn+6 h \0i 
log = °-

Le calcul de
Q(ü^,Y„+!), ü(üa+5,vn+2)

se fait en dérivant par rapport à y successivement les relations

a (Un+o vn+2) = o, Ü (ün+3, Vn+1) = o,...

Nous ne reproduirons pas ces calculs, qui sont très longs, mais 
ne présentent pas de difficultés.

3. Le calcul de Sn+3 peut se faire d’une autre manière, plus 
simple. En dérivant la relation (t) par rapport à v, puis en élimi
nant Un entre la relation trouvée et la relation (1), on trouve sans 
difficulté

Sa+4 = Sn+3 + p°„V. + P»+4 (log ^7 T^) '
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En dérivant la formule (1) par rapport à u, on trouve de même 

a ki... kn+3kn+3^n+2 — hn+3tn+3 — —----- -----
b hi... h^

On déduit de ces formules

an+3 +
/, aki —fen+aY0"]*~0o*arn$]

(fc/i-H hn+l) o„ — /i„+1(3“+1 -J- hn+i$n+l Tlog —J----
\ ... kn

akt... k'"1.....™ r,m _J_„ h„„akt-kn+i YbK...h. [*•« + J-

Remarquons encore qu en dérivant l’équation (1) par rapport à v, 
on trouve

(2)

4. On obtient de même la relation
/ a»+« \ io

v*+6 + v ^+5 ^log —_±J _(_ a„+4V„+4 -f y„+3V„+3

bhj...hn+3[0 , A
aki...kn„l^^ É*wv^H^log—y 4 kJ + kn_Hkn+2\n

où l’on a, pour calculer y, la formule

(hn+i - K+ù y„ = fcB+1«“+I + kn+l*n+l (log ap~^)
\ b ... hn J

bhi... hn+
akt... kn

On obtient également

(3)
= 0,

^ + Pn+1("log%^±-lN)
aki...knJ _

bn+i... h* ■ (Iog ('°g «

5. Les formules précédentes doivent être modifiées lorsque la 
suite des points considérés contient les points U et V. Ainsi, on a

U4+U3(log

fi k
+ &U* + Sjü. — —1 oqü — 2aki (afc,)10 V + 2afe1V1 = 0,
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où
(hh\oi \l°g Y) +2P(1°g/'2?r

On a ensuite

Us + U4 ( log
b-'h\Ki h

a2 kt
+ P3U3 + S2U2 - ^ a2U4 + ^ (log a*mi° U + 2a W = 0,

ou

b ht

S2 = 8j + + P2 ( l°g
bhjh2'0l 
aki

Les formules (2) et (4) doivent également être modifiées pour 
n = 1.0na

< = 4ab (log a^)10 — h (log a3k2lk, f, 
p‘° = 4ab (log bhj1 - h2 (log b3h*h,)01.

Les relations liant les points V4, U4 et V6, ..., U s écrivent 
d’une manière analogue.

Liège, le 18 avril 1934.

M. HATEZ, Imprimeur de l’Académie royale des Sciences, des Lettres 
et des Beaux-Arts de Belgique.


