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VARIÉTÉS ALGÉBRII1UES A TROIS DIMENSIONS
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CONTKWNT DLS INVOLUTIONS LNCLIQULS

Nous a ions étudié, dans des Ira va u v antérieurs', les involutions 
cycliques appartenant a une suri ace algébrique et u’ayant qu'un 
nombre liai de points unis ('). Les points unis d une telle involution 
peuvent être de deux sortes, suivant que la transformation biralion- 
nelle général lice de I involution détermine, dans le faisceau des tan­
gentes a la surface au point uni. I identité ou non. Dans le premier 
ras, on a un point uni parfait, dans le second, un point uni non 
parlait.

Considérons une variété algébrique \ à trois dimensions et suppo­
sons qu il existe, sur cette variété, une involution l/;, cyclique, d'ordre 
premier p, n ayant qu un nombre fini de points unis. Dans la gerbe 
des tangentes a la variété \ en un point uni A, la transformation 
bi rationnel le T, génératrice de (’involution, détermine, soit l’identité, 
soit une homologie, soit une homographie non. homologique. Vous 
aurons donc a considérer trois espèces de points unis.

Nos premières recherches sur les involutions appartenant à une 
surface algébrique ont porte sur le cas où la surface support de l in

(P On trouvera un résumé de nos recherches et la bibliographie relative à la 
question dans notre exposé, Les involutions cycliques appartenant à une 
surface algébrique (Actualités scient, et inclustr.). Paris, Hermann, ipiiS. 
Voir aussi, dans la, même collection, nos exposés : Questions non résolues de 
geometric algébrique. Les involutions de Vespace et les variétés algébriques 
a trois dimensions f if>33 Les surfaces algébriques non rationnelles de genres 
anlhmètique et géométrique nuis
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volulion est de genres un (pH= P4= i ) ; on trouve .alors comme sur­
faces images des involutions, soil des surlaees de genres un, soit des 
surfaces de genres zéro et de bigenre un p„— P3= o. I’-— i ). Nous 
commencerons également nos recherches sur les involutions apparte­
nant à la variété N dans l'hypothèse où celle-ci est de genres un.

Précisons nos hypothèses. Un système linéaire de surfaces, | I’ , 
tracées sur la variété \. possède un adjoint I , formé des surlaees 
découpant, sur les surfaces F, les courbes canoniques de celles-ci. 
F' possède à son tour un adjoint I F" !, que I on appelle le biadjoinl 

de F , et ainsi de suite ( 1 ). Si le /•'*>»• adjoint tie F coïncide avec ce 
système, aucun des adjoints précédents ne possédant la même pro­
priété, la même particularité se présente pour tout système linéaire 
de surfaces tracées sur \ et nous dirons que sur cette variété, 1 opé­
ration d adjonction a la période / . La variété V est alors dépourvue 
de surfaces canonique, bicanonique,. ..., (/ —i (-canonique, mais 
possède une surface /.-canonique d ordre zéro. Et bien, nous suppo­
sons que, sur la variété \ support des involutions étudiées. I opération 
d’adjonction a la période un, tandis que sur les variétés images des 
involutions, 1 opération d’adjonction est périodique, fin voit du reste 
aisément que celte période ne peut être que un ou p.

Nous avons déjà étudié antérieurement les cas//= 2 et p = 3, ce 
qui nous a permis d’établir l’existence de variétés sur lesquelles I opé­
ration d’adjonction a la période deux ou trois (!). Dans ce travail, 
nous supposons p quelconque (premier) et nous étudions l’influence 
des points unis de première et de seconde espèce; nous sommes par-

(ij Kncequi concerne les fondements de la géométrie sur une variété algé­
brique à trois dimensions, consulter F. Snviau, Fonda menti per la Geometric 
-tulle varietà algebrirhe (ftendironli de! Fircolo materna tiro tli Palermo. 
1909, !.. 28, p. 33-87).

(-) Su/' les involutions (lu second ordre appurtenanA à certaines variétés 
algébriques à trois dimensions ( C. K. Acad. Se9 dé'-. iy3ô, p. 1169-1170). 
Sur une variété algébrique a trois dimension de bigenre un (Bulletin de 
l' 1 n,d. roy. de Belgique. 1907, p. 93-101), Sur quelques variétés algébriques 
it trois dimensions ayant des sur fares canonique (d pluneanonique d ordre 
zéro (id. p. >00-218). Une variété algébrique à trois dimensions sur laquelle 
l'opération d’adjonction a la période trois (id., p. 335-3^2), Sur (leur invo­
lutions cycliques du troisième ordre appartenant à une variété algébrique 
à trois dimensions (Bulletin des Sciences mathématiques. 1907. p. #2-96). 
Heeherch.es sur les involutions cycliques du troisième ordre appartenant à 
une variété algébrique à trois dimensions ( Annales (le / Ecole normale 
supérieure, 1917. p. 35-79).



\enu à determiner 1st structure de re> points unis salisfaisant au pro­
blème posé.

I. Soil \ une variété algébrique a trois dimensions contenant une 
involution cyclique Ij, d ordre premier p\ soit T la transformation 
birationnelle de \ en elle-même génératrice de l’involution. Nous 
supposerons que I involution l/v possède au plus un nombre fini de 
points unis, isolés, simples pour la variété et non fondamentaux pour 
la transformation T.

Considérons un point uni V de linvolution l/( et soit x l’espace à 
liois dimensions langent a \ en La transformation I détermine, 
dans le domaine du premier ordre du point A sur la variété V, une 
certaine opération; en d autres termes, elle implique l'existence d’une 
certaine homographie II. de période p, dans la gerbe de rayons de 
sommet \. appartenant à I espace x. Cette homographie peut être 
I identité, une homologie ou une homographie non homologiqiie. 
Nous sommes donc conduit à répartir les points unis de l involution I 
en trois catégories :

i° Points unis de première espèce ou points unis parfaits. Lu un 
tel point. I homographie H est 1 identité et tous les points du domaine 
du premier ordre de ce point sur \ sont unis pour T.

■i'1 Points unis de seconde espèce, lin un tel point, Il est une homo­
logie et dans le donjaine du premier ordre de ce point sur V , il \ a 
une ligne de points unis et un point uni isolé.

3" Points unis de troisième espèce. En un tel point, 11 est une 
homographie non homologique et dans le domaine du premier ordre 
de ce point sur V, il y a trois points unis.

Soit V une transformée birationnelle de Y choisie de telle sorte 
qu'au point A corresponde une surface exceptionnelle <p' (rationnelle).
\ T correspond une transformation birationnelle T de \ en elle- 
mème et pour cette transformation F, la surface o' est unie. Si A est 
un point uni de première espèce, tous les points de ^ sont unis 
l’our I : si c'est un point uni de seconde espèce, il existe sur la sur­
lace (o' uii point uni isolé et une courbe (rationnelle) de points unis; 
si enlin Y est un point uni de troisième espèce, la surface y contient 
trois points unis isolés pour T'.

Observons d’ailleurs que les points unis isolés de a'pourront à leur 
tour être classés en trois catégories comme les points unis de T, et 
ainsi de suite.



2. Soil 1 L, un système linéaire (le surfaces tracées sur la variété \ , 
simple, n’ayant pas pour points-base des points unis de \r. Les trans­
formations T, T2, 1 font correspondre à ; L, des systèmes
linéaires L, |, L ; . ..L,, , simples, n’ayant pas pour points-base 
des points unis de I,,, puisque par hypothèse ceux-ci ne sont pas 
fondamentaux pour la transformation T. Considérons le système 
linéaire complet.

h rrr ! b, -|- L., H- . . . H- I‘P !•

Il est transformé eu lui-même par T et cette transformation opère 
comme une homographie cyclique sur les éléments de F .

Désignons par IF,1 le système linéaire de surfaces F, composé 
au moyen de T,,, de dimension maximum, comprenant les sur­
faces L, + Ls + .. .4- L,,. Ce système F, , d’après les hypothèses 
faites, n’a pas pour points-base des points unis de I,, et ne peut être 
composé au moyen d une involution distincte de I .

Lu répétant le raisonnement que nous avons eu l’occasion de faire 
ailleurs, dans le cas j> — 3 ( 1 ), on montre que l’on peut supposer que :

i" Le système 1 F esl plus ample que le système F, I el est donc 

simple ;
!" Le système F" contient, outre 1 F’, p—< systèmes linéaires 

partiels F. |, 1 F’............. F,,1, composés au moyen de 1 involution I/(;
3" La dimension de F et celle de F, peuvent être supposées 

aussi grandes qu’on le veut.

Il suffit de remplacer éventuellement F par un rie ses multiples 
coin enableinent choisi.

Nous désignerons par r la dimension de F [, par /',, ■■ //>
celles de F, F, F,, respectivement. ( )n a d’ailleurs, d’après
la théorie des homographies cycliques,

/•, H— /'2 —f— . . - —t- /> -H- p — r + 1.

Rapportons projectivement les surfaces F aux hyperplaus d un 
espace linéaire S,.à r dimensions. V la variété V correspond biration- 
nellement une variété que nous désignerons toujours par V. A 1 
correspond une transformation birationnelle de la nouvelle variété \ 
en elle-même, échangeant entre elles les sections hyperplanes de cette 
variété; ceLte transformation est donc déterminée par une homo­
graphie de S,-, homographie que nous désignerons encore par 1.

(') Rerherches sur les involutions ryeliques du t roi sir me ordre (loc. rit.).
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Le système F | contenant p systèmes linéaires partiels composés au 
moyen de lp, l’homographie T possède j> axes ponctuels (espaces 
linéaires lieux de points unis) que nous désignerons par S*1*, S(2>, ..., S'/' 
et dont les dimensions sont respectivement rt, r„, .. rp.

Soit le système des hyperplansde Sr passant par tous les espaces 
S"1, SW sauf par S1'. Les surfaces du système | F/1 sont décou­
pées sur V par les hyperplans de 2,-.

Lu particulier, les surfaces du système F, ] sont découpées par les 
hypeiplans de 2,: ce système n a pas pour points-base des points unis 
tltt 1 pi par conséquent les points unis de l’involution Ip appartiennent 
tous à 1 axe S". L’ensemble des points communs à cet axe et à la 
variété V est celui des points unis.

Soient A un point uni, a 1 espace a trois dimensions langent à Y en 
ce point. L espace a est transformé en lui-même par l’homographie T. 
Les points unis île lp étant par hypothèse isolés, l’espace a n’a que le 
point A en commun avec l’axe S1". Bans ai, T détermine une homo­
graphie Il ayant le point uni isolé A.

Suivant que le point uni A est de première, de seconde ou de troi­
sième espèce, l’homographie II est une homologie de centre A, ou 
une homographie axiale hyperbolique générale, ou une homographie 
ayant quatre points unis sommets d’un tétraèdre. Les points unis de II, 
distincts de A, doivent appartenir aux axes S(2i, S(3), ..., SW de l’ho­
mographie T.

Si A est un point uni de première espèce, o. rencontre l’un des 
axes S-1, S1-1, ..., SW suivant un plan (plan d’homologie); si A est 
un point uni de seconde espèce, a rencontre un de ces axes suivant 
une droite et un autre suivant un-point; enfin si A est un point uni de 
troisième espèce, a rencontre trois des'axes S 21, S!3), . .Si/'1, chacun 
suivant un point.

3. Rapportons projectivement les surfaces du système | F, j aux 
hyperplans d’un espace linéaire à r, dimensions, S,.,. Aux groupes de 
1 involution \p correspondent les points d’une variété algébrique à 
trois dimensions £2, image de [’involution. Nous désignerons par «F, 
les sections hyperplanes de la variété £2; ce sont les surfaces qui cor­
respondent aux surfaces F,. Nous désignerons par <!>.,, «F,, . . ., tl»,; les 
surfaces qui correspondent respectivement sur £2 aux surfaces FL. 
F:i, .. ., F,,. Les systèmes 4», |, j «I>a 1, .. ., ! <!>,, j sont complets.

Le système I F, j n’ayant pas pour points-base des points unis de I,,. 
à ceux-ci correspondent sur £2 des points isolés, points de diramation

QODEAUX. j



pour la correspondance (i, p) existant entre £2 et N . Ces points sont 
d'ailleurs singuliers pour £2 et sont équivalents, au point de vue des 
transformations biraliounelles, à certains ensembles de surfaces 
rationnelles infiniment petites.

Entre une surface <!>, et la surface F, homologue, existe une cor­
respondance (1, p) en général dépourvue de points de diramation. 
Par conséquent, si l’on désigne par p„, p'A] le genre arithmétique et le 
genre linéaire des surfaces F, par 7r„, 71" ceux des surfaces <1*t on a (1)

l>a+ I=/>(7T„-4-i), p^—l—p( 7T!1>— l).

k. Nous allons, dans ce qui suit, supposer que la variété V consi­
dérée satisfait aux conditions suivantes :

i° Elle possède une surface canonique d’ordre zéro;
2° Son irrégularité superficielle est nulle.

1 /
La première condition équivaut à supposer que tout système linéaire 

de surfaces tracées sur V est son propre adjoint. On a donc | F' | = | F |. 
Les adjoints successifs de J F | coïncident avec ce système et toutes les 
surfaces pluricanoniques de V sont d’ordre zéro. Le genre géomé­
trique et les plurigenres de V sont tous égaux à l’unité

(P*= P2 = ...= P„=...= i).

Le genre arithmétique Pa de la variété V est donné par

o p — q __ o _i_ <» -J_ A

£2„, £2,, £22 étant respectivement le degré, le genre curviligne et le 
genre arithmétique de la surface canonique de V. En utilisant les for­
mules de M. Severi (s) permettant de calculer ces caractères en fonc­
tion de ceux d’un système linéaire | F | et de son adjoint ! F' j = | F j, 
on trouve

£20=o, £2i=i, £22= f,

et par suite Pa=i. La variété V est donc complètement régulière.
Représentons par (F, F) la courbe commune à deux surfaces de | F |. 

Puisque ce système est son propre adjoint, ses surfaces découpent,

(l) Recherches sur les involutions douées d'un nombre Jini de points de 
coincidence, appartenant à une surface algébrique (Bulletin de ta Société 
mathématique de France, 1919, p- 1-16).

(-) Fondamenti... (toc. cit.).



sur l’une d’entre elles, le système canonique | (F, F) | de celle-ci. Or, 
le défaut de ce système est, d’après un théorème de M. Severi (*), au 
plus égal à l’irrégularité superficielle de la variété V; cette irrégularité 
étant nulle, les surfaces F découpent, sur l’une d’entre elles, le sys­
tème canonique complet.

De plus, d’après un théorème deJVLVl. Caslelnuovo et Enriques (2), 
si les courbes (F, F) sont irréductibles, les surfaces F sont régulières. 
Par conséquent, si pa est le genre arithmétique des surfaces F, ps leur 
genre géométrique, la dimension r du système | F | est égale à

r = pa = p,,.

La variété £2, représentant une involution appartenant à une 
variété V d’irrégularité superficielle nulle, est elle-même d’irrégularité 
superficielle nulle, car si £2 possédait des intégrales de différentielles 
totales de première espèce, il en serait de même de la variété V.

5. Reprenons l’examen de l’involution l/( appartenant à la variété V 
et observons que les courbes (F, F) sont irréductibles.

Nous supposerons que la variété £2 n’a pas tous ses genre géomé­
trique et plurigenres nuis, c’est-à-dire qu’elle possède, soit une sur­
face canonique, soit une surface pluricanonique.

Envisageons une surface F, et son homologue <Fj. Les systèmes 
linéaires de courbes

|(4>;, <F,)|, |(*;, i (0»r, «Fp)|

tracés sur cette dernière surface ont pour transformés, sur F*, des 
courbes appartenant totalement au système canonique de cette sur­
face. Par conséquent, d après un théorème de M. Enriques (3), l’un 
de ces systèmes est le système canonique de

Deux cas peuvent se présenter :

i° Le système canonique de <I>; est découpé, sur cette surface, par 
les surfaces <I>,. Le système | est alors son propre adjoint et la 
variété £2 possède une surface canonique et des surfaces pluricano- 
niques d’ordre zéro. Tout système linéaire tracé sur £2 est son propre 
adjoint.

(M Fondamenti... (lor. cit.).
(J) Sur les intégrales simples de première espèce d'une surface ou d’une 

variété algébrique (Annales de l’École normale supérieure, 1906, p. 33g-366).
(3) Hirerche di Geometria suite superficie algebriche (Memorie della R. 

Accademia di Torino, i8g3, p. 171-232).



2° Le système canonique de 4ij est découpé par 1 un des systèmes 
<!»., |, | fl», |, . . | |, par exemple par | 4>., |. On a donc

Si p est supérieur à 2, \ 4>, | ne peut être l adjoint de ; 4>., j, car alois 
la variété LS serait dépourvue de surface canonique, mais posséderait 
une surface bicanonique d’ordre zéro; l’adjoint de [ 4*:1, serait distinct 
de | <I»;, | et serait l’un des systèmes |4>t|, 14L |, • I: Par
exemple ] t|»s |. L’adjoint de | 4>v | serait nécessairement ] <I>, |.

En considérant l’adjoint de | 4>, i et ainsi de suite, on parviendrait à 
cette conclusion, p étant premier et supérieur à deux, que le sys­
tème <J>p| est nécessairement son propre adjoint, ce qui serait con­
tradictoire.

L’adjoint de | 4»21 doit donc être distinct de j *1», |; supposons que ce 
soit i (I*:, |. L’adjoint de ; 4>:. | ne peut être ] 4», | et d’autre part, si p est 
supérieur à trois, il ne peut coïncider avec 14», |, car 1> serait 
dépourvue de surfaces canonique et bicanonique, mais posséderait 
une surface tricanonique d’ordre zéro, y> n’étant pas divisible par 3, 
on parviendrait comme plus haut à une contradiction.

En continuant ce raisonnement, on voit que les adjoints de
4>„ i sont ces systèmes ranges•••» I .

cyclique, par exemple sont respectivement | 4».,

dans un autre ordre.
I«».,I, • U®11-

La variété 4> est dépourvue de surfaces canonique, bicanonique, . . .,
(p_1 )-canonique, mais possède une surface //-canonique d ordre
zéro. En d’autres termes, l’opération d adjonction sur cette vaiiéle 

a la période p.

Si la variété il n'a pas tous ses genre géométrique et plurigenres 
nuis, l'opération d'adjonction, sur cette variété, est l'identité on a 

la période p.

ti. Supposons en premier lieu que ( involution \p soit dépourvue de 
points unis, c’est-à-dirê que l’axe S» ne rencontre pas la variété V.

Nous avons démontré que si une surface algébrique possède une 
involution cyclique d’ordre premier, dépourvue de points unis, le 
transformé du système canonique de la surface image de cette involu­
tion, est celui des systèmes composés au moyen de 1 involution, com­
pris dans le système canonique de la surface support de l’invol ulion. 

qui a la dimension minimum.
Cela étant, supposons les nombres r.,, . ............rf, rangés dans 1 ordre



non décroissant
r £rP.

D’après le théorème que nous venons de rappeler, le système cano­
nique de la surface <I>* a pour transformé sur la surface F* homologue, 
le système |(FJ, F,) |; ce système a en ell'et la dimension r,— x, 
inférieure aux dimensions /\2, r3, ..., rp des systèmes |(F*, F,) |, 
I (F*> P?.) I, • • - , | (F*, F/;) |. On a donc

i I = I *1 I

et la variété £2 possède une surface canonique d’ordre zéro. Par con­
séquent, on a

D’après le théorème rappelé, les nombres r, — i, rt — i, ..rp — i 
sont inférieurs à tous les nombres rlf rs, ..rp. Par conséquent tous 
ces nombres doivent être égaux. On a donc

1>( r, +- i ) — r 4- i.

Mais d’auti-e part, comme nous l’avons vu, pa— r et, pour la même 
raison, les surfaces <I>», .. ., <t>p sont de genre arithmétique iïa— r. 
On retrouve donc la relation

P(r.a + x )=^pa-+-1.

Si Pinvolution \p est privée de points unis, la variété £2 possède 
une surface canonique d'ordre zéro et un système linéaire de sur­
faces, tracé sur la variété V, invariant pour l'homographie T, 
possède en général p systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de Vinvolution I/(, ces p systèmes ayant la même dimension. 7

7. Supposons en second lieu que 1 involution lp possède un point 
uni parfait A. Nous supposerons que l’espace à trois dimensions a 
tangent à la variété V au point A, rencontre l’axe de l’homogra­
phie T suivant un plan.

Considéi’ons une surface F.2. Elle est découpée sur V par un hyper- 
plan de 2S, ne contenant pas S121 et coupant par conséquent l’espace a 
suivant un plan a'; le plan a' est le plan tangent en A à la surface F2 
considérée. Ce plan varie en général avec la surface F* et par consé­
quent la courbe commune à deux surfaces F.2 a en général un point 
simple en A.

• — 9 —
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Les oo2 * * groupes de I/; appartenant à une surface F„ forment sur cette 
surface une involution ayant en A un point uni parfait, par conséquent 
les surfaces F, passant par A coupent F, suivant des courbes ayant un 

t point multiple d’ordre p en À (’). Les surfaces F:s, Ft, . .., Fp passent 
toutes par A et les courbes suivant lesquelles elles coupent la sur­
face F, ont en A des multiplicités toutes différentes, comprises 
entre 2 et p — i (5). Pour fixer les idées, nous supposerons que les 
courbes (F.,, F;1) ont en A un point double, les courbes ,(F„, Ft ) un point 
triple, ..., les courbes (F.,, F,,) un point multiple d'ordre p — 1.

En faisant varier la surface F.,, on voit que les surfaces Ft passant 
par A ont la multiplicité p en ce point, les surfaces F3 un point double, 
les surfaces Ft un point triple, .... les surfaces F^ un point multiple 
d’ordre p — i. D’ailleurs, les hyperplans découpant sur V les surfaces 
F3, F4, . .., Fp et les surfaces F, passant par A, contiennent l’espace v. 
et doivent donc avoir un point multiple en A.

Soit A' le point de diramation de ia variété il homologue de A. 
Deux surfaces Ft passant par A se coupent suivant une courbe ayant 
un point multiple d’ordre p- en’A et les p- points de cette courbe infi­
niment voisins de A sont tous unis pour l’involution \p. Par consé­
quent, les espaces à r,— t dimensions de Sr, passant par A' coupent £2 
suivant des courbes ayant un point multiple d’ordre p'2 en A'. Il en 
résulte que ce point est multiple d’ordre p- pour £2. Il y a une pro­
jectivité entre les hyperplans dp 2, passant par A et les hyperplans 
de Srt passant par A', donc le cône tangent à il en A' est coupé par 
un hyperplan ne passant pas par A' suivant une surface d’ordre p'2 
dont les sections hyperplanes représentent les courbes planes d’ordre p. 
Nous désignerons par *F une telle surface.

Une surface <I», possède en A' un point multiple d’ordre /», le cône 
tangent projetant de A' une courbe rationnelle normale d’ordre p 
tracée sur la surface *F. Une surface tf>:1 possède en A' un point mul­
tiple d’ordre ip, le cône tangent projetant de A' une courbe d’ordre 
2p tracée sur *F.... Enfin une surface <E>/; possède en A' un point 
multiple d’ordre (p — i)p, le cône tangent projetant de A' une courbe 
d’ordre p(p — i ) tracée sur *F.

Envisageons une surface *F; et la surface F» homologue. Nous avons

(1 j Recherches sur les involutions douées... (loc. cit.).
{-) Sur les points unis parfaits des involutions cycliques appartenant à

une surface algébrique (Bulletin de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1937,
p. 37-40).



démontré (') qu’aux courbes canoniques de la surface <1>» correspon­
daient sur F., des courbes canoniques ayant la multiplicitép — 2 en A. 
Ces courbes étant découpées sur F, par les surfaces F^,, il en résulte 
que le système adjoint de | fF» | est

! = !*;_, [.-

Supposons tout d’abord p = 2. L’adjoint du système [ <F., est le 
système <F, et l’adjoint de ce dernier est nécessairement |<F, La 
variété 12 est dépourvue de surface canonique, mais possède une sur­
face bicanonique d’ordre zéro.

Supposons maintenant p — 3. L’adjoint de [ <1>, | est ce système lui- 
mème et la variété 12 possède une surface canonique d’ordre zéro. 
Nous avons démontré récemment que ce cas ne pouvait se pré­
senter (2).

Supposons enfin p > 3. L'adjoint de | <F, | est distinct de ce système 
et sur la variété 12, l’opération d’adjonction a la période p. Le système 
i «F, | ne peut être l’adjoint de l’un des systèmes J <F, |, J <F, |, c’est donc 
l’adjoint d’un des systèmes | <F:11, | <F4 ', ..., | »!>,, |. Si nous considérons 
une surface <F, de l’un de ces systèmes (i = 3, 4, ..., ou p — 1 ) et la 
surface F; homologue, comme cette surface F; possède un point mul­
tiple en A et par conséquent une courbe unie infiniment petite, dans 
le domaine du premier ordre de ce point, à une.courbe canonique de 
la surface «F, correspond, sur la surface F„ d’après un théorème de 
M. Enriques, une courbe canonique qui comprend comme partie la 
courbe unie infiniment petite en question, comptée p—1 fois. Mais 
cela nous montre que-le système [ (F, | ne peut être l’adjoint de [ «F/ j, 
car les surfaces F, ne passent pas en général par A. On en conclut 
que, pour /> > 3, l’involution I:i ne peut posséder de point uni parfait.

L'involution I,, ne peut posséder de points unis parfaits que pour 
p = 2 ; flans ce eus, la variété 12 est dépourvue de surface cano­
nique, mais possède une surface bicanonique d'ordre zéro.

8. Avant d’aller plus loin, examinons de plus près les cas d’une 
involution I, d’ordre 2. Dans ce cas, l’espace a langent à V, en un 
point uni A de I2, doit nécessairement s’appuyer suivant un plan sur 
le second axe S1'-1 de l’homographie T. Tous les points unis de I., sont 
donc des points unis parfaits.

(') Recherches sur les involutions douées... (toc. cit.).
(2) Recherches sur les involutions cycliques du troisième ordre... (toc. cit.).



Soit T le nombre de ces points unis. Les surfaces F, passent simple­
ment par ces r points. Désignons par pa, p"] les genre arithmétique 
et linéaire des surfaces F, par Tt>, tt' 1 ’ ceux des surfaces A>,, par 7r„, 
tt'11 ceux des surfaces A»,. Nous avons entre ces invariants les rela­
tions ( ■ )

Pa+ I = 2 (7Ta-t- 1 ), l\ (pa + I ) = 8 ( 7T„ 4- I ) — T,
p<‘> — I = a (7T"1 — I ), pw— I = a(7T,',) — 1 );

d’où Ti',r, = 7ï(1). D’autre part, nous avons

p„= r, 7r„= r., + i, iza= r,4- t, /', 4- rt -I- 2 = r -+-1.

On en conclut t 16.

Une involution du second ordre, n ayant quun nombre fini de 
points unis, appartenant à une variété algébrique à trois dimen­
sions possédant une surface canonique d'ordre zéro, possède 16 points 
unis.

Un point de diramalion de la variété il équivaut, au point de vue 
des transformations birationnelles, à une surface rationnelle infini­
ment petite. Désignons par A,. A,, . . ., A,,, les seize surfaces de cette 
sorte existant sur ii.

A une surface F correspond sur il une surface A» appartenant tota­
lement à un système linéaire. Lorsque F varie d’une manière continue 
dans | F j et tend vers une surface F,, la surface A> tend vers une sur­
face 2$,. Lorsque F varie de même et tend vers une surface F», <I>tend 
vers une surface

2 4— A, -4- A, 4- ... -t- A1(1.
On en conclut

,( 1 ) ] 2 | = 12 AL -1- A, -1- Ao-t- ... H A161.

Entre [ *i», |, son adjoint | A>', |, son biadjoint | A»" |, nous avons la rela­
tion

(2) 2 A»; [-[A)’j4-Aq|.

Nous devons donc poser

A*, ~ •F.,-+- A, -t- A, -t-...-t- Alr> ;
d’où

Aùj AU —t— A | 4- A., 4- . . . 4- Alc At | 4- A, 4—. . . 4~ A, 4

(4) Recherches sur les involutions douées... (toc. cit.).
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Les relations fonctionnelles (i) et (2) sont alors identiques.

!). Appelons surface de Veronese d’indice p la surface obtenue en 
rapportant projectivement les courbes d’ordre p du plan aux hyper-

plans d’un espace linéaire à -p(p 4- 3) dimensions.

Nous avons montré plus haut que le point de diramation de la s 
variété 12 correspondant à un point uni parfait A de \p, était un point 
multiple d’ordre p'2 dont le cône tangent avait pour sections hyper- 
planes des surfaces de Veronese d’indice p.

On observera que pour établir cette propriété, nous n’avons pas 
fait usage du fait que la variété V avait une courbe canonique d’ordre 
zéro ni qu elle était d irrégularité superficielle nulle. Le résultat est 
donc vrai pour une variété algébrique quelconque.

Si une involution d'ordre premier p, appartenant à une variété 
algébrique à trois dimensions, possède un point uni parfait isolé, 
on peut construire une variété image de cette involution pour 
laquelle le point de diramation correspondant a la multiplicité p2, 
le cône tangent en ce point ayant pour sections hyperplanes des 
surfaces de Veronese d'indice p.

10. Nous allons maintenant étudier le cas où l’involulion lp pos­
sède un point uni de seconde espèce.

Supposons que 1 espace à trois dimensions, a, tangent à la variété V 
au point uni A, s’appuie suivant une droite a., sur l’axe S121 et suivant
un point A;! sur l’axe S131 de l’homographie T.

Les surfaces F.,, découpées par les hyperplans de iS2, ne contenant 
donc pas S'10 * * * * * * * * * * 21, ont un point simple en A, le plan tangent a, en ce point
passant par la droite AA., et coupant le plan A a, suivant une droite.
Les groupes de F, appartenant à une surface F, forment une involution 
ayant un point uni non parfait en A, les points unis de \p infiniment 
voisins de A étant situés l’un sur la droite AA., l’autre sur la droite
commune aux plans a., et A a,.

1 - «
Deux surfaces F5 ont en commun une courbe ayant un point simple 

en A, la tangente en ce point étant la droite AAS.
Les surfaces F.,, découpées sur V par les hyperplans de X., ne con­

tenant donc pas S1’1, ont un point simple en A, le plan tangent étant
le plan A a,. Les oo2 groupes de Ip appartenant à une surface F:. 
(orment une involution ayant un point uni parfait en A. Les surfaces
b 1 passant par A coupent donc les surfaces F-, suivant des courbes
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ayant un point multiple d’ordre p en A. Les surfaces F2 coupent les 
surfaces F» suivant des courbes ayant un point simple en A.

Aux courbes canoniques d’une surface <F:; correspondent, sur la sur­
face homologue F.., des courbes canoniques ayant un point multiple 
d’ordre p— a en A.

Les surfaces Ft, F-, . .Fp sont découpées sur Y par des hyper- 
plans contenant l’espace <x et ces surfaces ont par suite un point au 
moins double en A.

Considérons un hyperplan de 1, ne passant pas par A, deux hyper- 
plans de ne coupant pas le plan A a, suivant une même droite, et 
un hyperplan de X, ne contenant pas la droite AA:1. Ces quatre hyper- 
plans ont en commun uq espace S,_4 ne rencontrant pas l’espace a et 
qui est d’autre part uni pour l’homographie T. Projetons les surfaces 
F à partir de cet espace Sr_t sur l’espace a; nous obtenons un système 
de surfaces F' (non linéaire), transformé en lui-même par l’homogra­
phie H induite par T dans l’espace a. Ce système comprend/? systèmes 
de surfaces transformées en elles-mêmes par H; ce sont les surfaces 
F), F'.,, . . F), respectivement projections des surfaces F,, F,, ..., F/(.
Les surfaces F' appartiennent à un système linéaire [ F' | comprenant 
p systèmes linéaires |Fj|, | F'a |, j Fj, j composés au moyen de
l’involution I), d’ordre p engendrés par l’homographie H dans 
l’espace a.

Les surfaces F,, F„, Fp auront le même comportement au
point A que les surfaces Fj, F'2, . . ., F), et celles-ci auront à leur tour 
le même comportement que les surfaces d’ordre p de a. unies pour 
l’homographie H. C’est de ces surfaces que nous allons tout d’abord 
nous occuper.

11. Dans l’espace tx, l’homographie II est, comme nous l’avons 
observé, une homographie axiale hyperbolique générale dont A est un 
point uni isolé; elle peut toujours être représentée par les équations

(H) ^ = =
x0 ex, &xt e*x:,

où £ est nue racine primitive d’ordre p de l unité et un entier compris 
entre î et p. Le point A coïncide avec le point (i, o, o, o), la droite a, 
avec la droite x, = xz= o et le point A:, avec le point (o, o, o, i).

Considérons les systèmes linéaires de surfaces d’ordre p composés 
au moyen de l’involution I), engendrée par IL Posons

p — 1 x -+- Il ( h < a)



— 15 —

et représentons par cpi(xit x2) une forme algébrique de degré i, à 
coefficients variables.

L un des systèmes considérés est dépourvu de points-base et est 
formé des surfaces dont l’équation peut s’écrire

(1 ) ytp_i%(Xl, a?,) = o,

où i et k sont des entiers positifs ou nuis satisfaisant aux inégalités

i(a. — i ) — (/, — i )p > o, Ip — ici. >o,

Deux des systèmes sont formés de surfaces ayant des points simples 
en A et ayant pour équations

(2) Y r./( a — i — • /.- -P//-1 .

oii
i ( a — i ) — ( k 1 )P

et

(3) y ..i.x — i)—</:■-“‘ 0 - i ) ;> — a :

oii
/(a — i ) - (/. - 0 v

‘t'a ^kp—ioL+i X.,) — O,

— i^o, k p — id -1- t >

x:i C, X.,) =0,

Les p — 3 autres systèmes sont formés de surfaces ayant la multi­
plicité 2 au moins en A. Le terme contenant x0 à la puissance la plus 
élevée dans l’équation d’une de ces surfacesxtsl de la forme

æ':l cpx.(.z-.], x, ), i-+- /. :> a.

Le plan tangent en A aux surfaces (a) est variable, le terme de degré 
le plus élevé en x0 daus cette équation étant x’‘~' <p,(a;, x). Par con­
séquent, ces surfaces se comportent en A comme les surfaces F,.

Le plan tangent en A aux surfaces (3) est fixe, le terme de degré le 
plus élevé en x0 dans cette équation étant x^'x,. Par suite, les sur­
faces (3) et les surfaces F:1 ont le même comportement en A.

Les surfaces (i) passant par A se comportent comme les surfaces F, 
passant par A.

12. Supposons que la variété 12 ait une surface canonique d’ordre 
zéro, c’est-à-dire que chacun des systèmes | <1>, ; «FJ, ..., | 4>/( | soit 
son propre adjoint.



L’involution déterminée par \p sur une surface F:1 ayant un point 
uni parfait en A, les surfaces ont un point multiple d ordre p, a 
cône tangent rationnel, au point de diramation correspondant A'. Sur 
une surface un tel point est équivalent à une courbe rationnelle 
de degré —p et cette courbe est rencontrée en p — 2 points par les 
courbes canoniques de la surface. 11 en résulte que deux surfaces F:1 
doivent se rencontrer suivant une courbe ayant un point multiple 
d’ordre p — 2 en A, ou encore que deux surfaces (3) se rencontrent 
suivant une courbe ayant cette multiplicité en A.

Considérons la section d’une surface (3) par le plan x2=pxi et 
projetons cette section du point (0,1,0,0) sur le plan x, = o, ce qui 
revient à remplacer x., par juta;, dans l’équation (3). Nous obtenons 
la courbe

V t-tf-np-a D <p/,p_a(;_,)( 1, p ) = o.

Pour analyser la singularité de cette courbe au point A, opérons 
3 — 1 fois de suite la transformation quadratique

-cu a;, I

c’est-à-dire la transformation

Nous obtenons ainsi la courbe

2 <ptp-av-,) ( l, F) = o.

Pour une valeur déterminée de k et pour (3 < a, les exposants 
de croissent avec t; pour « = j3, il sont égaux. D’autre part, la 
valeur maximum de i pour une valeur de k est f = A"(A —t— 1 ) et 
pour (3 ^ ce, les valeurs correspondantes des exposants de s„ décroissent 
quand k croît. Cela étant, faisons (5 = oc dans l’équation précédente 
et divisons les deux membres s“_l. Dans l’équation obtenue, les 
termes de degré le plus élevé en 30, sont

p.) H- æ3«Po];

ils correspondent aux valeurs A z=o, / = o et i.

„3-~’o
- . -3—1,"i • "\ '



D’autre part, à l’homographie

x'0 : x\ : x'3 = x„ : a.?-, : z*x3

correspond l’homographie

-o •’ si : s, = s0 : es, : £=».

Par conséquent, sur la courbe section d’une surface (3) par le 
plan x.,= pxu il existe a. — i points simples infiniment voisins suc­
cessifs de A, dont le dernier est uni parfait pour I’involution l'p engen­
drée par 11 dans l’espace oc.

Rapportons projectivement les surfaces (3) aux hyperplaus d’un 
espace linéaire ayant le même nombre de dimensions que le sys­
tème (3); aux groupes de \\, correspondent les points d’une variété il 
et au point A une surface tracée sur cette variété. Posons

ri\ikj= æi.

D’après ce qui précède, la surface qui correspond au point A sur 12' 
sera située dans l’espace Sa+1 donné par

X/*/=o (/. >o).

Pour abréger l’écriture, nous poserons

Xoo/—- X/, X100“Xa_^,.

Vu point uni parfait infiniment voisin de A situé sur la section de la 
surface (3) par le plan xt= fxx, correspond dans SaM la droite 
d’équations

X, = f*X,„ X.2=p.\,, Xa=fiXa_,,

Le lieu de cette droite, lorsque p. varie, est la surface

x. X, . . Xa_,

X. x2 . . Xa

Au domaine du point A dans le plan x3 = o correspond donc sur la 
variété £2' une surface d’ordre a. Par conséquent, deux surfaces (3) 
ont en commun une courbe ayant un point multiple d’ordre a en A. 
Il en est de même de deux surfaces F., et par conséquent, on doit 
avoir a = p — 2. Par suite, p >z 5.



De ce qui précède, retenons que sur une surface F3, les domaines 
des premier, second, (p—-3) — ième ordres du point A sont
formés de points unis pour I,,, les points du domaine d’ordre p — 3 
étant unis parfaits pour cette involution. Deux surfaces F;, ont un 
contact d’ordre p — 3 en A.

13. Nous allons rechercher la singularité de la variété 12 au 
point A'. D’après ce qui précède, cette singularité sera de la même 
nature que la singularité de la variété image de l’involution I', de et, 
obtenue en rapportant projectivement les surfaces (i) aux hyperplans 
d’un espace linéaire ayant le même nombre de dimensions que le 
système (i).

Observons que l’équation des surfaces (i) passant par le point A 
peut s’écrire sous la forme

2 V
(4) '^o ‘^1, ?,;(«„ ta?,,)

i=i
v—1

“F^^j '0/ ' - 'l'\\ 1 ©2iv—i)—i ( X‘i ) -+- 91’ ( » xt) A- xQ = o
1=0

si p — 6v i, et sous la forme

2V+1
( 5 ) 2 •ro“:l'æ3<PiiOi> x'- )

V
“F^j r 1 ‘ 9'i'v—li-t-i ( x,, .l'.i ) V pi x,, x.,) -+- xÇ : o

1=0

si p = t3n -+- 5.
Ces surfaces possèdent un point triple en A, le cône tangent étant

x3yi(xi,-x;i) = o.

Coupons la surface (4) par le jilan xt—pxt. La section est une 
courbe ayant un point triple en A, une des tangentes en ce point 
appartenant au plan a;3=o, les deux autres étant confondues avec la 
droite xt = x2 — o.

Rapportons projectivement les surfaces (4) aux hyperplans d’un 
espace linéaire ayant le même nombre de dimensions que le sys-
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tème (4). A cet ell'et, posons

P*ikU= Æ’o a'\ x>\ x‘-i-

Nous obtenons, en éliminant les x, les équations d’une variété image 
de if, sur laquelle, aux points infiniment voisins de A, correspondent 
les points d’une surface/ Celle-ci appartient à un espace S/J+ri, à p +- 6 
dimensions, dont les coordonnées ponctuelles seront

V

=X/, Xyy—■i.av-t-i,!—X/-, X0p00= X.
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Après avoir posé dans l’équation (4), x,— pxit opérons la trans­
formation

x„:x, :.r.,= z?r-: zer3z z/l—3 -

de manière à mettre en évidence, comme plus haut, le point uni 
parfait qui termine la suite des p — 3 points infiniment voisins suc­
cessifs de A situés sur la branche de la courbe considérée tangente 
en A au plan/c3=o. On constate ainsi qu’au domaine de ce point 
correspond sur la variété image de Vp la droite d’équations

V,

X,
:pX\,

■ |/X„ X,) — p X,, 

p X p—,,

\ I = P- X'„,
xp X", = X" = X r- O,

située dans l’espace Sp+I!. Le lieu de cette droite lorsque p varie est 
la surface VÇ+2 d’équations

X„ X, X0 X', . ^P-1 X" —
X, x,_ X', x; . •• X' 1 — °) A 0--

Elle représente les points du domaine du (p — 2) — ième ordre du 
point A sur les surfaces (3).

Opérons maintenant la transformation

On constate aisément qu’au point A sont infiniment voisins suc­

cessifs -(p — 3) points doubles, dont le premier est sur la droite

xl — xt=z o et dont le dernier est uni parfait pour \p. Aux points 
infiniment voisins de ce dernier point correspondent, sur la variété
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image de \p, les points de la conique

!X| --- pXyj X.(, --- p\1} ,

x; = j*x;, x'0*-xx0=o, x;-x',=...=x;,=o.

Le lieu de cette conique lorsque p varie est la surface V£ d’équations 

~Oj X0“ XX(lnr O, X() rz X j z=r. . . = \p ~ O,

appartenant à
Les surfaces VÇ'KI, X] ont en commun la conique 

\() X•> X | — o, Xy — X , —.. . t— Xp — o, X0 — X j — oj X — o.

De tout ceci on conclut que le point À' est multiple d’ordrep -+- 6 
pour la variété L2'. Le cône tangent à celte variété en ce point se 
compose d’une cône d’ordre p -t- 2 et d’un cône d’ordre quatre, ayant 
en commun un cône du second ordre.

On arrive aux mêmes conclusions en parlant des surfaces (5). le 
raisonnement étant le même.

On voit de plus qu’au point A', les surfaces <I>, possèdent un point 
triple dont le cône tangent est formé d’un plan, appartenant au cône 
d’ordre p H- 2, et d’un cône du second ordre, appartenant au cône du 
quatrième ordre. Ce plan et ce cône se rencontrent suivant une droite.

Sur une surface d>,, le domaine du point A' est donc équivalent à 
l’ensemble d’une droite'et d’une conique se rencontrant en un point. 
Il est aisé de voir que la droite est de degré —2 et la conique de 
degré —3. Par conséquent, les courbes canoniques d’une surface <!>, 
ne rencontrent pas la droite, mais rencontrent la conique en un point. 
Il en résulte que deux surfaces F» doivent avoir en commun une 
courbe ayant un point simple en A, la tangente en ce point à cette 
courbe étant la droite AA3(ou xt = x, = o). C’est bien ce qui a lieu 
comme nous l’avons fait remarquer plus haut.

Si la variété image de Vinvolution \p possède une surface cano­
nique d'ordre zéro et si iinvolution possède un point uni de 
seconde espèce, l'ordre de /'involution est au moins égal à cinq. 
Dans le voisinage du point uni se trouvent :

a. Un clément de surface sur lequel les domaines d'ordre un,

X, X, X“ 
X, x, x;
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deux, 3 du point Uni sont formés de points unis, les points
du domaine d ordre p — 3 étant unis parfaits.

b. Un élément de courbe, non langent à l'élément de surface 

précédent, sur lequel se trouve une suite de — (p — 3) points unis 

dont le dernier est uni parfait.

IY. Supposons maintenant que sur la variété 11, l’opération d'ad­
jonction ail la période p. Le système ! 4>, j est l’adjoint de l'un des 
systèmes i 4>, . <l>;, j, . .., | 4»/( |, par exemple de <l>, | (i i>a). Comme 
les surfaces 4', ne passent par aucun des points de diramation de Î2, 
les surfaces 4>, doivent avoir en ces points des singularités sans 
inlluence sur leurs courbes canoniques, c’est-à-dire des points doubles 
non tacnodaux (ces points de diramation sont, comme on sait, néces­
sairement singuliers pour les surfaces 4>,:).

Comme nous l’avons vu, les surfaces F., ont un point uni parfait 
en par conséquent les surfaces 4», ont un point multiple d’ordre p 
équivalentà une courbe rationnelle de degré — p, rencontrée en p — •>. 
points par les courbes canoniques de ces surfaces. II en résulte que 
les surfaces 4* . ne peuvent avoir comme adjointes les surfaces 4»,.

Nous avons observé plus haut que les surfaces V,, F„ . . Ij, ont 
en A un point double au moins. D’autre part, les surfaces F, passant 
par A ont la multiplicité deux au moins eu ce point, puisqu’elles sont 
découpées sur V par des hyperplans contenant l’espace tangent a. Il 
en résulte que les surfaces 4>t, 4>-, . .., 4»/; ont en A' un point de 
multiplicité supérieure à deux. Far conséquent, les courbes cano­
niques de ces surfaces passent par et elles ne peuvent avoir comme 
adjointes les surfaces <!>,.

De tout ceci, il résulte que les surfaces 4», doivent être les adjointes 
des surfaces 4*. el que celles-ci ne peuvent avoir en A' une multi­
plicité supérieure à deux. Mais alors, comme nous 1 avons établi (’), 
les surfaces 4>, ont en A' des points doubles biplanaires auxquels son*

infiniment voisins successifs — (p — 3) points doubles biplanaires

dont le dernier est ordinaire. Les surfaces F, passant par \ coupent 
une surface F, suivant des courbes ayant un point double à tangentes 
fixes en A. L’une de ces tangentes coïncide avec la droite AA;l, l’autre

( ' ) llerherches sur les involutions cycliques appartenant à une surface 
algébrique (Bulletin de l icadéniie roy. de Belgique, iq.1i, p. iioi-ii.5o).



est située dans le plan Au.,. Sur chacune des branches d une telle 
courbe, il existe /> — 2 poinls infiniment voisins successifs de A. unis 
pour rinvolution, le dernier point de chaque suite étant uni parfait.

Dans le cas actuel, pour l'homographie II de I espace y., on 
a y. - - p — i.

Si, sur une variété image de 1'involution i/(, / opération d adjonc­
tion a la période ji et si 1'involution possède, un point uni de seconde 
espèce, dans le voisinage de ce j/oint se trouvent :

a. Un élément de surface sur lequel les domaines d'ordre un, 
dear, . . p — 2 du point considéré sont formés de points unis, les 
points du domaine d'ordre ji — ■>. étant unis parfaits.

b. Un élément de courbe, non tangent à l'élément de surface 
précédent, sur lequel se trouve une suite de ji 2 points unis dont 
le dernier est uni parfait.

Nous atons montré {1 ) que le cas p — 3 se présente effecti\enienl.

I.l CII X (iotlHAl X.

0) Recherches sur tes involutions cycliques du troisième ordre... (toc. cil.).


