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Remarques sur la théorie des transformations irrationnelles
de I'espace,

par Lucien GODEAUX, Professeur a I'Université de Liege.

Les remarques qui vont suivre ont trait a I'établissement des
propriétés des courbes fondamentales de premiére espéce des
transformations birationnelles de I'espace; elles présentent sur-
tout un caractere didactique.

1. Soit, dans un espace S3 un systéme linéaire 003, homaloi-
dal, |P|, de surfaces F d'ordre n. En rapportant projective-
ment les surfaces F' aux plans d’un second espace S'3, on éta-
blit, entre S3 et S'3, une correspondance birationnelle T. Aux
plans de S3 correspondent des surfaces Fr d’ordre n', formant
un systeme homaloidal |F'|. Aux droites de S3 correspondent
des courbes (7 d’ordre n, intersections variables des surfaces F'
et aux droites de S'3 correspondent des courbes C, d’ordre n',
intersections variables des surfaces F.

Soit r une courbe-base du systeme IF], multiple d'ordre s
pour les surfaces F. Nous nous placerons dans le cas général,
ou les s plans tangents & une surface F en un point de r varient
avec la surface et sont par suite en général distincts.

Considérons un point de P de r, la tangente p a r en ce point
et un plan w passant par p. Au réseau des surfaces F tangentes
en P au plan ro correspond une gerbe de plans de sommet PL
Lorsque ts varie dans le faisceau d’axe p, P' décrit une courbe
rationnelle r'. Le point P7 est I'homologue des points de ra
infiniment voisins de P.

Lorsque le point P décrit la courbe r, la courbe F' engendre
une surface $' ou reste fixe. Dans le premier cas, la courbe r
est dite fondamentale de premiére espéce; dans le second cas,
de seconde espéce. Nous ne considérons ici que le premier cas.2

2. Les s plans tangents en P a une surface F engendrent une
involution dans le faisceau d'axe p. Nous distinguerons trois
cas !

1° L’involution est composée au moyen d’une involution
d’ordre v et de rang un, Yvi(v>I);

2° L’involution est de rang deux;

3° L’involution est de rang trois.



Envisageons le premier cas. Les surfaces F touchant le plan to
en P touchent également en ce point v — 1 autres plans to,, to2,
- fOrmant, avec ... un groupe de l'involution y,l. Soit §
un plan passant par P mais non tangent a r en ce point. Les
surfaces F découpent sur le plan § un systeme linéaire e 3, de
degré n', dont P est un point-base s-uple a tangentes variables;
ce point P absorbe donc s? intersections des courbes en question.
Envisageons plus particulierement les surfaces F qui corres-
pondent aux plans de S} passant par P'. Ces surfaces forment
un réseau et découpent, sur s, un systéme linéaire dont P est
un point-base s-uple, avec v tangentes fixes. Ce point-base
absorbe donc au moins s2 +v intersections des courbes du systéme
linéaire envisagé et ce systeme a donc le degré n' —v au plus.
11 en résulte que la surface F' qui correspond au plan a a la
multiplicité v au moins en P' et par suite passe v fois au moins
par la courbe F'.

Si m est I'ordre de la courbe F, les surfaces F' coupent la
surface < suivant m courbes r', variables avec ces surfaces. Il
en résulte que les surfaces du systéme linéaire |F'| ont des
courbes multiples variables, ce qui est impossible en vertu d’un
théoréme classique de Bertini. On doit donc avoir v=1 et le pre-
mier cas ne peut donc se présenter que si I'on as=1 ().

3. Passons a I'examen du second cas et soient to,, to?, ... des
plans passant par p, P',, P2, ... les points de la courbe F' qui
correspondent aux points de ces plans infiniment voisins de P.

Il existe un faisceau de surfaces F touchant en P deux plans
to, to, passant par p. Aux surfaces de ce faisceau correspondent
dans S' les plans d’un faisceau dont I'axe p' coincide avec la
droite P'P',. Par hypothése, les surfaces F tangentes en P aux
plans to, to,, ont encore en ce point s — 2 plans tangents fixes
to2, ..., ts_,; la droite p' coupe donc encore la courbe r' aux
points P, P's_ 4, donc en tout en s points. On peut choisir
les plans to, to, de oc2 maniéres, donc il existe ool droites p'
coupant F' en s points. Il en résulte que la courbe F' est plane
et d’ordre s.

Il existe une surface F tangente en P aux plans w, to, et a un
troisieme plan passant par p, distinct des plans to2, to3, ..., toS_,;

11) Si s-1, les courbes T' sont des droites et <} est une surface réglée.
Il existe cel surfaces F ayant un point double en P. Voir, a ce sujet, la
note de M. Linsman, Sur les courbes fondamentales simples des transfor-
mations birationnelles de I'espace. (Bull, de la Soc. roy. des Sc. de Liege,
1935, pp. 18-20)



cette surface a la multiplicité s+1 (au moins) en P; elle fait
partie de tous les réseaux de surfaces P tangentes & un plan
en P. A cette surface correspond donc dans S3 le plan de la
courbe r'.

Inversement, si la courbe r' est plane, il est bien évident que
Pinvolution des plans tangents aux surfaces F en un point P
de F, est de rang deux.

4. Dans le troisieme cas, on a nécessairement 3. Les cour-
bes r' sont gauches et d’ordre s.

L’involution y3, formée par les groupes de s plans tangents
en P aux surfaces F possede en général ool ternes neutres
de plans; les plans de chaque terne sont tangents a <f sur-
faces F auxquelles correspondent dans S'3 les plans passant
par les trisécantes de la courbe r'. De méme, il existe en général
un nombre fini de groupes de quatre plans tangents en P aux
surfaces F d’un faisceau; a ces faisceaux correspondent dans
S des faisceaux de plans dont les axes sont les quadrisécantes

de la courbe F'.
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