Sur les surfaces cubiques possédant six points d’Eckardt,

par Lucien GODEAUX, Correspondant de I'’Académie.

Dans une note récente (x), M. Ciani s'est occupé des
surfaces cubiques possédant des points (simples) par
lesquels passent trois droites de la surface (situées dans le
plan tangent a celle-ci) au point considéré; il appelle ces
points des « points d’Eckardt », du nom du géométre qui
les a considérés en premier lieu. Nous avions, voici quel-
que temps, considéré ccs points, que nous appelions points
planaires, et établi le théoreme suivant (2) .

Si une surface cubique sans point multiple posséde trois
points d'Eckardt non siiués sur une droite et dont deux
n‘appartiennent pas @ une méme droite de la surface, elle
possede neuf points d’Eckardt qui sont les points
d'inflexion d’une section plane de la surface.

Nous étions arrivé & ce théoréme en considérant la
représentation plane de la surface cubique.

Dans sa note citée, M. Ciani montre I’existence d’un
faisceau de surfaces cubiques ayant en commun six points
d’Eckardt situés par couples sur les cotés d’un triangle
dont les cotés appartiennent a la surface. Dans cette note,
toujours en utilisant la représentation plane de la surface
cubique, nous établissons que :

Si une surface cubique posséde trois points d’Eckardt
dont deux appartiennent & une méme droite de la surface,

() Sopra un fascio sizigetico di superficie cubiche. (Rend. R. Accad.
Naz. dei Lincei, 1» sem. 1935, pp. 551-555.) Le méme fascicule annonce la
publication, dans un fascicule ultérieur, d’une seconde note sur le méme
sujet; au moment ol nNous écrivons, NOUS N’avons pas encore eu connais-
sance de cette seconde note.

(2) Sur les droites d’une surface cubique. (Mathesis, 1933, pp. 333-339.)
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le troisieme n’étant pas situé sur une des droites de la
surface passant par un des deux premiers points, elle pos-
sede six points d'Eckardt situés par couples sur trois
droites coplanaires de la surface.

La surface ainsi obtenue est une des surfaces rencon-
trées par M. Ciani; nous en donnons deux représentations
planes. La plus simple de ces représentations est donnée
par les cubiques planes passant par six points Pt, P2
Pc tels que Pu P? appartiennent a une droite joignant
deux des points diagonaux du quadrangle P3 P4 P5 PG6;
P3, P5 appartiennent a la droite joignant deux des points
diagonaux du quadrangle Px P2 P4 P6; enfin P4, Pt appar-
tiennent a la droite joignant deux des points diagonaux
du quadrangle P4 P2 P3 P5.

1. Soient F une surface cubique dépourvue de points
doubles, to un plan sur lequel la surface F est représentée
point par point de telle sorte qu’a ses sections planes cor-
respondent sur to des cubiques planes I' passant par six
poins distincts Pl;, P2, P6. Ces six points ne peuvent
étre situés sur une méme conique et trois d’entre eux ne
peuvent jamais étre en ligne droite. Nous désignerons par
pf la conique passant par les cing points Pi, ..., P6 dont on
a défalqué P,. Nous avons établi que la condition néces-
saire et suffisante pour que la surface F possede en A un
point d’Eckardt est que, dans le plan to

1° Les points P,, P2, ..., P6 se distribuent par couples
sur trois droites concourant au point A', homologue
de A, ou

2° Une des coniques p touche en un des points Pl P2
..., P6, une des droites passant par ce point et par un
second des points 1\, P2, ..., P6 Par exemple, la conique
p? touche en Pi la droite Pt P2, le point A a pour homo-
logue dans to le point infiniment voisin de Pi sur la
droite Pj P2
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Nous avons en outi'e établi que si la surface F posséde
deux points d'Eckardt situés sur une méme droite de la
surface, on peut disposer de la représentation de la sur-
face sur le plan ro de maniére que les points Pl; P2 appar-
tiennent a la droite joignant deux des points diagonaux
du quadrangle P3 P4 P3 P6. Ces points diagonaux ont pour
homologues, sur F, les deux points d’Eckardt.

2. Nous allons supposer que la surface F posséde trois
points d’Eckardt; deux, Au A2, situés sur une droite de
la surface, le troisieme, Bx, n’étant pas situé sur une des
droites de la surface passant par Ax ou A2

L’existence des points Ax, A2 nous conduit a prendre
comme représentation plane de la surface F celle qui est
définie par les points P,, P2, ..., P§ du plan ro, disposés de
telle sorte que la droite Px P2 contienne deux des points
diagonaux du quadrangle P3 P4 P5 P6. Ces points diago-
naux A'l, A'a correspondent respectivement a Al; A2, pour
fixer les idées, nous supposerons que les droites P3 P, et
P5 P( passent par A',, les droites P3 P6, P4 P5 par A2

L’existence du point Bx conduit & deux hypothéses :

1° Trois des droites P, Pk, ne passant par aucun des
points A'u A'2, passent par un méme point.

2° Une des coniques p touche, en un des points P,,
P2 ..., P6, une des droites P, Pt

Examinons la premiére hypothése. Pour fixer les idées,
nous supposerons que les droites P2 P3, Px P5 P4 P§
passent par un méme point B'l; homologue de Bx. On voit
immédiatement que c’est la le cas le plus général.

Désignons par B*2 le point d’intersection de P, P3 avec

Ps Pe, par B? le point commun a P2 P5 et P/ P6. Nous
avons

piptb;, aa; plp, .aps anplpib; b
Par conséquent, les points B2, B'2 coincident, et a B"
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correspond sur F un point d’Eckardt B? tel que la droite
B, B appartienne a F.
Désignons par C'} C2 les points de rencontre de la

droite P3 P5 avec les droites P2 P4, Pi P4, et par C" le point
de rencontre des droites P3 P5 et P2 P6. Nous avons

p4pbb;c;ac{p3pb,
p,P, bib; a a;a, tu\a pdp, c;c; a c;c; plp,,
dou
CiCi P3P5 A CjL2 P3PS,

11 en résulte que les points C'2 et C'2 coincident. Au
point C'2 correspond, sur la surface F, un point d’Eckardt
C? qui n’appartient a aucune des droites passant par A,
A2, B4, b2

Du fait que les droites P! P4, P2 P6, P3 P5 concourent a
un méme point C'2 résulte également que les droites P4 P,,,
P. P4, P3 P3 concourent en un méme point CV A ce point
correspond sur F un point d’Eckardt Ci qui ne se trouve
sur aucune des droites passant par Aa Aa B4 ou B2, tel
que la droite Cx C? appartienne a F.

Les droites At A2, B! B2, Ci C2 sont coplanaires et la
surface F possede donc six points d’Eckardt répartis par
couples sur les cbtés d’'un triangle appartenant a la sur-
face.3

3. Rapportons le plan 5% au triangle formé par les
droites Pi P2 {xx—0), P4 Pt (x2—0), P3 P5 (23=0). Dési-
gnons par Oi, 02, 03 les sommets de ce triangle respective-
ment opposés aux cotés x2—0, x3=0. Les quateimes
02 C)3 Pj P2, O3 Oi P4 P6, O, O2 P3 P5 sont harmoniques;
deux des cbtés du quadrangle complet P3 P5 B' B2, par
exemple, passent par P,, deux autres par P2, le cinquiéme
par O? et le dernier par O3.

11 est facile de former les équations de quatre cubiques
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planes linéairement indépendantes passant par les points
P,, P2 P6; ce sont, par exemple, les cubiques

#1 — ply5™ — PI7xH) = °,
x2(— olMXi + a-Ifixl — O'iyi*l) = 0,
X3(— A&X\ — AS\X\+ a'lpfaf) = 0,
xflzXz = 0,

les points P ayant pour coordonnées : Pi (0, a2, aj),
P2 (o, a2, —a3), P4 (™i, o, 83), P6 (™, 0, —(13), P3 (vi, y2 0),
P- (yi, — y2, 0).
Pour obtenir I’équation de la surface F, posons
p X, = a,asx, (Piyl£? — Piy™l — Piyl4)p
P X2 = Pipax.,, (- @aAXIl + sly2™ — »yid)p
P X3= 7,77 (— ApUi — Afoxj + Affixl),
P X4 = (afpjy* al™yl) Eira-g.
On en déduit
a3PiE2X; + M3a.,j-1X2 + a, [i(a;3X4 = 0,
agy”™Xa + a2yliC3X! + aldy,a;2X4 = 0,
PiYifsX* “H N37T172X3 + P3y2k4X4 = 0.

L'équation de la surface F est donc

XE= XUXE+H X X) + P - e S 9 ) xiaxd o

Va3 P| 72 a2 p3 vl

Les six points d’Eckardt de la surface F sont donnés
par

At(0,1,1,0), A20,1, — 1,0),
Bi(l,0, — 1,0),  Bt(l, 0,1,0),
C,(1,1,0,0), c2(1,—1,0,0).

L’équation de la surface F peut s’écrire
X2-X5(XT + Xi + XI) + XXiX2X3 =0, ()

et lorsque \ varie, on obtient un faisceau dont toutes les
surfaces ont en commun six points d’Eckardt; ce faisceau
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differe du faisceau sizigétique de M. Ciani, car ce dernier
faisceau ne contient pas de surface dégénérée en trois
plans, tandis que le faisceau (2) en contient une.

4. Passons a la seconde hypothese : une des coniques p
touche, en un des points Pj, P2, ..., P6 une des droites
P, Pk. D’aprés les notations utilisées au début, aux points
diagonaux Ah, Ah du quadrangle P3 P4 P5 PO, points qui
se trouvent sur la droite Px P2, correspondent sur la sur-
lace F deux points d’Eckardt Ax A2 situés sur une méme
droite de la surface. Nous supposons I'existence sur F d’un
troisieme point d’Eckardt non situé sur une droite de la
surface passant par un des points Ax, A2. 1l en résulte que
nous devons nous limiter & une des hypotheses suivantes :

1° La conique p, touche la droite Px P( en P, (i=3, 4,
5, 6), ou la conique p? touche la droite P2 P( en P(;

2° La conique . touche la droite P, P, en PL; ou la droite
P2 P,en P2 (E—3,4,5,6).

Placons-nous dans la premiére hypothése et supposons,
pour fixer les idées, que la conique px touche la droite
Pi P4 en P4. Soit Ah le troisieme point diagonal du qua-
drangle P3 P4 P5 P6, intersection des cbtés P3 P5, P4 6.

La polaire du point Ah, par rapport a la conique pi est
la droite Ah Ah, passant par P,; par suite la tangente en
P0 a la conique pi passe par A, Aux points infiniment
voisins de P4, P§ sur la conique p, correspondent sur F
des points d’Eckardt situés sur la droite de cette surface
qui correspond a px

Prenons comme triangle de référence, dans le plan es,
le triangle P! P4 P6, les cotés P4 Pl, P6 Px, P, P4 ayant
respectivement pour équations Xi=0, x2=0, x3=0. Sup-
posons en outre que le point P2 soit le point unitaire, et
soient, a étant différent de zéro et de I'unité, (a, 1, 1) les
coordonnées du point Ah- L’équation de la conique pi
s'écrit

X\ —x2x3 — 0.
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Les points P3, P5 A" ont pour coordonnées
P3(a, a2,1), P5(a, 1, a2, Al a a).

La conique p3, passant par les points Pl; P2, P4, P5, P§,
a pour éguation

(a + 1) X2x3 — x3xt — axtx? = 0.

La tangente a cette conique au point P2 a pour équation
(@a+ D¥—x2—ax3=0.

Cette droite passe par le point P3.

L’homologie harmonique de centre A'3 et d’axe A\ k\
transforme la figure en elle-méme et la conique p3 en la
conique p5 qui touche donc la droite P2 P5 en P2 Sur la
droite qui correspond sur F au domaine du point P se
trouvent donc deux points d’Eckardt, homologues des
points infiniment voisins de P? situés sur les coni-
ques p3, p5.

5. Examinons enfin la derniére hypothése, celle ou la
conique p, touche en Pi ou en P2 la droite P, Px ou la
droite P, P2. Pour fixer les idées, supposons que la droite
P2 P3 touche la conique p3 en P2

Prenons pour sommets du triangle de référence, dans
le plan ro, les points Pi (1, 0, 0), P4 ((0, 1, 0), P6 (0, O, 1),
pour point unitaire le point P, (1, 1, 1) et soient (a,, a2, aj)
les coordonnées du point P*. Les points Ah, A2, A% ont
respectivement pour coordonnées (a,, a3, al), (ai, a2, al),
(0, 1, — 1) et les coordonnées du point P5 sont donc
(ai, a3, a2).

Si I'on exprime que la conique p3 a pour tangente en P,
la droite P2 P3, on trouve, en remarquant que a2, al ne
peuvent étre égaux, la condition nécessaire et suffisante

a,—aza3 = 0. Q)
On trouve la méme condition en exprimant que la
conique (i touche en P2 la droite P2 P5, ce qui est géomé-
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triqguement évident si I'on considére I’homologie harmo-
nique de centre A" et d’axe A'i A2

D’autre part, la relation (1) exprime la condition pour
que les points P3, P5 appartiennent a la conique passant
par P5 P6, P2 et touchant en Pt la droite P4 Pi, en P, la
droite Pc Px. Cette conique est donc la conique ™ et nous
retrouvons le cas précédent.

6. Nous avons, dans ce qui précede, rencontré deux
représentations planes de surfaces cubiques possédant six
points d’Eckardt situés deux a deux sur les cétés d'un
triangle appartenant a la surface. Dans la premiére repreé-
sentation plane, les cbtés du triangle ont pour homologues
les trois droites P, P2, P} P, et P4 P6 du plan. Dans la
seconde représentation plane, ces cbtés sont représentés
par la droite P! P2, la conique (h et I'entourage du point P2
Si I'on effectue sur la seconde représentation plane une
transformation quadratique avant pour point fondamen-
taux P2, P4, P6, on retrouve la premiére représentation
plane. Il n’existe donc qu’un seul type de surface cubique
ayant six points d’Eckardt.

7. Reprenons la surface F d’équation

X3-XUXT + XI + X|) + XXIX2X3 = g, (1)
ou
\= .E3.P-P“3 027
«3 & 12 «2 & T

Effectuons la transformation de coordonnées
PYl = «(XI + X2 + X3) + X,
pY2 = a (Xj — X2 — X3) -)- X4,
PY3 = u(— Xt — X2-- X3) + X4,
PY! = a (— X4+X2-><3) + X4,
ou a est une quantité satisfaisant a I'’équation
Sas—a—x=0.
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A I’équation (1) correspond I'équation
Y\ + YT+ YI+  + 6 (YFY, Y4+ YIYAYL+ Y. YIY2 + YiY2Y3) =0,
ou

3al+ 1
N==6( -1

Nous obtenons ainsi I’équation de la surface F sous la
forme que lui a donnée M. Ciani

l.iége, le 27 septembre 1935.
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