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Sur une variété algébrique a trois dimensions de genre
géométrique nul et de bigenre un,

par Lucien GODEAUX, Correspondant de I'Académie.

On sait que si une surface de genres un (pa=P4=l)
posséde une involution d’ordre deux n’ayant qu’un nom-
bre fini de points unis, cette involution est de genres un
(p0=P4=1) ou de genres zéro et bigenre un (pa=P3=0,
P2=1), suivant que le nombre de points unis est supérieur
ou égal a zéro (x). Considérons, au contraire, une variété
algébrique a trois dimensions, d’irrégularité superficielle
nulle, sur laquelle tout systeme linéaire de surfaces soit
son propre adjoint, contenant une involution d’ordre deux
n‘ayant qu’un nombre fini de points unis. La variété
image de cette involution a le genre géométrique P égal
a zéro ou a l'unité, suivant que le nombre de points unis
est supérieur ou égal a zéro; dans les deux cas, le bigenre
est égal a l'unité (2).

Dans cette note, en nous inspirant de ce résultat, nous
construisons une variété a trois dimensions de genre géo-
metrique P,=0 et de bigenre P2=1. Précisément, nous
établissons que (3)

fl) En ce qui concerne les involutions appartenant a une surface algé-
brique, consulter notre note : « Les involutions cycliques appartenant a
une surface algébrique ». (Actualités Hermann, n° 270, 1935, pp. 1-43)

(20 Nous publierons prochainement une étude sur ces questions.

(3) On remarquera I'analogie de I'équation (1) avec celle de la surface
de Steiner.
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L. Godeaux.

Si ©i, ©2, ©3, ¢4 sont des formes quadratiques en x0, Xi,
X2, xs, x4, I'équation

TI?* + ?23<fi + fif~ — Fifgfsft = O [€D)

représente une variété de genres Py=0, P2=1 dans un
espace linéaire a quatre dimensions. Les variétés

\N22?23 + Kfifi + "3<l@2 =0 2

découpent sur la variété (1), en dehors des surfaces

?2 = Y3 =0, ®3 = <fi = O, <fi = fi = O

doubles pour cette variété, les surfaces adjointes des sec-
tions hyperplanes. Le systéme des sections hyperplanes est
son propre biadjoint.

Notons, en passant, que la surface découpée sur la
variété (1) par une variété (2), en dehors des surfaces dou-
bles de la premiere de ces variétés, est une surface de
genres pa=pg—>5, p(l) =9, dont les sections hyperplanes
sont les courbes canoniques.

1. Considérons, dans l'espace linéaire S, a 7 dimen-
sions, la variété algébrique Y* a trois dimensions,
intersection compléte de quatre hyperquadratiques V],
linéairement indépendantes, les plus générales possible.
Désignons par F les surfaces sections hyperplanes de la
variété Vf (que nous indiquerons plus simplement dans
la suite par V). On sait que les sections hyperplanes de la
surface F sont les courbes canoniques de cette surface 0) ;
il en résulte que sur la variété V, le systeme |F'| adjoint a
|F| coincide avec ce dernier systéme. La variété Y possede
donc une surface canonique d’ordre zéro et son genre géo-
métrique est P,,=I.

Le systeme |F| a les caracteres pa=pa=7, p(P=17.
L'ordre de Y, degré du systeme |F[, est égal a p(l) —1 = 16.

(M) Voir Enbiques-Cargpedeu.i, Lezioni sulla teoria dette superficie alge-
briche (Padoue, 1932), pp. 336 et suiv.
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Sur une variété algébrique a trois dimensions, etc.

Supposons que la variété V soit transformée en elle-
méme par une homographie harmonique H ayant pour
axes I'espace linéaire a quatre dimensions S4 d’équations

Xhb=x6=x1=0
et le plan S2 d’équations
Xl= =x1=x3=Xi=0.

En général, la variété V rencontre l'axe S4 en seize
points; nous nous placerons dans ce cas. La variété V est
alors I'intersection de quatre hyperquadriques V« trans-
formées en elles-mémes par H et aucune de ces hyperqua-
dratiqgues ne peut contenir S4 ni par suite I'axe S2. Les
équations de V s’écriront donc sous la forme

fi (#o Xi, Xi, x3, x4) + (X5, X6,%X7) =0, (i=1,2 3,4),

ou les ¢, ij sont des formes quadratiques.

L’homographie H détermine sur la variété Y une invo-
lution d'ordre deux, possédant comme points unis les
seize points communs & V et & I'axe S4. En genéral, cette
involution ne présentera pas d’autres points unis, c'est-
a-dire que les hyperquadriques définissant V n’auront
aucun point commun dans le plan S2. Cest dans cette
hypothése que nous nous placerons.

2. Considérons, dans le plan S2, le systeme linéaire de
coniques
AN+ X2 X<b3 -f- =0.

Par hypothese, il est dépourvu de points-base et par
conséquent de degré quatre. Par un choix convenable de la
figure de référence, il peut donc se ramener a I'une des
formes suivantes :

\><ex7 + \XTx3 + X3xsxs + x4(x! + xf; + x$) = 0, m
XX+ X2X5XT + 13x6x7 -F \(xI + a%) = 0, an
=+ X2x1 + X3x5XT + \4(a% — Xx5xs) = 0. (r
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Il en résulte qu’il y a trois types de variétés V, dont les
équations pourront respectivement s’écrire

X6X: = gt XIX5=02, X5xX6=(fB, 4+ +~7=d: ()
af = <Pi, NN = @2, xb6xT = 3, + = (W)
~N= fi, S=q a7kl = Pa”? —a;5a% = 4, (r

les ¢ étant,dans chaque cas, des formesquadratiques en
X0, XIlj ...y

Les variétés du type | constituent dailleurs le cas
général

3. Supposons que la variété V appartienne au type | et
désignons par Q une variété a trois dimensions image de
I'involution 12 existant sur V. Pour obtenir un modele
projectif de G, il suffit de rapporter aux hyperplans d’un
espace linéaire a quatre dimensions, les hyperplans de ST
passant par I'axe S? de I’nomographie H, ce qui revient a
projeter V de S2 sur I'axe S4 de H. En d’autres termes, |l
suffit d'éliminer x5 xe, xI entre les équations de la
variété V. Cette élimination donne I’éguation

fifl + FIFI+FITINTITETFifl 1)

de la variété U dans un S4. La variété U est donc du hui-
tieme ordre.

La variété O posséde trois surfaces doubles du quatriéme
ordre, a savoir

N=0=0, fs=<¢i=0 =mW@=0, 2)
une courbe triple du huitiéme ordre
Bi=ft=R=0 ®3)
et seize points quadruples

fl =2 =173 = fi = °- 4)

Ces seize derniers points quadruples correspondent aux
seize points unis de I'involution 12 de Y. Nous avons mon-
tré que si une variété algébrique a trois dimensions repré-
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Sur une variété algébrique a trois dimensions, etc.

sente une involution du second ordre n’ayant qu’un
nombre fini de points unis appartenant a une variété
algébrique, les points de diramation sont des points qua-
druples, le cone tangent étant du quatrieme ordre et pro-
jetant du point considéré une surface de Véronese (1).
Dans le cas de la variété U, qui appartient a un espace S4,
le cone tangent en un point de diramation (4) doit pro-
jeter de ce point une surface de Steiner. Un calcul simple
montre en effet que le céne tangent en un de ces points
a pour équation

NAYIXNNY + rsxXNNWNV VXYY
dxj V. 3x3J v sxj\ dxj

+ sX dx

fs X MY fsx = 0.
dxj\  dxj\ dx)

4. Désignons par $ les sections hyperplanes de O; elles
correspondent aux surfaces F sections de V par les hyper-
plans

A0+ AXxt + \>x2+ \>x3+\xt=0

passant par I'axe S? de H. Soient, d’autre part, $0 les sur-
faces qui, sur U, correspondent aux sections F de V par
les hyperplans
"FA276 + M3IXM— 0

passant par I'axe S4 de H.

Les surfaces $0 sont découpées sur O par les hyper-
surfaces

\®2'f3+"21f3pl + "3iflif2==0 5

en dehors des surfaces doubles (2). Les surfaces $0 sont
donc du huitieme ordre.

tl) Sur les involutions cycliques appartenant a une variété algébrique
a trois dimensions. (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, Cl. des Sc., 1931,
pp. 29-39.)
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Nous avons montré que les surfaces O sont de genres
pl=Pi=3, pw 9 et que les courbes canoniques d'une
telle surface étaient découpées par la section du systeme (5)
par I'hyperplan de la surface $ considérée (). Il en résulte
que les surfaces O0 sont les adjointes des surfaces $ et
qu’on a

I*'l = I*0|.

Les adjointes de la variété Q sont des hypersurfaces
cubiques passant par les surfaces doubles (2). S'il existait
une telle hypersurface, elle couperait un hyperplan sui-
vant une surface cubique passant par trois biquadratiques
gauches elliptiques ayant huit points communs, sections
des surfaces (2) par I'hyperplan considéré. De telles sur-
faces n’existant pas et le genre géométrique de U est Po=0.
C'est ce que montre d’ailleurs la relation fonctionnelle
établie plus haut.

5. Entre une surface 0,, et la surface F qui lui donne
naissance existe une correspondance (1, 2) possédant sur
$0 seize points de diramation. Il en résulte que les sur-
faces 0,, ont les genres pa=pa—>5, p(>=9.

Cherchons quel est le systeme canonique d’une sur-
face 0. Désignons une de ces surfaces par On et par F la
surface qui lui correspond sur V. Les surfaces F, ou encore
les hyperplans de S7, découpent sur F le systéme cano-
nique de cette surface. Ce systéeme canonique contient
deux systemes linéaires partiels composés au moyen de 12;

a ces systemes correspondent sur 0,, le systeme des cour-
bes (On, 0) et le systéeme des courbes (00, O0). L’un de ces

systemes est le systeme canonique de Ol et ne peut étre
le dernier, car autrement j0,| serait a la fois son propre
adjoint et I'adjoint de |O|, ce qui est absurde. On en con-

(g Sur une surface algébrique du huitiéme ordre. (The Toéhoku Math.
Journal, 1933, pp. 122-126.)
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dut que les courbes canoniques de 3L sont les courbes
(%0, 30, c’est-a-dire que [P| est I'adjoint de [3>0],
1@ =101
Mais alors, on a
=1
et par suite la variété U a le bigenre P2=1. La surface
bicanonique a l'ordre zéro.

La variété U doit posséder une hypersurface du sixieme
ordre biadjointe, c'est-a-dire passant doublement par les
surfaces doubles (2). Cette hypersurface a pour équation

tfI'P273 = 0.

Notons, en passant, que la surface 3> représentée par les
équations (1) et (5) a comme sections hyperplanes ses
courbes canoniques.

6. Les cas ou la variété V est représentée par les équa-
tions (1) ou (111) se traitent de la méme maniere et
donnent lieu aux mémes conclusions en ce qui concerne
la géométrie algébrique; seules les singularités projectives
différent.

Lorsque Y appartient au type Il, la variété U a pour
équation

tPTP! + P2 — P1®2Af4 = 0.
Les surfaces 30 sont découpées sur cette variété, en dehors
des éléments doubles, par les hypersurfaces

+ ATI?23 + 132 =0
Lorsque Y appartient au type Ill, la variété G a pour
équation
<PIY2— Opl— TiTd2 = 0;
les surfaces 3> sont découpées sur cette variété, en dehors
des éléments doubles, par les hypersurfaces

SHPi + = °
Liege, le 24 novembre 1935.
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