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Sur une surface a sections hyperplanes hyperetliptiques,
par Lucien GODEAUX, Professeur a I'Université de Liege.

Nous nous proposons de construire, dans cette note, la surface
rationnelle de I'espace linéaire a n dimensions représentant le
systéeme linéaire des courbes hyperelliptiques planes d’ordre n — 1
ayant comme groupe-base un point multiple d’ordre n— 3 et
2(,, —2,) points simples aligués par couples sur le point-base
multiple.

Nous partons de la surface commune a « —2 hyperquadriques
passaut par un espace linéaire <v-s a n — 3.dimensions, telle qu'il
existe un espace linéaire a.» — 2 dimensions touchant cette surface
le long de la courbe qu’elle a en commun avec I'espace <r, 3 On
trouve le systéme linéaire de courbes planes envisagé en projetant
la surface a partir de I'espace sur un plan ne rencontrant pas
cet espace.

1. Soit, dans un espace linéaire S, a n dimensions, n — 2 hyper-
guadriques ayant en commun un espace linéaire ¢n3 an — 3
dimensions. Si nous désignons par x0, X0 ..-,xn les coordonnées
ponctuelles de S,, et par x0 = x, = xz = 0 les équations de t,_3, les
équations des hyperquadriques s’écriront
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ou a, sont des formes linéaires et a( des formes quadratiques
eu x0, xlt x2 Ces hyperquadriques ont en commun, en dehors
de on 3 une surface F; la projection de la section de F par
I’hyperplan
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Les courbes (2) sont d’ordre n—1 et forment un systéme linéaire

¢en ayant - (% - 1) w1 — 2) points-base et par consequent de
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degfré ! (w2— 3w + 4). F est donc d’ordrel- (n*— oln -(- 4) t).
L’espace <n_3 coupe F suivant une courbe d’'ordre - (n—1) (n - 3).

2 Nous allons considérer le cas particulier de la surface F
obtenu en supposant que le plan tangent a cette surface, en tout
point de celle-ci appartenant a I'espace 0-,3, est situé dans un
espace a « —2 dimensions contenant ¢,,_3; nous supposerons que
cet espace a pour équations xI =xi =0. Dans ces conditions,
I'hyperplan tangent a une des hyperquadriques (1), en un point
de F appartenant a tr, 3, doit contenir I'espace x, = x2 = 0; il en
résulte que les formes aln sont indépendantes de x0.

Appelons F' le cas particulier de la surface F obtenu. La
surface F' admet encore comme représentation plane le systéme
des courbes (2), mais actuellement les courbes (2) ont la multi-
plicité n — 3 au point O0(Xi = x2 = 0) et passent simplement par
2(n —2) points simples. En effet, les points-base du systéme
formé par les courbes (2) sont représentés par les équations

ais («A,X2) .. alH (X,, X2 a, (X0, X,, X2
0. (3

*N—-23 (Xi,X2)... &n—2n {Xi, X2) an_2 (Xq, Xi, X3)

Le déterminant obtenu en supprimant dans cette matrice la
derniere colonne s'annule pour «—2 droites passant par O0 En
supprimant I'avant-derniére colonne, on obtient un déterminant
qui, égal a zéro, représente une courbe d'ordre n —1 ayant la
multiplicité n—3 en O0. Les 2(n—2) points de rencontre de
cette courbe et des n — 2 droites dont il vient d’étre question sont
des points-base du systéme formé par les courbes (2).

La surface F représente le systéme linéaire de courbes planes
d'ordre n — 1 ayant un point-base multiple d’ordre n — 3 et
2(n —2) points-base simples situés par couples sur n —2 droites
passantpar le point-base multiple.

On en conclut que la surface F' est d'ordre 2(n —2).

3. Désignons par G le plan des courbes (2), par F ces courbes,
par Au, A2 les points-base simples de |T| situés sur la droite a
passant par O0N =1,2, ..., n —2).

Les courbes T touchant en O0 la droite x2 = Xx, forment un
systeme linéaire oon~l. Si nous posons

a« (X0, Xit X2) = 0Cq a(0 -\- X0 a(t -j- ai2,

P) Voir notre note « Sur les courbes canoniques ». (Ztwil. de I'Acad.
roy. de Belgique, Cl. des Sc., 1935, pp. 481-489.)
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ces courbes sont données par la relation
MiA) »ain "0 0

®)|—23 (1) ) .. U-n—zn (1) N) an—o

*3 \ A (@)

Si nous représentons par Aft le coefficient de \k dans cette équa-
tion, aux courbes considérées correspondent dans S, les hyper-
plans passant par le point

Cg=ay=uh— 0, aBloc ;- ICn ™ A3 A..... A, 4

Les équations (4), lorsque 1 varie, représentent une courbe
rationnelle normale C,_3 d’ordre n - 3, appartenant a ff,_3, inter-
section de cet espace et de F'. Cette courbe correspond au
domaine du point O0 dans le plan ra.

4. Les courbes T passant par un point de la droite ait distinct
de OO, A4l Aj2, comprennent cette droite comme partie; elles sont
complétées par des courbes d’ordre n — 2, ayant la multiplicité
n—4 en O0 et 2(n —3) points simples, formant un systeme
linéaire oc"-l de degré 2{n —3). A ces courbes correspondent
dans S, les hyperplans passant par un point At, appartenant a la
courbe C,_3, double pour la surface F'. Celle-ci possede donc
n 2 points doubles appartenant a la courbe C,,_3.

Le plan tangent en un point 0, 0, 0,y3,yi} yndeC,3ala
surface F' est donné par

Y3003 (oct, 0¢l) -b 24 @it A2) ~b we ~b y>i aifi (N1 A2) = Oi
(i=12...n—2).

Il'y est indéterminé si I'on a

Il 2/3 ai3 (i 0) “H 2/4 a<4 (1) O) “H <" “b Vn ain (1) 0)

I 23a« (0 1) + 24ad (0,1) + « b yn«in(0,1)

Ces équations, dans <r,_3, donnent les n—r points doubles
de F'.

La surface F' est touchée par un espace a n—2 dimensions
suivant une courbe rationnelle normale d’ordre n — 3 et posséde
n — 2 points doubles situés sur cette courbe.

5. Aux droites du plan ta passant par le point 0,, correspondent
sur F' des coniques y formant un faisceau linéaire |y|. La coniquey
qui correspond a la droite x2 = est découpée sur F, en dehors



de la courbe C,_3 comptée deux fois, par I'hyperplan X2 = ALes
équations du plan de cette conique sont
as (L rbe"+  zn(D>X) + xoal (1, X) f- xiaa (1, A) 0
“(0 1
*=12 o —2).
X2 — Xay.

Les courbes F et les sections hyperplanes C de F' sont des
courbes hyperelliptiques de genre n — 3 et la série linéaire g\ d’une
courbe C est découpée par les coniques y.

6. Inversement, partons d’un systéme linéaire |F| de courbes
d'ordre n — 1 d’un plan ro ayant un point-base A multiple d’ordre
Nn—3 et N—2 couples de points-base simples AH, A< tels que
les droites a{ = Adl A2 passent par A(/ =1, 2,..., n—2). Le
systeme | T| a la dimension n et en rapportant projectivement les
courbes F aux hyperplans d’un espace linéaire S,, on obtient une
surface F' représentée point par point sur le plan ro.

Nous allons montrer que la surface F' est bien celle qui vient
d'étre étudiée.

Une droite du plan w appartient & une seule courbe F qui est
complétée par les n — 2 droites at. A une droite du plan corres-
pond sur F' une courbe rationnelle normale C,_!, appartenant
a uu seul hyperplan de S,. La surface F' étant d'ordre 2{n  2),
cet hyperplan coupe encore F' suivant une courbe C,_3 d'ordre
n — 3. Les oc? hyperplans contenant les courbes Cn_i homo-
logues des droites de tu ont en commun un espace linéaire it, 3
contenant la courbe C,,_3 et I'on obtient la représentation de F' sur
ro en projetant la surface a partir de <n_3 sur ce plan.

La courbe C,_3 correspond a I'’ensemble des n — 2 droites af;
a chacune de celles-ci correspond sur F' le domaine d’un point Au
double pour la surface. Aux points de C, 3 correspondent donc
les points de ro infiniment voisins de A. Cela implique que le plan
tangent a F' en uu point de C,,_3 doit appartenir a I'espace a n — 2
dimensions 'déterminé par <r,3 et le point A. D'ou lidentité
(projective) de la surface F' étudiée actuellement et de celle qui
a été rencontrée plus haut.

On peut observer que la surface F' est I'intersection complete

de -n(n + 3)— 4 (n — 1) hyperquadriques linéairement indépen-

dantes V2_j de S,;; n —2 de celles ci contiennent o-, 3, les autres

contiennent la courbe C,, 3
Liege, le 16 juin 1935.
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