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SUR LES SUITES DE LAPLACE INSCRITES DANS 
UN POLIÈDRE DE LAPLACE

PAR

LUCIEN GODEAUX

Considérons, dans un espace projectif Sr à r dimensions, une 
suite de Laplace

Un,...U1,U,V,Vi........vn,..
les paramètres étant u , v et chaque point de la suite étant le transformé 
du précédent dans le sens des u. Nous appelerons polyèdre de Laplace à 
faces à n dimensions, associé à la suite L, l’ensemble des espaces Sn à n 
dimensions déterminés par n+ 1 points consécutifs de la suite L (n < r).

Nous nous proposons d’étudier les suites de Laplace inscrites dans 
les polyèdres de Laplace associés à la suite L, à savoir, les suites dont 
deux points consécutifs A, B appartiennent à des faces consécutives 
U„Un-\••• U\ U et Un-] Un-2'-. UV d’un polyèdre.

1. La suite L sera déterminée par deux de ses points consécutifs

U,V tels que—+26 V=0, —+2aU=0,a,b étant des fonnctions de u,v. 
du 3v

Nous conviendrons d’écrire, dans un but de simplification typo~
+ kcn ,

graphique------- — = (pik > de sorte que les équations précédentes s écriront
du1 dvk

(1) Uw+2bV = 0, V01+2aU = 0.

Nous supposerons que la suite L est illimitée dans les deux sens, alors 
U, = U01 —U(log b)01,..., Un = U°nl-Un_l (log bhlh2...hn_l)01, 
y, = V10-T (log a)10,...,Un== Vln°_- Vn-i (log akxk2... kn_x)w ,

moyennant
hn = — (log bh^h2.. .hn_l)u+hn_l , k= — (log akx k2... kn_l )“ + &„_! •

Supposons que le point J=lU—/uV de la droite UV engendre ^un 
réseau conjugué à la congruence (UV). Demoulin a montré que l’on 
peut choisir l, ju de telle sorte que la condition nécessaire et suffisante
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pour qu’il en soit ainsi est que l’on ait fiv>+2bl = 0 , A01 + 2a/<=0, 
c’est-à-dire que X, fi satisfassent aux équations (1). Désignons par Jx ’ 

les transformés successifs de Laplace J dans le sens des v, par 
les transformés dans le sens des u. On obtient ainsi une 

suite de Laplace inscrite dans la suite L. On a

J\ fi Ui fi\U f • • • > Jn fin— 1 Un fin Un -!>.••>» 
J-2 — ^■V1 X-i V ,. . . >J-n = Xn-\ Vn — lnV n^\ , . ..

où fix, fi2,..., ,. 4. sont déterminés par les formules

(21 Mn = fPn'_x-fin_x (log bhx... hn—1
\01 ; — ; 10 _ 

,Àn — Kn-1 , (logo*,. io

Ces points rappelés [1], abordons le problème posé.
2. Un point de l’espace Sn {n < r) déterminé parles points U, U,,..., Un 

peut être représenté par ?/0 Ux + ••• + ??„ Un et r/0 > »..., seront
les coordonnées locales de ce point. Soit A un point dépendant de u, v, 
attaché à l’espace UUx...Un. Pouvons-nous trouver sur la droite UV 
un point J engendrant un réseau conjugué à la congruence UV tel 
que le point A appartienne à l’éspace à n— I dimensions J1J1-..Jn-1? 

Cherchons d’abord l’équation locale de l’espace J1J2...Jn-1. On a

(3) Wfl+zq >?!+... +fin r]n =s=0.

Pour résoudre le problème, il faut prouver que l’on peut déter­
miner fii> fi2,..., c est-à-dire fi et A de telle sorte que les coordonnées 
locales de A satisfassent à l’équation (3). Remplaçons dans cette équa­
tion les coordonnées courantes par celles de A puis ;t<1 , ^ ,..., „„ par 
leurs expressions en fonction de fi déduites des équations (2). Nous 
obtenons une équation différentielle que nous écrirons sous la forme

W A0fi0n + Alfi0n-' + ... + An/t = 0.

Soit m1(u,v), mt(u ,v),.mn (u , v) un système fondamental d’in­
tégrales de l’équation (4). L’intégrale générale s’écrit

fi) fi — (pi (u) {u) m2-{- ••• -)- çpn (u) mn.
On en déduit

(6) 2b\-Jrcpl mx + ...-\ cp'n nin+q>x m\° + ...+<pn mln°= 0,

puis, en dérivant par rapport à v,
—4abfi+2b(logb)0l + fp[ m°'+ ... + <p'n m°J + <px m]1 + ... + cpnm\l=0.

Par suite, en tenant compte des relations (5) et (6), on obtient
An <Pi + ^129^2 + • • • + AXnip„ + A2X 9?[ + A22<p' + ...A2n <p'n— 0.

Sx les fonctions <plt<p3,...,<pn vérifient cette relation, les valeurs 
de A, fi tirées de équations (6) et (5) vérifient les équations (1) et par 
conséquent le point J existe. D’une manière précise, il existe une in-
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finite de points J sur la droite UV tels que l’espace J1 J.Jn contienne 
le point À.

On peut évidemment choisir arbitrairement les n— 1 fonctions 
<Pi » cp2 > • • • <Pn-i et la fonction cpn est déterminée aune constante arbi­
traire près.

3. Soit, sur la droite JJX, un point J' engendrant un réseau con­
jugué à la congruence (JJJ. Si J[>J2,--- sont les transformés succes­
sifs de Laplace de J' dans le sens des v, on peut, d’après le théorème 
précédent, choisir J' de manière que le point A appartienne à l’espace 
à n—2 dimensions J[>J'2---J'n i.

Soient de même J" un point de la droite J' J[ engendrant un ré­
seau conjugué à la congruence [J'J\) et y"/",... ses transformés suc­
cessifs de Laplace dans le sens des v. On peut choisir J de manière 
que le point A appartienne à l’espace à n—3 dimensions J”J'2—J"n_2 . 
Et ainsi de suite. En désignant par /<9 un point de la droite 
engendrant un réseau conjugué à la congruence _/i<I-1)) et
par .... ses transformés succesifs de Laplace dans le sens des
v, on peut choisir ce point de telle sorte que l’espace à n—i— 1 di­
mensions J'p y<‘> ...y<0 contienne le point A.

Finalement, le point A appartiendra à une droite J[n~2) J(2n~ 2)> les 
points J["~2),J2n~2) étant consécutifs dans une suite de Laplace.

Cela étant, supposons que le point A, qui dépend de u, V, décrive 
un réseau conjugué (u, v). Ce réseau est conjugué à la congruence 
{J[n~2)j:r2)) et *e transformé de Laplace B de A dans le sens des u 
appartient à la droite yin~2) J\n~2). Mais alors, le point B appartient au 
plan y("-3> y,"-3)y(2n_3), à l’espace à trois dimensions y*"-4)y[n'4>y^n_4) 
Jf 4> ,..., à l’espace à n — 2 dimensions Jn_2J'n-3”‘J\J ^ l’espace à 
il—f dimensions Jn-\ Jn-2. ■ ■ Ji J et finalement à l’espace à n dimen­
sions (Jn-l Un-2 •. • U1UV.

Nous dirons que le point A décrit un réseau conjugué à la con­
gruence ( UU1... Un) engendrée par l’espace U U1... Un lorsque u,v va­
rient et l’on voit que la suite de Laplace déterminée par les points A 
et B est inscrite dans le polyèdre à faces à n dimensions associé à la 
suite L.

4. Le théorème que nous venons d’établir entraîne les propriétés
suivantes: Nous désignerons maintenant par J', J",..., y(n> // points 
de la droite UV engendrant des réseaux conjugués à la congruence [UV). 
Les transformés succesifs de Laplace de JU) dans le sens des v seront 
dénotés J[l)>J2\ •.., dans le sens des v par ■ • •

Supposons en premier lieu n pair : n = 2v, et que le point A est 
situé dans l’espace t/v 6’v-i... UVV1 V2... Vv-i, décrive un réseau con­
jugué à la congruence engendrée par cet espace. Le point A est l’in­
tersection des espaces y; ...j'. ... j" ...y_"v+1 ...y(vn) • • Jfn> ...y_ni+i

et est ainsi complètement déterminé.
Le point B, transformé de Laplace de A dans le sens de u, ap­
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partient à l’espace f/v-i t/v-2 . UV... Kv et est l’intersection des espaces
• • • J • • •j-v’j'z-i • **y • • *y_v*••• >Jv-i•• *y<n)«• -yLV •

On en conclut que la droite ,45 est l’intersection des espaces 
yv y _vv ..... y. On peut encore

dire qu’il existe sur f/K une infinité de points J tels que les espaces 
yv...y...y_v passent par >15. Pour v — 1, n = 2, on voit que les con­
gruences (AB), (UV) sont stratifiables dans un sens et on retrouve, dans 
le cas r — 3, un théorème de Fubini [2], (voir aussi [3] — [5]).

Lorsque n est impair: « — 2v+l, si l’on suppose que le point A 
appartient à l’espace f/v... UV... Vv et décrit un réseau conjugué à la 
congruence engendrée par cet espace, on voit qu’il est l’intersection 
des espaces ]\ /_v , J\ ... J" ... J’_w,..., y<»>... /»> .. . y<*> et
est ainsi complètement déterminé.

5. Posons y^ U—/ai V, où p}° +2ôÀl — 0, +20/4. = 0.
Plongeons l’espace Sr dans un espace projectif Sr+„ à /•+« di­

mensions. Définissons dans cet espace un point U' dont les r+1 pre­
mières coordonnées sont celles de U et les n dernières ^ ,/uit.. ■, jun , 
puis un point V dont les r+l premières coordonnées sont celles de 
V et les n dernières Ait X2• Les points U’,V sont consécutifs 
dans une suite de Laplace L’. Dans l’espace Sr+m l’espace Sr fait partie 
de la figure de référence, on l’obtient eh annulant les n dernières co­
ordonnées ponctuelles. On voit tout de suite que la suite L est la 
projection, à partir de l’espace Sn-1, de la suite U sur Sr ■ Mais de 
plus, on peut obtenir les points de la suite de Laplace contenant A 
et B en prenant les intersections de Sr avec les espaces à n dimen­
sions déterminés par n+ 1 points consécutifs de la suite L'. Nous nous 
bornerons à cette simple indication d’un procédé qui peut être utile dans 
l’étude des suites de Laplace inscrites dans un polyèdre de Laplace.
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O P5I/fAX JIArUIACA BIlMCAHHblX B MHOrOTPAHHHK JIAIUIACA
(Pe3K>Me)

H3yaaiOTCH panu Jlaruiaca, to^kh KOTopwx npnHa«jie>KaT npocTpaHCTBaM onpefle- 
JineMbiM nocjieaoBaiejibHbiMH TowaMH ÆaHHoro pana Jlaruiaca.

ASUPRA SIRURILOR LUI LAPLACE ÎNSCRISE ÎNTR-UN POLIEDRU
AL LUI LAPLACE

(R e z u m a t)
Se face studiul çirurilor lui Laplace ale càror puncte apaqin spa{iilor determinate 

de n puncte consecutive ale unui çir al lui Laplace dat.


