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INVOLUTIONS CYCLIQUES DE GENEES 
UN APPARTENANT À UNE 

SURFACE ALGÉBRIQUE

par LUCIEN GODEAUX

On sait que si l’on a une correspondance (l,n) entre deux sur
faces algébriques &, F, à une courbe canonique de <P correspond 
sur F une courbe qui, ajoutée à la courbe unie de la correspondan
ce, donne une courbe canonique de F. Il pourrait sembler à priori 
que si la courbe unie sur F se réduit à un nombre fini de points 
et si la surface F contient des courbes canoniques appartenant à 
l’involution, la surface contient nécessairement, des courbes cano- 
ques. Il n’en est cependant rien et nous avons pu construire des 
surfaces 0 dépourvues de courbes canoniques, ou dont les courbes 
canoniques sont d’ordre zéro, représentant des involutions (cycliques) 
appartenant à des surfaces F dont le genre géométrique est supé
rieur à l’unité (1).

Dans cette note, nous considérons une surface F de genre géo
métrique pg > 1 , contenant une involution cyclique n’ayant qu’un 
nombre fini de points unis, dont l’image soit une surface <P de gen
res un (pa = P4 = 1). Ces points unis sont par hypothèse des points (*)

(*) Sur une involution rationnelle douée de trois points de coïncidence appartenant 
à une surface de genre trois (Bull. Acail. de Belgique, 1921, pp. 653-665, 694-702); 
Sur l’existence d’involutions rationnelles n’ayant qu’un nombre fini de points unis, ap
partenant à une surface algébrique (Bull. So. Math., 1933, pp. 7-14); Les surfaces 
algébriques non rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis (Actualités 
Soient., Paris, Hermann, 1944, 33 p.); Construction d’une surface du cinquième ordre, 
de genres zéro et de bigenre un (Bull. Acad, de Belgique, 1947, pp. 492-501); Sur 
quelques involutions appartenant à la surface de Humbert généralisée (Idem, 1936, 
pp. 240-251, 438-146); Sur les involutions de genres un appartenant à une surface al
gébrique (Idem., 1938, pp. 583-592, 1939, pp. 308-313).
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de première espèce, c’est-à-dire des points dans le domaine du premier 
ordre desquels 1’involution se réduit à l’identité, et des points unis 
de seconde espèce sans influence sur la formation des courbes ca
noniques de la surface . Nous établissons le théorème suivant :

Si une surface Y, de genre géométrique supérieur à V unité, con
tient une involution cyclique d'ordre premier impair p , ayant pour 
image une surface dp de genres un (à conrbe canonique d'ordre zéro), 
cette involution n'ayant qu’un nombre fini de points unis de premier 
espèce et de points unis de seconde < spèce symétriques (sans autres 
points unis), il existe sur F une courbe canonique décomposée en p — 2 
courbes appartenant à P involution. Ces courbes passent par les points 
unis de première espèce et ne se rencontrent pas deux à deux en de
hors de ces points ; il correspond à chacune d'elles, sur la surface <P, 
une courbe exceptionnelle de première espece.

Nous terminons en traitant un exemple, où la surface F a le 
genre pg = 3 et nous montrons que l’on peut prendre pour modèle 
projectif de la surface <P un plan double clie l’on vérifie facilement 
être de genres un.

Nous supposerons connues nos recherches sur les involutions 
cycliques appartenant à une surface algébrique (2).

1. — Soit F une surface algébrique de genre géométrique ,
contenant une involution cyclique I, d’ordre premier impair p, 
n’ayant qu’un nombre fini de points unis. Désignons par <P une 
surface image de cette involution.

Nous nous placerons dans les hypothèses suivantes :
]°) La surface F contient une conrbe canonique effective, 

d’ordre supérieur à O si pg = 1 ;
2°) La surface <P est de genres un : p„ = P4 = 1 (à courbe 

canonique d’ordre zéro);
3) Le points unis de 1’involution sont soit des points unis 

de première espèce, soit des points unis de seconde espèce symé
triques. Nous allons préciser cette dernière hypothèse.

Construisons sur F un système linéaire | C | transformé en 
lui-même par la transformation birationnelle T de F en soi généra
trice de 1’involution et contenant p systèmes linéaires partiels

(2) t.es involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (Actualités 
soient., Paris, Hermann, 1935, 43 p.); Sur le calcul des invariants d’une surface mul
tiple ayant un nombre fini de points de diramation (Bull. Acad. Belgique, 1950, 
pp. 170-179).
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| G0 | , | 6', | , . . . , | Cp-\ | appartenant à Pinvolution, dout le pre
mier | C0 | soit dépourvu de points-base.

Si 0 est un point uni de première espèce de I. les courbes C0 
passant par O y acquièrent un point multiple d’ordre p à tangentes 
variables. Dans le faisceau des tangentes à F en O , T détermine 
l’identité, c’est-à-dire que tous les points de F infiniment voisins de 
O sont unis pour P involution.

Si O est un point uni de seconde espèce symétrique, de I, les 
courbes 6’0 passant per O y acquièrent un point double à tangentes 
fixes et dans le faisceau des tangentes à f’ en O , T détermine une 
involution d’ordre p ayant ces tangentes comme droites unies.

Prenons pour modèle projectif de 0 une surface normale dont 
les sections byperplanes /’„ correspondent aux courbes C0. Soit O' 
le point de diramatiou de 0 homologue d’un point uni 0 de P in
volution. Si 0 est uni de première espèce, le point O' est multiple 
d’ordre p pour la surface <P et le cône tangent en ce point à cette 
surface est rationnel. Si O est au contraire un point uni de seconde 
espèce symétrique, le point O' est double biplanaire pour la surface
0 et à ce point font suite — (p — 3) points doubles biplanaires de
(P dont le dernier est ordinaire .

2. — Désignons par | L | le système canonique de F. La sur
face <P possède une courbe canonique d’ordre zéro; il doit donc exi
ster sur F, dans | L | , une courbe canonique L0 , transformée en 
elle-même par T, à laquelle correspond sur <P une courbe exception
nelle (de première espèce), eventuellement dégénérée.

Nous supposerons que la courbe L0 est décomposée en Ç cour
bes Lor, //02,. .., Loi transformés chacune en soi par T et nous 
désignerons par An,A02,---, les courbes exceptionnelles corre
spondantes sur <P. Nous désignerons par r, , v2,.. •, vç les nombres 
dei points de rencontre de ces courbes avec les courbes ro, c’est- 
à-dire, si l’on se réfère au modèle projectif de 0 dont il vient d’ê
tre question, les ordres des courbes /l0i, Ao2, • • •, Aoç •

La courbe canonique L0 doit passer p — 2 fois par un poiut 
uni de première espèce de 1, mais 11e passe pas par un point uni de 
seconde espèce symétrique. Désignons par h le nombre des points 
unis de première espèce de 1’involution et par 0t , 02 ,..., Ok ces 
points. Soit a.ih la multiplicité du poiut Oh pour la courbe Lüi, ho
mologue de A0i. Nous avons donc

«1 h -r «2h “T • • • «ffc — P 2 , (h = 1 , 2 ,..., le).
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3. — Considérons, sur la surface <P, la système

I I — I ~r vi A01 -f- v2 A02 + • • • + v{ 40f \ .

Les courbes ro ne rencontrent plus les courbes exceptionnelles 
A0i, A02,..., A0ç, qui sont de degré — I . Si nous rapportons projec- 
tivement les courbes ra aux byperplans d’un espace linéaire ayant 
la même dimension que | rü \ , à la surface 0 correspond biration- 
nellement une surface <P, dépourvue de courbes exceptionnelles. 
Nous désignerons par AifA2,...,A( les points simples de <P qui 
correspondent aux courbes exceptionnelles Atii, Au2,..., A0ç (qui ne 
se rencontrent pas en des points simples de <P). Aux courbes jT0 
correspondent sur <P des sections hyperplanes ayant les multiplici
tés v, , v2 ,. .., Vç aux points A, , A 2 ,.. ., A f .

Soient n le degré et n le genre des courbes ro. Le système 
| ro | a le degré

I 2 | 2 | I 2n = n -f Vl + v2 + . . . -f v(}

le genre

71 — 71 4- (”, — i) 4 ~y~ v2 (v„ — 1) 4-... 4- -i- (vf — î )

et par conséquènt la dimension n.
On doit avoir

n = 2 n — 2,
c’est à-dire

n = 2 n — 2 2 vi.

On peut d’ailleurs obtenir cette relation de la manière suivan
te: Sur F, le sistème | C0 | et par conséquent le système | C | ont 
le degré p n et le genre p (jz — 1) 1 ; les courbes C recontrent la
courbe L0 en p 2 v; points et ou a donc

p n — p (2 7t — 2) — p 2 Vi,

d’où, en divisant par p , la relation précédéute.
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4. — Ije système | r0 | est son propre adjoint, par conséquent 
les homologues sur <P des adjoints successifs à | F0 | sur $ appar
tiennent à | r0 | . Or, ces adjoints sont

n + A01 + A02 4~ • • • 4* ^OC >

-T0 -)- 2 (A0i + A02 + • • • + A^) ,

i~o 4" ^ Moi 4- ^02 4- • • • 4- -^ot) i • • •

Les courbes de l’homologue sur <P du premier de ces systèmes 
passent v, — 1 fois par At , v2 — t fois par Az ,..., vç — 1 fois par 
A( ; celles de l’homologue du second système passent vl — 2 fois par 
A, , v2 — 2 fois par A2 ,..., v( — 2 fois par A^ ,... Puisque les 
courbes Am , A02,. .., A0ç sont exceptionnelles de première espèce, 
il doit exister un entier positif l tel que les courbes du système

| 10 4“ ^ Moi 4“ AU2 4- • • • 4- A0ç) I

aient pour homologues sur <P des courbes ne passant plus par les 
points At , A2 ,..., A;;. Ce système doit coïncider avec | ro | et par 
conséquent, on a

I = r, = v2 = . . . — v} = v .

Ainsi donc, sur la surface 0 , les courbes A0i, Aoi, • • •, -do: 
ont le même ordre v et ou a

f v = n — 2 n —f- 2.

5. — Soit 0\ le point de diramation homologue du point Ot . 
Il est équivalent à une courbe rationnelle o, de degré-p. Cette cour
be est rencontrée respectivement en an , a2i,. .., points par les 
courbes A01, A02A0( . Par conséquent, les courbes du système

I °i I = I °i + ®u A01 4“ a2i Aq2 + • • • 4- «il ^o{ I

ne rencontrent plus les courbes A01 , Aü2, • • •, A.
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Sur lu surface <P , le système | o, | a le degré 

— p +20.* (i = 1 , 2, . .. ,C)

et le genre

I-0 + ~Y~ 2 a„ (a,! — 1 ) = —- [2 — p -r

Si le système | <q | se réduit à une seule courbe, celle-ci est 
rationnelle et de degré — 2 ; on a donc

2 a a = p — 2

et comme on a également

2 «n = p — 2 ,

2 «n (a,! — 1) = 0 ,

-- $21 == • • • === 1 •

on en déduit 

d’où

Si au contraire le système | o, | est infini, il doit nécessaire
ment correspondre à l’un des systèmes

°i 4" +i ~r ^02 • • • 4" ,

°i "4 ^ Moi 4- -^02 4- • • • 4- y*o{) i 

°t + A. {Aul -j- /iü2 4-... 4- A^) t • ■ • f

et on a
an = a2i = . . . = ocfi = oq .

On a par suite
C «1 =P — 2 .

Observons que le premier cas rentre dans celui-ci pour «, = 1. 
Le même raisonnement peut être repris pour les courbes o2, 

o3,... ,ok respectivement équivalentes aux points de diramation
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O2 f O3,.. • Ofe de <P homologues des points unis 02,03 ,..., O* de 
P involution Z sur Z1. On a donc

d’où

«1h — aih — • • • — «Ch — «h > 

£ «h = P — 2 ,

«J = a2 = ... = a* = a ,

£ a — p — 2 .

6. — Supposons le système | o, | infini ; il a le genre et la 
dimension égaux à

_i_(£ a*-ji + 2)= l)(p-‘2).

Il lui correspond sur F un système linéaire de même dimension 
appartenant à 1’involution Z et comprenant la courbe a L0 augmen
tée d’un certain nombre de fois le domaine du point Ot .

Projetons F du point sur un hyperplan de l’espace ambiant; 
nous obtenons une surface F' sur laquelle au domaine du point O, 
correspond une droite, exceptionnelle de première espèce, at. Le sy
stème linéaire qui correspond à | a, | sur F' comprend la courbe 
a L0 augmentée d’un certain nombre de fois la droite exceptionnelle 
at . Ce système appartient au système a — canonique de F' et 
sur <P, le système | cq | devrait appartenir au système a-canouique 
de cette surface. Or, ce système doit se réduire à une courbe iso
lée, formée de courbes exceptionnelles de première espèce. On en 
conclut que le système | o, | doit avoir la dimension zéro, c’est-à-dire 
que l’on a

(a — l)(j) — 2) = 0 ,
ou encore a = 1 .

On en conclut £ — p — 2 et par conséquent, la surface F doit 
contenir une courbe canonique formée de p — 2 courbes passant 
simplement par les points unis de première espèce de 1’involution 
et ne se rencontrant pas deux à deux en dehors de ces points nuis. 
Chaque de ces courbes appartient à 1’involution et a pour image 
sur <Z> une courbe exceptionnelle de première espèce.

7. — Supposons que 1’involution Z possède le points unis de 
première espèce et h points unis de seconde espèce symétriques.
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Chaque point de diramation de la surface 0 est éq liai valent, 
pour les k premiers points, à une courbe rationnelle de degré-p, 
pour les h derniers, à un ensemble de p — 1 courbes rationnelles 
de degré-2 . Ces différentes courbes sont linéairement indépendantes. 
Il en résulte que le nombre-base de la surface 0 est au moins égal 
à 1 -j- k -f- h (p — 1). Comme le nombre-base d’une surface de gen
res un est au plus égal à 20, on a

k + h{p— 1)^19

ETUDE D’UN EXEMPLE

8. — Considérons, dans un espace linéaire SR à six dimension, 
la surface F d’équations

rP'i (2T„ , X%2 , X31) -f- n X n X12 -)- b X33 X23 — 0

où qp3 est une forme cubique.
Les six premières équations représentent un cône F3 de som

met O, du quatrième ordre, dont les sections hyperplanes sont des 
surfaces de Veronese et la dernière équation, une hypersurface F®.

La surface F est transformée en elle-même par l’homographie T 
de période cinq

où e est une racine primitive cinquième de l’unité.
L’homographie T engendre sur F une involution I d’ordre cinq 

présentant les éléments unis suivants:
1) Les points 0U (0,1,0,0,0,0,0), 033 (0,0,0,1 , 0,0,0)
2) Les points de rencontre 0t, 02,03 du plan

avec la surface, points situés également dans le plan X31 = 0 .
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9. — Commençons par étudier la structure des points unis de 
1’ involution.

Considérons en premier lieu le point 0H . Le plan tangent à 
la surface F en ce point a pour équations

-^22 ~ 33 ~ -^23 = ^12 = ®

et dans ce plan, l'homographie T détermine l’bomograpliie 

X'o : X'ni X3i = e2 A0 : Xn : s2 A31 ,

c’est-à-dire une homologie de centre 0U . Le point 0,, est donc un 
point uni de première espèce pour 1’involution 7.

Le plan tangent au point 033 à F a pour équations

Au - Xj2 = AT,2 = Aj3 = 0

et dans ce plan, T détermine également une homologie de centre 033,

Xô : ^33 : JTii = «* JT0 = e< A33 : e2 A31 .

Le point 033 est également un point uni de première espèce 
pour 1’involution J.

Les points unis 0,,02, ü3 sont évidemment de même nature et 
il suffit d’étudier l’un d’eux. Nous supposerons, ce qui n’est pas 
une restriction, que le terme en X\2 manque dans <p3(X0 , XÎS , X3l). 
Dans ces conditions, un des points considérés coïncide avec 032 
(0,0,1,0,0,0,0).

Le plan tangent à F en ce point a pour équations

A0 — A’31 — Xlt — X33 — 0 

et dans ce plan, T détermine l’homograhie

X22 • X23 : X12 = e~ A JJ • e3 A23 : e A’12 ,
c’est-à-dire

X'22 : X33 : A12 — A'22 • * Ajj : é A 12 ■

Il en résulte que lé point 02S, c’est-à dire les poiuts 0, , 02,03 
sont des points unis de seconde espèce symétriques.

Ainsi donc, (’involution I possède deux points unis de première 
espèce et trois points unis de seconde espèce symétriques.
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10. — La surface F est ce que nous avons appelé une surface 
de Humbert généralisée. Elle est régulière, son système canonr 
que | L | est formé des courbes découpées par les cônes du second 
ordre projetant du sommet 0 du cône V* les coniques d’une sur
face de Veronese section byperplane de ce dqynier cône. Les cour
bes L ont le genre 4 et on a donc pour F,

Va = /’fl = 3 , pli) = 4 .

Les sections hyperplanes de F sont les courbes bicauoniques de 
la surface, donc P2 — 7 .

Il existe trois courbes canoniques transformées en elles mêmes 
par T, à savoir:

La courbe L0 , d’équations

^22 — ^12 - A 23 — 0 , A, j A33 X 31 — 0 , 

f3 (*0 ’ ® : -^3i) == d 5

Le courbe Li , d’équations

A,, = A'j2 = A’3( = 0 , A gg A 33 — X23 = 0 ,

I3 (Aq > A22 ’ d) = 0 J

La courbe L3, d’équations

A 33 = A-31 — A 23 = 0 , Al’, j A 22 A 12 = 0 ,

9°3 (Aq J -^22 ? d) — ü .

Seule, la première de ces courbes passe p — 2 = 3 fois par les 
points unis de première espèce 0U, 033. Elle se décompose d’ailleurs 
en trois coniques L0l, L02, L03 , transformées chacune en elle-même 
par T. Sur la surface F, la courbe L0 correspond à l’ensemble des 
courbes exceptionnelles de première espèce de l’image <P de 1’in
volution I.

11. — Nous allons construire directement un modèle projectif 
de la surface tP, image de 1’involution I.
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Dans ce but, considérons le système d’hiperplans

(1)

unis pour l’homograpliie T. Ces liyperplans passent par les points 
unis <)H , 033 , sans y toucher la surface F et découpent donc sur 
celle ci un système linéaire de degré effectif dix, appartenant à 1’in
volution 1.

En rapportant projectivement le hyperplans (1) aux droites d’un 
plan, nous obtenons, comme modèle projectif de la surface 0 un 
plan double dont la courbe de diramation a pour équation

[<p3 (X0 , X22 , X3l)]* -4 a b Xa2 XSi = 0 .

Désignons cette courbe par D. Cette courbe est du sixième or
dre et possède comme seules singularités trois tacnodes aux points 
de rencontre de cp3 = 0 avec la droite X3l = 0 . Ces singularités 
n’ influent pas sur les genres d’un plan double, donc celui-ci est 
bien de genres un (pa = P4 = 1).

Aux trois coniques L0i , L02, L03 de F, c’est-à-dire aux trois 
courbes exceptionnelles Aot , .fo2 , A03 de 0 , correspondent sur le 
plan double les points

X j2 — 0 , ç>3 (Xq , 0 , X31) — 0 .

A l’ensemble des points unis 0tl, 033 correspond sur le plan 
double la droite double X22 — 0 .

Aux points unis 01? 02,03 correspondent les points de rencontre 
de la courbe <p3 = 0 et de la droite X'31 = 0 . Nous avons vu que 
ces points sont des tacnodes pour la courbe J); ce sont des tacno
des particuliers en ce sens que chacun d’eux est constitué par un 
point double auquel est infiniment voisin un point double de re
broussement ordinaire. Un tel point est équivalent à un point double 
biplanaire auquel est infiniment voisin un point double biplanaire 
ordinaire pour la surface 0.

Le nombre-base de 0 est g = 18 •


