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Sur certaines courbes tracées sur une surface multiple

par LuciEn GODEAUX
Membre de la Société

RESUME. Détermination de certaines courbes tracées sur une surface
multiple cyclique d’ordre premier impair, passant simplement par un point
de diramation.

Dans deux notes récentes (1), nous nous sommes occupé des
courbes tracées sur une surface algébrique multiple cyclique d’ordre
premier impair, n’ayant qu'un nombre fini de points de diramation.
Soit @ une telle surface, représentant une involution cyclique
d’ordre p appartenant a une surface algébrique F. Il existe en
général p — 1 systémes linéaires lFl , |I’2 s I‘pﬁll de courbes
de méme ordre que la surface @, tracés sur cette surface et dont
les courbes passent par les points de diramation. En un point
de diramation, le coéne tangent a la surface ® se décompose en
général en quatre cones rationnels (a,), (7,), (75), (0p). Parmi les
systemes |T'y|, Ty, ..., |T,_|, on sait qu'il en existe un dont les
courbes passent simplement par le point de diramation, la tangente
en ce point appartenant au cdne (s,) et un autre systéme de com-
portement analogue, ou le cone (c,) est remplacé par (gg). Dans
cette note, nous montrons qu'il existe un troisiéme systéme dont
les courbes passent simplement par le point de diramation, la
tangente en ce point appartenant au cbéne (r1,), et naturellement
un systéme analogue oti le cone (7,) est remplacé par le cone ().

Nous renvoyons, pour les propriétés que nous utilisons ici,
a nos travaux sur les involutions cycliques appartenant 3 une
surface algébrique (2).

>

(1) Sur les courbes tracées sur une surface multiple (Bulletin de 1’Acad.
roy. de Belgique, 1955, pp. 449-425, 531-539).

(3) Les involutions cycliques appartenant & une suvface algébrique (Actua-
lités scient., No 270; Paris, Hermann, 1935); Mémoive sur les surfaces mul-
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1. — Soit F une surface algébrique contenant une involu-
tion I, cyclique, d’ordre premier p impair, ne possédant quun
nombre fini de points unis. Désignons par T la transformation
birationnelle de F en soi, génératrice de 'involution I. Nous avons
montré que l'on peut construire, sur F, un systeme linéaire com-
plet iCl, dépourvu de points-base, transformé en soi par T, con-
tenant p systémes linéaires partiels \COI, fCl‘, R |Cp#1\ appar-
tenant 4 linvolution I, le premier dépourvu de points-base, les
autres ayant comme points-base les points unis de I'involution.
On peut de plus supposer que la dimension de lCO! soit aussi
grande quon le veut. En rapportant projectivement les courbes
C, aux hyperplans d’un espace linéaire ayant la méme dimension
que tCOi, on obtient une surface ®, normale, image de I'involu-
tion I. Nous désignerons par I'y, T';, Ty, ..., T',_; les courbes qui
correspondent sur @ respectivement aux courbes C,, C, G, ooty
C,_1. Les courbes I'y sont les sections hyperplanes de la surface @.

Soient A un point uni de I, o, 8 les entiers qui lui sont attachés
et A’ le point de diramation qui lui correspond sur ®. On sait
que off — 1 est multiple de p et nous poserons

p=aut+b="0p+a (b <a, a <B).

Nous avons déterminé la structure du point uni A. Dans le
cas le plus général, il existe une premiere suite de points unis
(1, o), (% 2), ..., (¢, « — 1), infiniment voisines successifs de A et
une seconde suite de points unis, (3, 1), B, 2), .-+, B, g—1
-~ infiniment voisins successifs de A, les points (a, 1) et (8, 1) étant
distincts. De plus, il existe une suite de points unis (e, B, 1), - .o,
- P, infiniment voisins successifs de (,0,), une suite de points unis,

tiples (Mémoires in-8° de I'Acad. roy. de Belgique, 1952, pp. 1-80); Les
singularités des poinis de divamation isolés des surfaces multiples. Deuxieme
colloque de géométrie algébrique du C.B.R.M., tenu a Licge en 1952 (Liege,
Thone et Paris, Masson, 1952); Rechevches sur les poinis de divamation de
troisiéme catégovie d'une surface multiple. (Bull. de I'’Acad. roy. de Belgique,
1953, pp. 1013-1023, 1087-1093; 1954, pp. 81-86, 200-208, 355-370); Sulle
involuzioni cicliche appavienswti ad una superficic algebrica. (En cours de
publication dans les Rendiconti del Seminario Matematico dell’Uni-
versita di Milano).
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B, 0 1), ..., P, infiniment voisins successifs de (B, B,), et d’au-
tres suites de points unis sur lesquelles il est inutile de s’arréter ici.

Les courbes C, passant par A acquiérent une certaine multi-
plicité en A et passent par les points mentionnés ci-dessus; elles
passent a fois par le point («, « — 1), b’ fois par le point (B, B — 1),
m fois par P, et » fois par Pg.

Le point A’ est multiple d’ordre a + m -+ n -+ b’ pour ® et
le cone tangent & cette surface en ce point se décompose en quatre
cones respectivement d’ordres a, m, n, b’.

Projetons @ de A’ sur un hyperplan de l'espace ambiant.
Nous obtencns une surface @, sur laquelle, au domaine du point A,
correspondent :

une courbe rationnelle o, d'ordre a et de degré virtuel
— (a4 1),

une courbe rationnelle 7, d’ordre m, de degré virtuel — (m-12),
rencontrant ¢, en un point A’ ’

une courbe rationnelle 1, d’'ordre #, de degré virtuel — (n-2),
rencontrant t, en un point A’

une courbe rationnelle gy, d’ordre b’, de degré virtuel — (0'-+1),
rencontrant 7, en un point A’y

Les courbes o, 7, 75, o5 correspondent respectivement aux
domaines des points (a, « — 1), P, Py, (B, p—1). Elles n’ont en
commun aucun point en dehors des trois points A’,, A’}, A’

Les points A’,, A"y, A’y peuvent étre simples ou doubles pour
la surface @,. Nous supposerons que A’ est équivalent & « courbes
rationnelles de degré virtuel — 2,
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dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres.

2. — Une courbe I'; passe par les points de diramation de @
et nous avons montré qu’elle satisfait & une relation fonction-
nelle de la forme

Py =pT; + Ei5, + 010"y b 00’y + Elimg + mypr b
+ e 4 Earg 0 4+ e+ Ea0p + A, (1)
ott les £, v sont des entiers positifs et A un terme qui provient des
points de diramation de la surface ® distincts de A’

Parmi les systémes ]Clt, fCZ, R [Cl_f,l, il en existe un,
’Ca[, dont les courbes passent simplement par les points A, (a, 1),

.o, (o, @ — 1) et un autre, Cy|, dont les courbes passent simple-

ment par A, (8, 1), ..., (8, 8 —1). Les courbes I', rencontrent en
un point la courbe o, et les courbes Iy en un point la courbe op.

Dans un travail antérieur (%), nous avons déterminé les nom-
bres £ et u relatifs aux courbes I',. Nous avons précisément
Er=[t+Nn{(uw+1)m+ 1Y+ (u+ Dm + n) + 1IN

+ [+ D { + Dm 4 1} + w1707,
1y = [t -+ Dnwn -+ 1) -+ wm + n) + 1N 4
(¢ -+ Dwm + 1) +u)d', ...,

Wi = [+ Unf(i + Dm + 1} + (6 + D + n) + 1IN

4+ [+ D{E+Dm+ 1} +7 4+ 170, ...,
= [t + Dnim + 1) +m +n + 1N = [+ Dm 4 1) 4115,
Eo=1[¢t+ DOn+ 1IN+ ¢+ 18,
N = (tn + DN + 0", ...,
Ny = [(¢ + D)n 4+ 1IN + (£ -+ 1)d', ...,
= [(TL + 1>N + 0,

(Y Sur Povdre d’ume involution cyclique... (loc. cit).
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Ey=N, g/ =0b +1, ..., q''\ =+ +1, ..
n/,v:b/'—i—-i, £2:1’

b

moyennant

Ne=b@-+1) +1.

Fn exprimant que les courbes I, rencontrent o
c’est-a-dire que T'on a

p=(a+1E—mn',

, e un point,

nous avions trouvé
p=[(t + Dmn + m + #]MN + [(¢ + 1)m -+ 1]Mb’
+ [+ Dn + 1N + (¢ + Dab,

moyennant

M=alu-+1)+1.°

On trouverait aisément les valeurs des &, » correspondant
aux courbes T

3. — Nous allons maintenant rechercher les valeurs des &, 7
qui correspondent & des courbes I', rencontrant 7, en un point,
mais ne rencontrant pas les autres courbes du domaine du point A’.

Nous allons successivement prendre les intersections des
courbes des deux membres de la relation fonctionnelle (1) avec
les courbes o, @', ..., 5, En prenant les intersections avec
g, on obtient

et ainsi de suite. Pour les quantités o'',_;, ..., 7y &'y, on trou-
vera les mémes valeurs que dans le cas de T',, mais multipliées
par £, En particulier, on aura

7, = (tn + H)NE, + th'E,,
Eo=[(t+1n +1INE + ¢+ 1)b°g, .

En prenant successivement les intersections avec o, @'y, ...,

', on aura

u?r
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A= (@D EL = Qe+ DL, =G+ 1.8
7', = (ua + 1) &, g,/ = ME,.
I intersection avec =, donnera

P4y — (m+2) g4+ =0 (2)

Il

Posons
N’ = uN + ?,
d’oit
£y =[(t+ )N+ N] &,
Les deux valeurs de £’; doivent étre égales, donc on a
ME, = [t + DN+ N] &,
ce qui conduit a poser v
B, = K[t - )N+ NJ, & =EkM.
Fn portant ces valeurs dans la relation (2), on trouve p = kp,
d’ott =1 et
L=+ YN + N, =M.

On obtient ainsi les valeurs des & et v qui correspondent aux
courbes I',.

4. — Considérons les courbes C, qui correspondent sur I
aux courbes I', et cherchons & déterminer leur comportement
au point A.

Dans nos recherches antérieures, nous avons considéré des
courbes C{”, courbes C, particuli¢res correspondant a la solution

A, = bl 4 2) —a, U =M+ a
des congruences
A+ ap =0, w4 Ba=0, (mod. 2).

Ces courbes passent A, + u,, fois par A, M+ a fois par les
points («, 1), ..., (¢, 6,—1), a + ¢ 4 1 fois par (a, 0,), a fois
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par (%, 0, + 1), ..., (@, «—1), ..., une fois par P,. Les courbes
C, ne passent pas par les points («, 0, 4+ 1), ..., (¢, «a—1) et
passent une fois par P,. On en conclut que les coubres C, passent
M fois par les points A, («, 1), ..., («, 6,—1), T+ 1 fois par
(e, 9,), ..., une fois par P,.

Rappelons que 6, et { sont définis par la relation

o1 — bl —1) =M+ (<M.

Une courbe C, et une courbe C, se rencontrent, en dehors
de A, suivant les groupes de linvolution I, par conséquent, le
nombre des intersections de ces deux courbes absorbés en A est
multiple de p. Considérons par exemple pour courbe C, une
courbe C,™*Y, qui correspond aux solutions A = b, u = a. Ces
courbes passent a -+ b fois par A, a fois par les points («, 1), ...,
(o, o« 4 1), mais ne passent plus par P, ni par («, 0, 1). Le nombre
des points d’intersection de C,, C,”" ! absorbés en A est

M@+ B) 4 al(d — OM + L+ 1] = 4.

On obtient des résultats analogues en considérant les courbes

¢, ¢, ..., C™. Les calculs sont un peu plus compliqués.
5. — Reprenons les expressions fonctionnelles donnant I, et
I',. On a

?(M - 1) 0o == pMFoc - prx
+p w4 1o, + e’y + ..+ o]+ AL

En retournant A la surface T, cela signifie que les courbes
MC,, (M — 1)C, + C, appartiennent 4 un méme systéme linéaire
(incomplet) :

IMC,| = | (M — )¢, + €, .

Ce systéme linéaire est composé au moyen de l'involution I.
Sa courbe générale a le méme comportement en A que les courbes
C,. Celles de ses courbes assujetties & passer par un point infini-
ment voisin de («, 0) distinct de («, 0, 1), sont les courbes MC,.

Considérons le systéme linéaire complet |MC|. Il est trans-
formé en soi par T et contient p systémes linéaires partiels appar-
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tenant a l'involution I. L'un (MC)OI est dépourvu de points-base.
Les autres, |(MC),[, [(MC),|, ..., [(Mc)p~11 ont pour point-base
les points unis de I. Chacun de ces systémes a le méme comporte-
ment en A qu'un des systémes [Cl(, (O P {CP#I[. Fin parti-
culier, il y a un de ces derniers systémes dont les courbes ot le
méme comportement en A que les courbes (M —1)C, 4~ C, et
Pexistence du systéme ICx| est ainsi prouvée.

Le systéme |T,|, dont nous avions admis I'existence, existe
donc. On voit donc que, parmi les systemes [Ty | f IR P f].’p‘l .
il y en a un dont les courbes rencontrent ¢, en ua point, un dont
les courbes rencontrent t, en un point, un dont les courbes ren-
contrent 7y en un point, enfin un dont les courbes rencontrent o,
en un point, les courbes de ces différents systémes ne rencontrent
par les autres composantes du point de diramation A’

Si la division est univoque sur la surface @, on aura

[, =MD, — (M — )T, + (1 + Do, + se', + ... + o, + A",

Si I'on désigne par T', les courbes qui rencontrent 7, en un
point mais ne rencontrent pas les autres composantes du point
de diramation A’, on aura de méme

T, =MD, — (M — DT, + (0 + Dop +ve’, +...+ o’y + A

Liege, le 13 septembre 1955.



