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REMARQUES SUR UNE REPRESENTATION
DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DU PLAN

par LUCIEN GODEAUX,
Membre de la Société

1. Dans des travaux déja anciens ('), nous avons considéré une
représentation des transformations birationnelles entre deux plans
que nous rappelerons rapidement.

Qoit T une transformation birationnelle entre deux plans o, ¢
faisant correspondre aux droites @ de o des courbes A’ d’ordre n
de o', T-1 faisant correspondre aux droites @’ de o’ des courbes A
dordre n de o. Nous avons construit, dans un espace linéaire
S, & n -+ 4 dimensions une surfacer F d’ordre 2n + 2 dont les
sections hyperplanes correspondent & la fois aux courbes ¢ + A deo
ot aux courbes @’ - A’ des’. Un point de ¥ représente un couple de
points homologues de o, o

Aux droites @ de o correspondent sur F des courbes C d’ordre
n - 1, rationnelles, normales, formant un réseau homaloidal | C .
Tes courbes C correspondent aux courbes A’ de ¢'. Aux courbes A
de o correspondent sur F des courbes (' rationnelles normales
d’ordre n -+ 1 également, formant un résean homaloidal | €' |.Ces
courbes ¢ correspondent aux droites o’ dec’.

Supposons que T posséde, dans o, v points fondamentaux
0,, 0,,..., O, respectivement multiples d’ordres sy, Sg,...s §, POUr
les courbes A et dans o’, v points fondamentaux 0, 05,..., 0 mul-
tiples d’ordres s;, 8g,.-+» s, pour les courbes A’. Nous avons SUPPOSE,
dans nos recherches, que les courbes A et A’ avaient des tangentes
variables aux points fondamentauX. Dans ces conditions, aux
domaines du premier ordre des points 04, Oy,..., O, correspondent
sur F respectivement des courbes rationnelles normales Gy, G-, G,
d’ordres s, Ss..., S,, 66 aux domaines du premier ordre des points
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0}, 05,..., O) respectivement des courbes G}, Gy...., G, ratioy.
’

nelles normales, d’ordres s, sj,..., 5.
Aux courbes G,, (..., G, correspondent dans ¢’ les courheg
fondamentales (), Q,,..., QO assocides aux points Oy, O,,..., O o
aux courbes Gy, Gy,..., G, correspondent dans ¢ les courbes foy,.
damentales Q,, Q,,..., Q, associées aux points O}, Oj,..., O..

Si oy est le nombre de points communs aux courbes Gy, Gy, Ia
courbe £ passe «y; fois par le point O; et la courbe Q, oy fois par
le point O.

Nous avons

C'=n0—350G —s50G,—..—sG,

’ 14
Gy =6 0—0ay Gy — oy Gy— ... oy G,

’ 14
Gy =38, C—ay, G —ay Gy — ... —a, G

et

. ; ’ ’ 7 ’ ’ ’

C=nl —s5 G —s Gy — ... —s G,
14 !
Gy =50 —oay G — oy Gy — .o — oy, &,
. ’ ’ ’ ’

G, =50 —a,0G] —a,0;— ... —a, G.

2. Quelles sont les modifications que doivent subir ces formules
lorsque les points fondamentaux de 1'un des plans ne sont plus
distincts? Nous traiterons un cas simple et ensuite un exemple.

Supposons que le réseau | A | ait en un point fondamental O,
multiple d’ordre s, s’ < s tangentes fixes, distinctes, t,, t,,..., f,.
Appelons Oy, O,,..., O, les points-simples, infiniment voising de O
situés sur les droites précédentes et supposons que les courbes A
ne s’osculent pas au point O.

En considérant les courbes @ 4 A tangentes en O & une droite p
distincte de ¢y, £,,..., f;, et les hyperplans correspondant dans S,,,,
on voit qu’au point infiniment voisin de O sur p correspond un
point P de F. Lorsque la droite p tourne autour de O, le point P
décrit une courbe rationnelle normale G, d’ordre s-s’, image du
domaine du premier ordre de O.

Soit maintenant v une conique tangente en O & la droite f,.
Les courbes a 4 A osculant y en O forment un systéme linéaire de
dimension 7 + 3. Les hyperplans correspondant dans §,,, passent
par un point P’ image du point infiniment voisin de O, sur 7.
Lorsque vy varie, le point P’ engendre une droite g, représentant le
domaine du premier ordre du point O,.

Parmi les courbes a + A osculant v en O se trouvent les courbes
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ayant en O la droite ¢, comme tangente double, done la droite g,
gappuie en un point sur la courbe G.

Aux domaines des points 0,, Os,..., Os correspondent de méme
des droites ¢, Jas--or Js s’appuyant en un point sur G, mais deux
quelconques des s’ droites gy, ¢g,---» g5 N€ SO rencontrent pas.

3. Retournons maintenant & la transformation T et supposons
que O soit un point simple (s, = 1) infiniment voisin de O, mul-
siple d’ordre s > 1.

Au domaine du point O, correspond maintenant une courbe Gy
dordre s — 1, & laquelle il faut adjoindre une droite gy, rencontrant
G, en un point et représentant le domaine du point O,.

Dans les relations rappelées plus haut, il faut donc remplacer Gy,

par G, + g1 et G, par g,

4. Nous allons appliquer ce qui précede a un exemple simple.
Nous prendrons pour réseau | A | le réseau des courbes A du qua-
trieme ordre (n = 4) ayant trois points doubles Oy, 0,, 0,, une des
tangentes étant fixe en chacun de ces points. Nous appellerons
0,, Oy, Oj, les points, simples pour les courbes A, infiniment voisins
respectivement de Oy, 0,, O, sur ces tangeﬁtes fixes.

Commencons par former les équations des courbes A et AL

En prenant 0, O, O; comme triangle de référence, considérons
trois coniques

@) = ATy 1~ Ga¥sTy + gy = 0,

Qg = bywowy + bytsy + by = 0,

Qg = C1%aly 1 C2¥s%y + Cay@p = 0
et 1a transformation T définie par

) = Xy ! Ty = PaPs  PaP1 PrPer

Cette transformation posséde comme points fondamentaux,
outre 0;, Oy, O, trois points simples O, commun aux coniques
@y = @3 =10, O, commun aux coniques ¢z = ¢ = 0, et O4, commun
aux coniques g; = ¢ = 0.

Des équations définissant T, on déduit

! ’ ’ ! ’ !
Oy @y Py = Tylly ¢ Xgly T Byy

et ensuite
oyl ay @y | la, @y @y | a4y Ty |
onyxy = (wgy by by |, p¥aT1 = by @yx, by |, ety = b1 by Loy ~
oy €y Cy | (A T)Ty Cg | ¢y Co 2y |
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On a enfin

pxy = | ay x'zx; as | .| oy a, x;xé [,
’ 7 14 ’
Py = | Ay @y Ty | . X925 @y ay |,
’ I ! I
oy == | ATy @y ay | . |0y X5 ay .

ol nous n’écrivons que la premiére ligne des déterminants.

On voit que le réseau | A’ | est analogue au réseau | A |. Il egt
défini par trois coniques

7 ’ ! ’ ’ ’
gy @y ag | = 0,0, 2% a5 =0, | a, ay vyxy | = 0
circonscrites au triangle de référence. Ces coniques sont respective.-
ment les courbes Q;, Q,, Q;.

Supposons que les coniques Q;, ), Q) soient réductibles et com-
prennent respectivement les droites x; = 0,2,=0,2, = 0. Cela
implique

boty — bycy = 0, ayC5 — @3¢y = 0, @ by — a,b; = 0.

Dans s, la courbe

MPaPs + haPaPy + AgPypy = 0
a comme tangentes en O, les droites
M(bas + bys) (Catty + Cay) + Aa(Caty + C525) (AyTs + ag,)
+ hglagy + agry) (byzs + byxy) = 0.
Les droites
boty + b3y = 0, €425 + Cyuy = 0
coincident en une droite fixe touchée en O; par les courbes A. De
méme, les courbes A touchent en O, la droite fixe
1%y + Qgly = %5 + G4y = 0
et en O, la droite fixe
Uy + g2y = 0, by + by, = 0.

Dans le plan ¢’, T a comme points fondamentaux les sommets

03, O, Oy du triangle de référence et trois points simples O}, 0}, O,

dont les droites fondamentales correspondantes sont Q, = 0,0,
Q, = 0,0, Q; = 0,0,.

5. La surface F est actuellement du dixiéme ordre et appartient
4 un espace S.
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Dans le cas général ot les coniques O, €, O} ne sont pas dégéné-

rées, on a

Gy = 20— 2(G] + G) + G3) — (G5 + Go).
Gy = O — (G} + GY).

Passons au cas particulier. Au domaine du point O, correspond
la droite G, & laquelle on doit adjoindre la droite ¢, représentant le
domaine du point O,. On doit done remplacer G, par G + g, 66 Gy
par g,. Les choses se passent d’une manisre analogue pour G, G

et finalement on a
“1EC,~‘QG;_GIQ"“G5-"G;—"‘G%,
G, =0 — G, — 206, — Gy — Gy — G,
G, = 0 — @ — G, —206; — G, — Gj,
I =0 —G,—G;
lquC’w*G;;~—G’1

g, = 0 — G — G,
Liége, le 5 avril 1961 .
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