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Sur la variété des cordes d'une courbe
rationnelle normale

par LucrEN GODEAUX
Membre de la Société

Dans une note récente (1), nous avons repris I'é¢tude de I'in-
volution cyclique appartenant a la surface F représentant les
couples de points non ordonnés d'une courbe algébrique I,
contenant elle-méme une involution cyclique. Le premier pro-
bléme 3 résoudre est la détermination de la structure des points
unis de l'involution appartenant 4 F(2); ces points unis correspon-
dent soit 4 des cordes joignant deuxpoints unis de I'involution
appartenant a I, soit aux tangentes 4 cette courbe en ces points.
En ce qui concerne ces derniers points, les exemples que nous
avons traités montrent que ce sont en général des points unis
de seconde espéce auxquels est infiniment voisin, dans le do-
maine de premiére ordre, un point uni de premiere espece.
- Nous n’avons cependant pas réussi jusqu’a présent a établir
cette propriété dans le cas général. Le probléme étant de nature
différentielle, il est probable que la propriété est la méme que

(Y Applications de la théorie des involutions cycliques appartenant a,
une swjace algébrique (Colloque de Géométrie algébrique de Licge,
1949, sous presse).

(2) Voir sur cet objet notre exposé sur Les involutions cycliques appar-
tenant & une survface algébrigue (Actualités Scientifiques, no 270; Paris,
Hermann 1935); Les points unis des involutions cycliques appavienant
& une surface algébvique (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1948,
pp. 189-210); Sur les points de divamation isolés des surfaces multiples
(Bull. de I’Acad. roy. de Belgique, 1949, pp. 15-30, 270-284, 285-292,
532-541, 636-641, 828-833, 834-840). Dans une note sur les Involutions
tyvégulicves appartenant ¢ la surface des couples de points d'une couvbe
algébvique, qui sera présentée en février prochain & I’Académie royale
de Belgique, nous considérons plus particuliérement les points unis
dont il est question ici.
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la courbe I, soit irrationnelle ou rationnelle. I objet de cette
note est d’établir la propriété dans le cas ot la courbe I, est
rationnelle. Nous établissons le théoréme suivant

Sotent C une courbe rationnelle normale et H une homographie
pour laquelle cette courbe est unie, O un point de C uni pour I’ ho-
mographie. La tangente en O d la courbe C est unie. L’ homographie
H détermine une homographie H' dans la variété «? des cordes
de C. Si F est une surface qui représente cetle variété, d la tangente
a Cen O corvespond sur T un point O' uni pour H'. Ce point
est unt de seconde espéce et contient, dans son domaine du premier
ordre, un point uni de premiére espéce, que I'homographie H soit
cyclique ou non.

1. Considérons, dans un espace linéaire S, & » dimensions,
la courbe mnormale C d’ordre =, rationnelle, d’équations

L N TS 7 R T R e A T ¥

p X, =1u

11,-1: n
Cette courbe passe par les points O,(u = o ) et O, (u = 0).

L’homographie H de S, transformant C en soi et ayant pour
points unis O,, O, est donnée par

w = ou
et a pour équations
x(; xl, x:t—l ?/L
o x, o, T ax, %,

Nous nous proposons d’examiner comment agit cette homo-
graphie sur la variété o«? des cordes de la courbe C.
Une corde de C est représentée par les équations

N, A Ay Apxg = 0,

)\oxn-Z + )\15{11_1 + )\an = O N
Les points d’appui de cette corde sur C sont donnés par

AuE A M Ky =0
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et par conséquent, H fait correspondre a la corde considérée
la corde donnée par

A, TSI
h= =2 (1)

a2\, ok, A

Représentons les cordes de C par les points d’un plan ¢ dont
les coordonnées sont X, %;, A,. Dans ce plan, les équations (1)
représentent une homographie H’ ayant trois points umnis :
le point O,(1, 0, 0), qui représente la tangente O, O, , 4 la cour-
be C en O,; le point O] (0,0, 1), qui représente la tangente
0,0, a la courbe C en O, et le point O (0, 1, 0) qui représente
la corde O,0,,.

La droite A, = 0 représente le cone projetant la courbe C
du point O, et la droite A, = 0, le cone projetant C de O,.

La droite X, = 0 représente une réglée lieu de cordes de C,
qui contient les tangentes 0,0, ,, 0,0, a Cen O,, O, Elle
a pour équations ’

H—

Xy Xy Ky o Xy ||
¥o Xy Xy

et est gauche. Elle n’est pas tangente le long de la droite 0,0,
au cone projetant C de O, ni le long de la droite O,0,, au cone
projetant C de O,

24

2. Les points infiniment voisins de O, sur », = 0 et sur ;=0
sont unis par H'. Pour étudier le premier, opérons la transfor-
mation quadratique

Mot Ayt g == U2, Pyt Ha s
qui fait correspondre au point considéré le point
(2o =1, 1y = ppy = 0).
A Thomographie H' correspond 4 ’homologie
ot I 5 g == 0, C g T g

donc le point uni de H', infiniment voisin de O sur A, =0,
est un point uni de premiére espeéce.
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Pour étudier le point uni de ¥’ infiniment voisin de O sur
%, = 0, effectuons la transformation quadratique

Dhg Ry = Ve vy VeV, Vg, (2)
qui lui fait correspondre le point (v, = 1, v; = v, = 0).
A Thomographie H' correspond I’homographie

-1 .
a? vy vy,

[ A A 2
VD Vp == At vl

Yo -
qui posséde trois points unis. Le point uni de H’ infiniment
voisin de O] sur 2, = 0 est donc un point uni de seconde espece.
Si nowus effectuons de nouvean la transformation (2) sur cette
dermiére homographie, on obtient
N ! — . o5 .
My D VR Vg T &P VT Yyl Vgl
D’une maniére générale, si nous effectuons, sur H’, k fois
la transformation (2), nous obtenons 1’homographie

v, ey v, (3)

On voit de méme que le point infiniment voisin de Oj sur
%, = O est uni de premiére espéce et que le point infiniment
voisin de O/ sur 2, = 0 est uni de seconde espéce de I’homo-
graphie H'.

[ A A
Vo i V]l Vg =

2

3. Passons a 1'étude du point uni Oj.
FEffectuons la transformation quadratique

7\0 : )\1: 7\2 = e (‘Ll : {J“% : o o
qui fait correspondre au point infiniment voisin de O sur
a,=0 le point (u,=up,=0, u,=1). A 'homographie H' corres-
pond l'homographie
ot ity = P, P g e
Le point en question est donc un point uni de seconde espéce
de H'.
En opérant la transformation quadratique

S -
Ayt Ayl Ay == v, Ve I V] Vg V.

on voit qu'a H' correspond 'homographie
Ve lvplvg == oB v, Ay D Vs
Par conséquent, le point infiniment voisin de Oj sur la droite
%, = 0 est uni de seconde espéce de 'homographie H'




4. Supposons que homographie H ait la période $, ce nombre
p étant premier impair. Nous poserons p = 2v + 1.

Il suffira de supposer que le nombre « est une racine pri-
mitive d’ordre p de l'unité.

Envisageons dans ces conditions les points uni O,, O], O’ de H'.

Le point O/ posséde un point uni de premiere espéce, dans son
domaine de premier ordre sur la droite A, = 0. D’autre part,
si nous faisons & = v dans les équations (3), nous obtenons
une homologie. Il existe donc une suite de » points unis de Hj,
infiniment voisins successifs de O,, dont le premier est sur
A, = 0 et dont le dernier est uni de premiére espéce.

On arrive a des conclusions analogues pour le point O,

Les équations de HJ peuvent s’écrire, en posant ¢ = o™},

M ED M R

11 en résulte que le point O] est un point uni symétrique de Hj.

Cela étant, en considérant le systéme linéaire de courbes
d’ordre p, appartenant & linvolution engendrée par Hj et
privé de points-base, systéme qui a la dimension » 4 1, et
en rapportant projectivement ses courbes aux hyperplans d'un
espace linéaire S, ., on obtient une surface d’ordre p, image de
I'involution engendrée par Hj.

En utilisant les résultats que nous avons obtenus sur les
points de diramation, on voit que :

Linvolution d’ordre p engendrée dans la variété des covdes de
la courbe C par I'homographie H, de période p, a pour image
une surface d’ovdrve p, de Uespace S, .1, possédant :

deux points muldtiples d’ordre v + 1, le cone tangent en un de
ces points se composant d'un céne d'ordre «, rationnel et d'un
plan cowpant le cdne swivant une droite;

un point double biplanaive auquel font swite n— 1 pownis
doubles biplanaires successifs dont le dernier est ovdinaire.

5. Nous avons considéré au début une homographie hyper-
bolique sur la courbe C et montré que sur la droite X, =0,
le point infiniment voisin de O, est uni de premiere espece.
Cette propriété est vraie méme si 'homographie est parabolique.
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Considérons en effet 'homographie

; ou

u' = ,
Bu +y
qui est parabolique si y = .
I, homographie H' a actuellement pour équations

ohs == a?, + «fi; + B2,
ph = ayhy + 2872,

P)‘; - Y2y

En effectuant la transformation quadratique
Rt At hg = UG Mot b B

il correspond & Hj la transformation

ouy = (a2p2 4 aBu, uy + B2 py o) (e, + 2B,

ot = v, + 2Pwa)*

oy = (o pd + B, g+ B g pa)ta -
Au point infiniment voisin de O, sur A, = 0 correspond le point
(1, 0, 0). A une droite

By g Dy g =0
passant par ce point correspond la cubique
By - 2ou0)® g+ Sy (o pd + B, vy + BE g o) v = 0.
La tangente a cette courbe en O, a pour équation
By py + Dy g =0

elle coincide donc avec la droite considérée et par conséquent
le point (1, 0, 0) du plan des p. est uni de premiére espéce.

On observe que si y = «, U'homographie H| ne posséde plus
que le point uni Of et la droite unie iy, = 0.

Enfin, observons encore que ce qui précede est indépendant
de la valeur de #n.

Liége, le 19 janvier 1950.




