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Sur la structure de certains points de diramation
de surfaces multiples

par LUCIEN GODEAUX

Membre de la Société

Nous nous proposons, dans cette note, de déterminer la sin-
gularité d'une surface multiple d’ordre premier 10v 4 1 en un
point de diramation. Au point étudié, la surface multiple posséde
un point multiple d’ordre v + 2, le cdne tangent en ce point
étant formé de trois plans et d'un c6né rationnel d’ordre v — 1.
Le point est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, 4 l'ensemble de trois droites et d’une courbe
rationnelle d’ordre v— 1. Nous appliquons, dans cette recherche,
les méthodes que nous avons développées récemment (1).

1. Soit p un nombre premier de la forme p = 10v + 1.
Considérons une surface algébrique F contenant une involution
cyclique I, d’ordre p, n’ayant qu'un nombre fini de points unis.

Construisons sur F un systéme linéaire [C| contenant p sys-
témes linéaires partiels [C,|, [Cy], ..., |C,_;] appartenant &

(Y) Sur les surfaces multiples ayant wn nombre fini de points de diva-
mation (Annales de 1'Ecole Normale Supérieure, 1938, pp. 193-222);
Les points unis des involutions cycliques appartenant & une surface algé-
brique (Idem., 1948, pp. 189-210); Détevmination des singulavités d’ume
surface multiple en ceviains points de divamation (Idem., 1949, pp. 1-13);
Suy ceriaines surfaces multiples w'ayant gu'un nombre fini de points de
diramation (Annali di Matematica, 4¢s., t. XXVIII, 1949, pp. 89-106);
Sur les points de divamation isolés des suvfaces multiples (Bulletin de
I'Acad. roy. de Belgique, 1949, pp. 15-30, 270-284, 285-292, 532-541,
836-651, 828-833, 834-840), Voir aussi notre exposé sur Les involutions
cycliques apparienant & une suvface algébvigue (Act. Scient., no 270, Paris,
Hermann, 1935).
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Uinvolution I, le premier étant dépourvu de points-base. Si
7 est la dimension de |C,], en rapportant projectivement les
courbes C, aux hyperplans d’'un espace’ S,, il correspond a F
une surface normale @, image de I'involution I.

Considérons un point uni A et le plan tangent & F en ce point.
Si A est un point uni de seconde espéce, la transformation
génératrice de lUinvolution I sur ¥ détermine dans ce plan une
homographie qui peut étre représentée par

XXy Ky = X, Xy €%, (1)
oll ¢ est une racine primitive d’ordre p de 'unité et oit « est
compris entre 1 et p. Le point A a pour coordonnées 1, 0, 0.

Nous nous proposons d’étudier la structure du point uni A
et la singularité de la surface @ au point de diramation corres-
pondant A’ lorsque 'on a « = 5v + 3.

I homographie (1) peut aussi étre représentée par

o xy xy = X, Byt My,
oft = &%*et § =06v- 1.

Nous désignerons par #,, ¢, les tangentes & F en A ayant pour
équations respectivement x; == 0, x, = 0.

2. — Désignons par C, les courbes C, passant par A; elles
vy ont comme tangentes ¢, f,. Désignons ensuite par C," les
courbes C, assujetties & toucher en A une tangente & F distincte
de 4, t,. Et ainsi de suite.

Nous formons ainsi une suite de systémes linéaires

(Col ICLIC L -

de dimensions » — 1, r — 2, »—3, ..... Les courbes C,, C./,
C!’, ... ont des multiplicités croissantes en A, leurs tangentes
en ce point coincidant avec #;, #,, sauf pour le dernier systéme,
dont les courbes ont la multiplicité p en A et des tangentes
variables en ce point.

Les courbes C% ont précisément en A, comme nous l'avons
montré, A, tangentes confondues avec #;, u; avec £, et la multi-
plicité A; 4+ p; en A. Les nombres A, i1; satisfont aux congruences

A b e, =0, g + B =0, (mod. p).

15
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Parmi les systémes [C, ], [C,], ..., |C,_;], il en existe deux dont
les courbes passent simplement par A. Nous supposerons que
ce sont les systémes [C,], |C,| et que les courbes C, touchent
f; en A, les courbes C, touchant #, au méme point.

On sait que les courbes C;, C, coupent chacune des courbes

C,. C, C./', ... en p points réunis en A.
3. — Commengons par rechercher les solutions de la con-
gruence
At oap=0, (mod. )
c’est-a-dire
A4 (Bv+3)p=0, (mod. 10v - 1).

On a les premiéres solutions
A=0v—2 p=1;A=5v—"Tu=3; A=5v—12, p=5;.....
Posons p. = 2¢ + 1. Un caleul simpie montre que U'on a
A=DBv—5bt—2
et
P v—1.

De son c6té, la congruence

w+ Br=0, (mod. #) |
ou
w4 6v+1)r=0, (mod. 10v -+ 1)

admet les solutions
A=1, p=4v; A=3, u=2v—1; .....

Si I'on classe ces solutions par ordre croissant de A 4 u, on
a donc

M=3, g = 2v—1; 3,=8, py=2v—3;2,=13, py=2v—5;.....
Observons que pour que l'on ait
5y — bt e=2 + 2%+ 1> b4v -+ 1,

on doit avoir 3t < v— 2.
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Si v = 31, on doit avoir ¢ & 4—1.8i v=37+1, on doit
avoir i< n —1. 81 v =3y + 2, p = 30 + 21 n'est pas premier.
Par conséquent, si v =37, on a

Ay = 10 —2, poq = 20 + 15 depar = 1, pen+1 = 127;
)\2n+2 == 107] + 3, [1‘2)'].1.2 == 2'7] —“‘1, .....
Siv=3n+1, ona

7\2r] = 107 -+ 3, Moy = 27] +1; 7\2n+1 =1, Kon+1 = 12+ 4+ 4;
)\2n+2 = 107] + 8, {J-2n+2 = 27) -_— 1, .....

4 — Considérons les courbes C’,; elles ont la multiplicité
2v -+ 2 au point A, trois tangentes en ce point étant confondues
avec a, et 2v——1 avec a,.

Nous avons établi que les courbes C’, et les courbes C, ont
B — 1 points infiniment voisins successifs de A en commun.
Nous dénoterons ces points par

4,1, (4 2), oens (1, B—1)

Ils sont unis pour linvolution I et le dernier est uni de pre-
miére espéce, les autres de seconde espéce.

De méme, les courbes C’, et les courbes C, ont en commun
«— 1 points infiniment voisins successifs de A; nous les dé-
.signerons par

2,01, @ 2), caers (2 a—1) .

Ces points sont unis pour l'involution I, le dernier de premiére
‘espéce et les autres de seconde espece.

Tl est aisé de voir que le comportement des courbes C’, au
point A est fixé par le schéma suivant :

Az (2, -1, (2, 2)Y (2, 3)% ..., (2, BV 4+ )1
4, 18, (2,2 1t

(1, 2)3,

(1, v—1)3,
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{1, v, D, (1, v)3
(1, v+ )L,

(1, v6)*.

Rappelons que les exposants indiquent la multiplicité des
points pour les courbes C’,. Le point (2, 2, 1) est uni de premiére
espéce et infiniment voisin du point (2, 2). Le point (1, v, 1)
est uni de premiére espéce également et infiniment voisin de
{1, v).

Dans l'intersection de deux courbes C’,, le point A absorbe
Pp(v + 2) unités.

Désignons par I') les sections hyperplanes de la surface @,
courbes qui correspondent aux courbes C,. Aux courbes C, cor-
tespondent les sections de @ par les hyperplans passant par le
point de diramation A’; nous désignerons ces courbes par I
Le point A’ est multlple de Tordre v -+ 2 pour la surface ®.

Si n désigne l'ordre de @, le systéme [C,| est de degré m,
le systéme |C,| de degré pn — p(v -+ 2) et le systéme || de
degré n— {v + 2).

Projetons la surface @ du point A’ sur un hyperplan de Tes-
pace ambiant; nous obtenons une surface ®, d’ordre n—(v+2).
Aux points infiniment voisins des points (1, 6v), (1, v, 1),
{2, 2, 1), (2, bv + 2) correspondant respectivement sur la sur-
face @, une droite o,, une droite <,, une courbe rationnelle
normale 7, d’ordre v — 1 et une droite o,.

Le cone tangent a la surface ® au point A’ s’obtient en pro-
jetant de ce point U'ensemble o,, T, T, O,

5. — Passons aux courbes C,’. Elles ont la multiplicité
2v + 5 au point A, huit tangentes en ce point étant confondues
avec a, et 2v—3 avec a,.

On voit immédiatement qu'elles ont le comportement sui-
vant, aux points qu'elles ont en commun avec les courbes C,,

AWHS, (2, 1203, (2, 2)v=1, (2, B)Y, ..., (2, By -+ 2)*
@, 2, 1)v—2.
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Tes courbes C.’ passant huit fois par les x premiers points
(1, 1), ..., (4, x), y fois par le point (1, x + 1), une fois par les
points (1, x +2), ...., (1, 6v). On doit avoir p points d’inter-
section de C//, C, absorbés en A, donc

% +y=2v—3.

Supposons v = T¢; nous avons X = 2e—1, y=4 et le
schéma

Anvas (1, 1)8,. .., (1, 26— )%, (1,29)% (L2e + D)L (1, 429)%

(1, 2e, 1)%,
(1,2¢,2)%, (1,2¢,2,1)% (1, 26, 2,2)r.
Le point A absorbe v - 3 points de lintersection de deux
courbes C./. Si nous désignons par I les courbes qui corres-
pondent sur @, aux courbes ¢!’, ces courbes T’ sont décou-
pées sur la surface par les hyperplans passant par le point Aj
commun 2 la droite =, et & la courbe 7,. Ce point A] est simple

pour la surface @;.
Si nous supposons v = 7¢ + 1, nous avons le schéma suivant :

Az (118, .., (1, 2e—1)%, (1,29)8, (1, 2e+D)% ., (L, 42e+6)%
(1,26, )%, (1,2¢,1,1)% (1,2¢,1,2)%,
(1,2¢,1,2,1,)%

On arrive aux mémes conclusions que plus haut pour le
point Aj.

On ne peut avoir v = 7¢ + 2, car alors p = 70e + 21 serait
divisible par 7 et ne serait pas premier.

Supposons v = Te + 3. On a x = 2¢, y =3 et le schéma
A5 (1 18, .., (1,298, (1, 2e, + 1), 1, 2 +2)%,..., (1, 6v)%
a, 2¢, + 1, 1)%, '
(1, 2e +1, 2)2,
1, 2¢ +1, 3, (1, 2e + 1, 3, 1).
$i v="Te+ 4 on ax=2¢ = 5 et le schéma
A5 (1, 18, .., (1, 2¢)8, (1, 2e+1)% (1, 2e+2)%,..., (1, 69
(1, 2e 4+ 1, 13, (1, 2 + 1,1, 1,
a, 2¢ +1, 1, 1, H*,
1, 2¢ +1, 1, 1, 2)*.
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Siv=17¢g-+5 ona
p = 70g + 51, T +y=13e + 7.
On a alors x == 2¢, y = 7 et le schéma
Av+s (1 1), (1, 2¢)8, (1, 2e + 1)7, (1, 2e +2)1,. .., (1, 6v)},
(1, 2e+1, 1)1,(1, 2e+1, 1, D)L, .. ., (1, 2641, 1, 22
Supposons enfin v="7e+6. On a ¥ =2e+4+ 1, y =2 et
le schéma ’
A5 (1,18, ..., (1, 2e+1)8, (1,2e42)%,. . . (1, 2e+43), (1,6v)%,
(1, 2¢ + 2, 1)*,

(1, 2 + 2, ).

Dans tous les cas, le systéme [I')'] a le degré n — (v + 3)
et le point Aj, commun 3 la droite 7, et & la courbe 7, est
simple pour la surface @,.

6. — Les courbes C./, C®, ... passeront respectivemen
v—3, v—4&, ... fois par le point (2, 2, 1). Il en résulte que sur
la surface @, les courbes I')"/, T'™, ... seront découpées par les

hyperplans ayant un contact d’ordre un, deux... en A] avec la
courbe 7, Il en sera ainsi jusqu'au moment ol on aura un
systéme |C%| dont les courbes auront la multiplicité 4v 41

en A.
Envisageons ce systéme et faisons d’abord v = 3v. Le sys-

téme en question est C(f?”’ et l'on a
Aoy = 10m — 2, poq =207 + 1.
On trouve facilement que les branches des courbes C,20 tan-
gentes a la droite #, donnent lieu au schéma
Afv—1 (2 D)+ (2, 2+ (2, 3)Y, ..., (2, By 2)1,
(2, 2,4)m.

Quant aux branches des courbes tangentes a la droite #;, on
trouve, en raisonnant comme plus haut, le schéma
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A= (1, 13, (4, 2), ..., (L, 69)F,
(1, 1, )%,

(1, 1, 59— 3)2,
(1,1, 5 —2)% (1, 1, 57 —2, 1)*.

Ie systéme || qui correspond sur @ ou sur ®,a [CB]a
le degré n— (bn + 1) .

Considérons maintenant, toujours dans I'hypotheése v = 3w,
le systéme |C,@n+D|. On a

den+1 =1, weg+1 = 127

Les courbes de ce systéme passent évidemment une fois par
les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 6v). Nous allons examiner leur
comportement aux points (2, 1), (2, 2), ..., (2, 5v + 2).

Les courbes C,2n+1 passent une seule fois par les points (2,3),
2, 4), ..., 2, 5v+2), n—1 fois par (2, 2, 1), donc = fois
par (2, 2). Leur comportement est fixé par le schéma

AL (2, D2, (2,20, (2, 3) ..., (2, 167 + 21,
@, 1, 1), (2,2, Ht,
2, 1, 24

2, 1, 10m)*.

Le systeme |T',@n+V} qui correspond sur @ ou ®, au systéme
considéré, a le degré n— (51 + 2).

Sur @,, les courbes I',@n), T+ sont découpées par les hy-
perplans ayant en A respectivement des contacts d’ordres
29— 2, 2 —1 avec la coutbe ;.

Envisageons maintenant le systéme [C2n+?[. On a

7\2n+2 = 107] + 3, peon+2 = 27) —1.

Ces courbes ne peuvent plus passer par le point (1, 6v). Les
branches tangentes & la droite ¢, ont pour comportement
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A2 (1 1)8, (1, 2)8, ..., (1, 34 —1)5, (1, 3m)®,
A, 1, 12, (1, 37, 1)2.
(1, 1, 5y —3)2,

(1, 1, bn—2), (1, 1, bn—2, 1)L,
Les branches tangentes a f, ont pour schéma

A2 (2, )20 (2, 20, (2, 3, ..., (2, By + 2)7,
2, 2, 1n—.

Sur la surface @, les courbes I'2n+2 sont découpées par
les hyperplans passant par la droite 7; et ayant un contact
d’ordre 27— 2 avec la courbe ,.

Le systeéme [ @n+2] a le degré »n — (5% -+ 6) et ses courbes
rencontrent la droite 7, en trois points variables.

7. — Nous allons maintenant supposer v = 37 - 1.
Considérons en premier lieu les courbes C,n. On trouve
aisément les schémas

Avnt+d (2 12+ (2 An+L (2, 3)E, L., (2, By 4 2),
(2, 2, 1)n .
et
Avn+t (1 1)2 (1, 2)Y, ..., (4, 6w,
(1) 1: 1)17

(1, 1, 10 + 1)r.

Sur @ ou @, le systeme [I'2V] a le degré n— (5% - 3).
Les courbes C,2n*1 passent simplement par les points (1, 1),

(1, 2), ..., (1, 6v). Les branches de ces courbes tangentes a #,
sont caractérisées par le schéma
ARnFs (90 1)t (2,20, (2, 3)L, ..., (2, By + 2)1,

(2, 1, 1,)% 2, 2, I)n,
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2, 1, 59 + 1),
@2 1, 57+ 1% @2 1, 579+14, )~
Les courbes I',@n+Y forment un systéme linéaire de degré
o — (50 + 4).
Quant aux courbes C,%n +2)  elles sont caractérisées par les
schémas suivants :

AT (9, )t (2, 200, (2, 3)Y, ..., 2, bv + 21,
2, 2, 11,
et
AT (417, (1, 2)8, ..., (4 v—1)8, (1, v)3,
(1, 1, v, (1, v, 1)%.

(1, 1, 10m + D)1

Sur @ et @,, le systéme linéaire [T,en¥2] a le degré n—(5n-+8).
Tes courbes envisagées ont des propriétés analogues aux cour-
bes correspondantes dans le cas v = 3.

8. — De ce qui précéde résulte que sur la surface @, le point |
de diramation A’ est équivalent & l'ensemble des courbes oy, }
Ty, Tg O

On a |

o=1"4 0, + 7+ 12+ 02

et les courbes 6;, Ty, 7o, g ONt respectivement les degrés virtuels
—2, —3, —(v+1), —2

Les systémes linéaires [I'], [T/1,..., [T,®n*] appartien-
nent au systéme [I')] et sont précisément formés par des
courbes I' assujetties & avoir des contacts avec la courbe 7,
au point A’. Les courbes | I',1*+2| appartiennent au systéme

(T, — o, — 27, — Ty— 03],
mais ont également un contact avec la coutbe 7, au point A’.

Liége, le 11 octobre 1950.




