
LUCIEN GODEAUX

INVOLUZIONI CICLICHE RAZIONALI 

APPARTENENTI A SUPERFICIE IRREGOLARI

SUNTO: Si dimostra che se una curva algehrica vontiene 
una involuzione ciclica razionale, la superficie elle rappresenta le 
coppie (non ordinate) di punti di questa curva contiene una invo­
luzione ciclica pure razionale, avente un numéro finito di punti 
uniti.

Parecchi anni or souo abbiamo dimostrato che se L è una 
curva algebrica di genere tre contenente una involuzione ciclica 
(razionale) di ordine sette, la superficie F delle coppie (non 
ordinate) di punti di L contiene una involuzione ciclica di 
ordine sette, razionale (l). La prima dimostrazione cbe abbiamo 
dato era indiretta; ne abbiamo dato una seconda più diretta, 
appoggiata sull’ analisi della struttura dei punti uniti della 
involuzione sopra F.

In questa nota, vogliamo studiare una qnestione più ge­
nerale : cousideriamo la curva piaua L di equazione

»1 *1 x2 4- n,x!x3 -f a3x'x, = . 0;

essa contiene una involuzione ciclica di ordine p = v2 — v+ 1, 
razionale cou tre punti uniti. La superficie F delle coppie (non 
ordinate) di punti di L contiene una involuzione ciclica I di 
ordine p, con sei punti uniti. Noi dimostreremo che questa 
involuzione é razionale e daremo una immagine della involu­
zione sopra un piano multiplo di ordine p, di cui stabiliremo 
la curva di diramazioue.

(1) Sur una involution rationnelle doute de trois points de coincidence ap­
partenant à une surface de genre trois (Bulletin de l’Acad. roy. de Belgique, 1921,
pp.653-665, 694-702). Sur l’existence d’involutions rationelles n’ayant qu’un nombre 
fini de points unis appartenant à une surface algébrique (Bulletin des Sciences 
Mathématiques, 1933, pp. 7-14).
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Nella (limostrazioue avremo bisogno dei nostri risultati 
sulla struttura dei pnnti uniti della involuzione I (2). Poichè 
abbiamo sviluppato questa teoria nel caso di involuzioni di 
ordine primo, supporemo che p sia primo (supporemo dunquer 
in particolare, che v — 2 non sia multiplo di tre).

1 — Rammentiamo <lapprima alcnni risultati, dovuti al 
Prof. Sevbri, sulle superficie che rappresentano le coppie (non 
ordinate) di punti di una curva algebrica L di geuere n (3).

Prendiamo come modello proiettivo della curva L la curva 
canonica di ordine 2n — 2 di Sjt-i. La superficie F che rappre- 
senta le coppie di punti di L ha per immagine la congruenza 
delle corde <li L; le curve eanouiche di F banno per immagiui 
le coppie di punti di appoggio di quelle corde che apparten- 
gono a complessi lineari di SK-i. Ne risulta che la superficie

F ha il genere geometrico pg = n■( n — 1 ) e che possiamo
prendere come modello proiettivo di F una superficie a sezione 
canoniche di S|)tr_i. I geueri della superficie F sono

Pa = Pg — Jt, p(1)=(a — 2)(4ji —5).

Uunque la superficie F ha 1’ordine p(1) — 1 = (it— l)(4a — 9).
Diciamo K una curva di F che rappresenta le coppie di 

punti di L di cui 1’ uuo è fisso e K0 la curva che rappresenta 
le coppie di punti coincidenti di L. La curva K appartieue ad 
un sistema contiuuo di grado nno e di indice due.
Questo sistema ha come inviluppo la curva K0,

Sulla superficie F a sezioni canoniche le curve K hanuo 
1’ordine 2jt — 3 e la curva K0 1’ordine 6(it— 1).

(2) Mémoires sur les surfaces multiples (Mémoires in .8° de l’Acad. roy. de 
Belgique, 1952, pp. 1-80), Les singularités des points de diramation isolés des sur­
faces multiples (Deuxième Colloque de Géométrie algébrique du C.B.R.M., Paris 
et Liège, 1952, pp. 225-241).

(3) Suite superficie che rappresentuno le coppie di punti di una curva al ge­
lt r ica (Atti del Accad. di Torino, 1902-1903, pp. 185-200). Vedere anche Severi, 
Suite corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classi di su­
perficie (Memorie dell’Accad. di Torino, 1903, pp. 1-49), De Franchis, Sulle va­
riété oc2 delle coppie di punti di due curve o di una curva algebrica (Rendiconti 
Circolo Matem. di Palermo, 1903, t. 17, pp. 130-160), Maroni, Sulle superficie 
algebriche possedenti due fasci di curve algebriche unisecantisi (Atti dell’Accad. 
di Torino, 1902-1903, pp. 3-7).
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2 — Prendiatno per curva L la curva il cui modello 
proiettivo piano ha equazione

tl| X, X2 -|- îl , X 2 X:i -|- ftg Xg X, 0 .

Questa curva è trasformata in sè dall’ omografia ciclica 

(1) x,' : x/ : x.,7 = x, : exa : s“x3,

dove 8 è una radice primitiva dell’unità, di online

p = Vs — v + l

e dove w — v* — 2v + 2 .
Snpponiamo p primo e quindi, in particolare, v —2 non 

multiplo di 3.
Oonsideriamo due gruppi Px, P,, .. . Pp e P/, P'2, ... , Pp' 

della involuzione y generata sopra L dalla omografia (1). Di- 
remo Pik il panto di F immagine della coppia P1; Pk'; abbiamo 
sopra P an grappo di p2 panti Pik (i, k = 1, 2,..., p). Quando 
P,, P/ variano salla L, qaesto grappo genera ana involuzione J.

A1 panto Pu, facciamo corrispondere il panto P.,2. Abbiamo 
cosl ana trasformazioue birazionale T di P in sè di periodo p. 
Diciamo I 1’involuzione ciclica generata da T sopra P.

L’ involuzione y è razionale e, sopra L, ha tre panti uniti: 
i vertici O,, 02, 03 del triangolo di riferimento. Quindi, salla 
P, 1’involuzione I ha sei panti aniti: i panti Ou, 022, 033 — 
che corrispondouo ai punti On 02, 03 — contati ognuuo due 
volte, ed i punti 023, 031, 012 che corrispondono allé coppie 
08 ed 03, 03 ed 0M Ot ed 02.

Diciamo Klt K2, K3 le curve K che corrispondono ai punti 
015 02, 03 di L. La curva K\ tocca K0 nel panto Ou ed iu- 
contra Ka nel punto 0]2, K3 nel panto 031. La curva K2 tocca 
K0 nel panto 022 ed incontra K3 nel panto 023, la curva K3 
tocca K0 nel panto 033.

L’involuzione J possiede ana curva unita. Osserviamo infatti 
che se noi prendiamo per grappo P/, Ps',..., P'v il panto O, 
contato p volte, i punti Pu, P12,. P,p coincidono e noi ab­
biamo sulla curva K, p punti distiuti P,,, P22,..., Ppp, cioè 
un gruppo di I. Dunqae, tutti i punti di Kt sono aniti per J. 
Lo stesso per le carve K2, K3.
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Ad un gruppo P15 P2,..., Pp di y corrisponde, sopra K0, 
un gruppo Pu, P22,..., Ppp di I. Le p curve K che toccano
K0 nei puuti Pu, P22,..., Ppp si incontrano in yp(p-l)

punti che formano ~ p ( p — 1) gruppi di I. Ognuno di questi
punti è quindi unito di J Qnando il gruppo P,, P2,. .., Pp 
varia in y, questi punti generano una cm va D, unita per J.

3 — Studiamo ora il punto unito 023 di I.
Preudiamo come modello proiettivo di L la curva di ordine 

2(v + l) tracciata sulla superficie di Veronese.
Posto

X[,__ X22__ X33    X23 _ X31 _ x12

X,* “ XVX3* ~ x2x3 “ X3X1 x,x2

per equazioni della curva L abbiamo quelle della superficie di 
Veronese :

X23<l! — X22 X33 , X3r — X33Xllt X12« XnX22, XuX* — X3iX,a,

X22 X31 =X,2 X23 ) X33 X12 = X23 X3i

ed inoltre, se v è dispari, uguale a 2k 4- 1,

ai XnX18 + a2XtX23 + a3 X33X3l = 0

oppure, se v è pari, uguale a 2k,

«.XnX12 + a2X22 XI2X23Va3Xg3 Xgj= 0,

ai X^ x;2+a2X2XI2 + a3X33 X23 X3l = 0, 

a <-1‘ X31 Xi2 + a2 X2j" ' X223 + a3 X^ X» = 0 .

All’omografia (1) corrisponde 1’omografia

(2) X,/ : X22' : X33' : X23' : X31' : X,/ = X„ : s»X22 : £v^-3v + 3 Xjn . E»+ 1 xa3 :

X31 ; eXI2.

Ai puuti uuiti 02, 03 corrispondono i punti uniti O2î'(0, 
1, 0, ... , 0) ed 033' (0“ 0, 1, 0, 0, 0).
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Per modello proiettivo della superficie F prendiamo il Iuogo 
delle intersezioui delle corde di L con un iperpiano qualunque ^ 
di S5. II pun to 023 è tagliato sopra questa superficie F dalla retta<v<v.

Oonsiderianio il tetraedro 022' 033' 0,,' 024', essendo 02!' 012' 
ed 033'023' le tangenti alla curva L nei punti 022', 033'. Di- 
ciamo w il piano tangente ad F nei punto 023. Nell’intorno 
di questo punto, la trasformazione T di F in sè coincide colla 
trasformazione del piano in sè ottenuta come segue: per un 
punto P di ÔÏ, passa una retta incidente aile rette 02ï'0lt' ed 
038'02S'; a questa retta la omografia (2) fa corrispondere una 
retta incidente aile stesse rette e incontrante il piano <0 in un 
punto P' (4 5). La corrispondenza fra i punti P e P' ha il periodo p. 
Nell’intorno del punto 023, essa dà la omografia

X23.

Ne concludiamo che il punto 023 è un punto unito di se­
conda specie della involuzione I; esso è caratterizzato, nei sense 
che abbiamo dato a questa locuzione (6), dai numeri a = w— l)2, 
(3 = v — 1.

Nello stesso modo troviamo lo stesso risultato per i punti 
^31 ed 012.

Quanto ai punti Ou, 022, 033, abbiamo dimostrato altrove 
(6) che il punto infinitamente vicino ad uno di essi sulla 
curva K0 è unito di prima specie per 1’involuzione I; oguuno 
dei punti On, 022, 033 è caratterizzato dai numeri a = 2,
P=4(v2-V + 2)-

4 — Diciamo <I> una superficie normale, immagine del- 
Pinvoluzione I, sulla quale i punti di diramazione Au, A22, 
A33, A23, A31, Au, omologhi rispettivameute di Ou, Ott, 033, 
023, 031, 01S, sono isolati.

(4) Vedere la mia nota Sur les involutions cycliques appartenant à la surface 
des couples de points d’une courbe algébrique (Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 
1955, pp. 1094-1100).

(5) Loc. cit., n. 2.
(6) Sur la structure des points unis d’une involution appartenant à la surface 

des couples de points d’une courbe algébrique (Bulletin de l’Acad. roy. de Bel­
gique, 1950, pp. 383-387).
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Abbiamo dato an metodo per determinare la struttura dei 
punti nniti di I e dei punti di diramazione di d>, cioè l’insieme 
dei pnnti nniti infinitamente vicini di an panto nnito (proprio) 
e 1’insieme delle carve eqaivalenti ad un punto di diramazione 
nel seuso della geometria delle trasformazioni birazionali (7).

II panto A23 è équivalente ad un insieme di v — 1 curye 
raziouali: Puna, a23, è di ordine v e di grado virtuale — (v+1), 
le altre sono rette di grado virtuale —2. A1 panto 023, salla 
superficie F, sono infinitamente vicini i punti di una succes- 
sione di v — 2 punti uuiti di seconda specie, salvo P ultimo, 
che è unito di prima specie. AlPintorno di questo punto cor- 
risponde la curva o23. Vi sono negli intorni dei vari ordini del 
punto 023 altri punti uuiti di prima specie; gli intorni di questi 
punti sono rappresentati da rette di grado virtuale —2 su 4> ; 
essi non hanno interesse per noi (8).

La successione di punti uuiti di cui sopra appartiene alia 
curva Kj, come si vede agevolmente sul modello piano della 
curva L; indicbiamo i punti di questa successione 023', 023", 
..., Oif<v-2). ^

Nello stesso modo si ba una successione di punti 031', 031", 
03llv—2) sulla curva K3, infinitamente vicini, successivi al 

punto 03l. L’ ultimo di questi punti è unito di prima specie 
per I ed al suo intorno corrisponde sulla superficie <I> una curva 
razionale a31, di grado virtuale —(v + 1), nell’intorno di A31. 
Al punto 01S sono infinitamente vicini, sulla curva Kj v — 2 
punti 0,,', 018",... , 018(v-2) di cui Pultimo è unito di prima spe­
cie,‘al suo intorno corrisponde, nell’ intorno di Al2, una curva ra­
zionale a12 di grado virtuale — (v + 1).

Al punto Ou è infinitamente vicino un punto On', suite 
curve K0 e K,, unito di prima specie; all’intorno di questo 
punto corrisponde nell’intorno di Au sopra d>, una curva ra­
zionale 0U di ordine v (v — 1) e di grado virtuale — ^ (v*—
— v + 2); il punto An è équivalente a questa curva ed ad una 
retta di grado virtuale 2.

ISello stesso modo al punto 022', infinitamente vicino ad 
022 sulle curve K0 e K2, corrisponde una curva razionale a22

(7) Loc. cit., n. 2.
(8) Sur les points de diminution de seconde espèce et de première catégorie 

d’une surface multiple (Bulletin de l’Acad. roy. de Belgique, 1955, pp. 703-708).
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di grado virtuale -i-(v2 — v + 2), nell’intorno di A2a; ed al

panto 033'. infinitamente vicino ad 033 sulle curve K0 e K3, 
corrisponde nell’iutorno di A33 1111a curva razionale o33 di grado 
virtuale----(v! - v + 2) (9).

u

5 — Supponiamo che esista sulla superficie (J> una curva 
canonica. Questa curva iucontrerà una curva razionale di grado 
virtuale —m in m — 2 puuti; dunque questa curva incontrerà 
ognuna delle curve 0.23, a31, aI2 in v—1 puuti ed ognuna delle

curve au, o22, a33 in —(v2 — v —2) puuti. A questa curva cor­
risponde, sulla superficie F, una curva canonica H passante 
v — 1 volte per i puuti 023, 023',..., 0,‘3<v-a>, 031, 03l',...,
^3i(v—2)j Oi2> O12',..., 012<v 2) e ( v3 — v — 2) volte per i 
puuti On, <V, 02s, 022\ 033, 033'.

Una curva canonica H di F incontra una curva K in 
v2 — v 3 puuti; dunque le curve H trasformate delle curve 
canoniche di c& eontengono le curve Kx, K2, K3. Poniamo

Ho — H — Kï — K2 - K3

Prendiamo come curva L il modello canonico, di ordine 
2ji —2 = v2 —v—2 in Sit-i. Indicbiamo ancora con O,, 02, 
03 i puuti uniti della involuzione y.

Ad una curva H0 corrispondono le corde di L appartenenti 
ad un complesso lineare 2 di cui i punti O,, 04, O, sono puuti 
principali. Infatti, invece di giacere in un iperpiano, tutte le 
rette passauti per uno di questi punti appartengono a 2. Ne 
risulta che i complessi lineari che corrispondono allé curve H0 
hanno per equazioui quelle dei complessi lineari di uno spazio 
lineare a x — 4 dimensioni. Dunque le curve H0 appartengono
ad un sistema lineare |H0| di dimensione — (jc — 3) (it — 4) — 1.

Una curva H0 incontra K0 in 6(jc — 1) — 6 = 3v(v — 1) — 12 
punti e d’altra parte possiede sei punti multipli di ordine
— lv*— v — 2)— 1 sopra questa curva. Dunque K0 è fonda-

(9) Recherches sur les involutions cycliques appartenant à une surface algé­
brique (Bulletin de l’Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 450-467).
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mentale per |H0|; il numéro delle curve H0 linearmente indi- 
pendenti e contenenti K0 è — (jt - 3)(jt — 4) — 1. Ne risulta che

la curva L appartiene ad — 3)(Jt — 4) — 1 complessi linea-
ri indipeudenti. Nello spazio lineare Stt: — 4 di cui sopra questi 
complessi hanno un numéro finito di rette in comune. Ma al- 
lora la curva L deve appartenere ad uno spazio lineare deter­
minate da una di queste rette e dal piano Oj^ 02 03, cioè ad uno 
spazio a quattro dimensioni. Si lia allora ir = 5, cioé v(v —1)=10, 
il chè è impossible.

11 genere geometrico della superficie c£> è dunque pg = 0.

6 _ Possiamo dimostrare adesso che la superficie d> è 
regolare.

Infatti se <E> non fosse regolare apparterrebbe alla classe 
delle rigate e conterrebbe un fascio di curve razionali, oppure 
sarebbe una superficie ellittica (pa = - 1) e conterrebbe un 
fascio ellittico di curve.

In ambedue i casi al fascio di curve corrisponderebbe sulla 
superficie F un fascio irrazionale (di généré — pa se è rigata, 
di genere uno se <î> è ellittica) di curve. Ma si sa che sopra la 
superficie che rappreseuta le coppie (non ordinate) di punti di 
una curva di genere maggiore di uno, non esistono fasci irra- 
zionali; abbiamo dunque, per la superficie <h, pa = 0.

7 — Supponiamo che la superficie <E> possegga una curva 
bicanonica. La trasformata di questa curva sulla F sarebbe una 
curva del sistema |-'H|, possedente dei punti multipli di ordine 
2(v - 1) in 023, 023',..., Oa3<v-2), 03l, O,031(v-2), Ol2, 
012',..., 012<v-2) e dei punti di molteplicità v2 — v — 2 in Ou,
On', 022, 022', 033, 033 .

Indichiamo cou (2H)0 queste curve bicanoniche.
Una curva (2H)0 incontra una curva K in 2v(v — 1) - 6 

punti ed incontra per es. la curva K, nei puuti multipli in

v (2 v — 2) 4- 2 (v! — v — 2i = 4 v (v — 1) — 4

punti; dunque le curve (-H)0 coutengono K, ed analogamente 
anche K2, K3.
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Oonsideriamo ora il sistema

|(2H)0 — 2 (v — 1) (K, 4- K2 fK,)||

le curve di questo sistema passauo v* — 3v volte per i punti 
On, Ou',.--, 012', ma non incontrano Kj, K2, K, fuori di 
questi punti.

Una curva K incontra le curve del sistema precedente in 
2v(v — 4) punti; le curve Kn K2, K3 incontrano ciascuna le 
curve del sistema in 2vvv — 3) punti, quindi il sistema ha K,, 
Kj , Ks come componenti fisse.

Oonsideriamo infine le curve

(3) UH)» - 2(2v _ 2 -h i) (K, + K2 + K3);

esse incontrano una curva K in 2v(v — 4) — 3i punti. Le curve 
K,, Kt, K3 incontrano le curve (3) in 2v(v- 3) - 2i punti fissi, 
rispettivameute On ed On', 022 ed 022', 033 ed 083', multipli 
di ordine v(v — 3) — i per esse.

Abbiamo osservato che v — 2 non puô essere multiple di 
2 v ( v — 4)3, dunque i =------------- è intero Per questo valore di i, le

curve (3) non incontrano più le curve K. Osserviamo che le 
curve H incontrerebbero la curva (3), per il dato valore di i, in

2 (j: — 1) (4 ju - 9) - 2(v! — v — 3,* = — v(v - 1)

punti. Dunque, queste curve non esistono e si ha, per la super­
ficie <I>, il bigenere P2 = 0.

La superficie <t> ha dunque i generi pa = P2 = 0 ed è ra- 
zionale per i! teorema di Oastelnuovo.

8 — Ad una curva K corrisponde sulla superficie <1> una 
curva M' di genere it. Diciamo K', K",..., K<p-1) le trasformate 
di K mediante T, T8,..., Tp_1. La curva M' corrisponde anche 
a queste curve. Osserviamo che i punti comuni a K e K(1), K 
e K(p_i) appartengono ad uno stesso gruppo di I, quindi a 
questo gruppo corrisponde un punto doppio di M'. La curva
M' ha dunque — (p — 1) punti doppi Quando K varia in jKJ, 
M' varia in un sistema continuo jM'j. Le curve M' apparten-
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gono ad una rete |M| di grado p = v2 — v + 1 e di genere 

* + y(P — l) = v(v - 1).
Alla involuzione J, di ordine p2, corrisponde snlla <1> una 

involuzione J', di ordine p (non ciclica). I gruppi di questa 
involuzione sono i gruppi caratteristici della rete |M|.

Abbiamo visto che snlla F i punti uniti di J sono quelli 
delle curve Kn K2, K3 e qnelli della curva D, luogo dei punti 
comuni allé curve K passanti per i gruppi della involuzione y 
sulla K0. Alla curva D + K0 corrisponde snlla 0 una curva M0. 
I punti doppi di una curva M' appartengono alia curva M0 e 
questa curva M' tocca M0 in un’altro punto (che corrisponde 
al gruppo di y considerato sulla K0, cioè al gruppo di I ta- 
gliato sulla K„ delle curve K, K',..., K(p-1) omologhe di M'). 
I punti doppi, contati due volte ed il punto di contatto, for- 
mano un gruppo di J'.

Allé curve Kx, l\2, K3 corrispondono sopra <I> curve razio- 
nali M,', M2', Ms' che, contate p volte, sono curve dijM'j. Esse 
toccano M0 ciascuna in un punto.

Osserviamo che una curva M incontra M0 in due gruppi
di J', ognuno composto da — ( p— 1 ) punti da contare due£
volte e da un altro punto.

Riferiamo proiettivaraente le curve della rete |M| allé rette 
di un piano a. Ai punti di questo piano corrispondono i gruppi 
di J’ .

Alla curva M0 corrisponde uel piano a una conica T, ed 
allé curve M/, M,’, M3’, delle rette rx, T2, r3 tangenti alia 
conica.

La superficie raziouale <I» è équivalente ad un piano multi- 
plo di ordine p, essendo la curva di diramazione composta 
dalla conica ro e dalle tangenti T,, r2, r3 ad essa; ai punti
di ro corrispondono gruppi di —(p — 1) + 1 punti di cni —
(p — 1) debbono essere contati due volte. Ai punti di 
corrispondono punti da coutare p volte.

Liegi, li 9 Pebbraio 1956


