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Sur les tétraèdres de Moebius 

par LUCIEN GODEAUX 

On sait que l’on appelle tétraèdres de Moebius deux tétra- 

èdres O,0,0:0,, O°,0°,0",0", inscrits et circonserits l’un à 
l’autre. Les points O',, O’,, O', O”, appartiennent respective- 
ment aux plans O,0,0,, 0504,0,, O,0,0,, O,0,0, et les points 

O, O,, O,, O, respectivement aux plans 0°,0"30",, 0°,0"401", 

0°,0",0", 0°,0",0"3 On sait aussi qu’il existe une homographie 
biaxiale harmonique faisant correspondre les points O,, O9, Og, O4 

respectivement aux points O’,, O', O, O', (*). Nous nous 
proposons de former les équations de cette homographie en 

utilisant la représentation des tétraèdres de Moebius due à 

J. Neuberg (?). 
Deux tétraèdres de Moebius déterminent un faisceau -de 

surfaces du quatrième ordre dont nous donnons quelques pro- 

priétés. 

1. —- Prenons le tétraèdre O,0,0,0, comme figure de réfé- 

rence. D’après J. Neuberg, les coefficients des équations des 

faces du second tétraèdre sont les éléments d’un tableau carré 

symétrique gauche. Nous écrirons les équations de ces faces 

sous la forme 

œ,(x) = A19%9 + A13%3 + A14%4, = , 

da(x) = — 419%1 ' + dag%3 + Ag4%4 = Ô, 

g(x) =— — A13%1 — Aog%9 + ag4%, = Ô, 

d,(%) = — 414%1 — Aga%5 — Aga%3 =0 

(1) Voir par exemple nos Leçons de Géométrie projective (Liège, Thone, 

1933), pp. 223 et suiv. 

(2) J. NEUBERG : Sur les tétraèdres de Moebius (Mémoires de la Soc. 

Sc. de Liège, 1884, 2 série, t. XI). 
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Les sommets O”,, O, O"3, O, du second tétraèdre ont respec- 

tivement pour coordonnées 

O* : 0, Aga TT 4w 423> 

O'3: — Az, 0, 14 TT Ün3 

0”3 : Agg, — U10 0, 12 

041 —, 4135 -— Z, 0. 

Ces coordonnées forment également un tableau carré symé- 

trique gauche, comme Neuberg l’a d’ailleurs remarqué. 

2. — Supposons que l’'homographe H, 

9X"; = Par4 } OiaŸe + Pista + Piata » 
@ = 1, 2, 3, 4) ' 

fasse correspondre O”,, 0”3 O”3, O"4 resi>ectivement à O,, 030304 

et inversement. 

En exprimant qu’au point O, (1, O, O, 0) correspond le point 

O”1(0, @34, — 422, 493), ON A 

11 0. Pn # Pitans Par # —P1ñoa  Par # 0149 - 

En exprimant de même que O, correspond à O',, O, à O3 
et O, à O’, on trouve, pour les équations de H, 

/ A 
PR 1 — —— Pañgats } Pstloats — Patog%a » 

+ 

EX 9 — P1434%1 — Pat14%3 + Pabigts , 
p 

EX 3 = — Pafoa%1 + P2414%2 T7 Pad12%4 ; 
# 

EX 4 # P 1423%1 — Pol18%3 F PsC12%3 ' 

EÉcrivons maintenant que le point O”, correspond au point 

O,; cela donne 

_— 2 2 2 
= T7 4 34P92 —— 4 2aP3 77 A" a3Pa » 

= 4449403 À T1s%aPa ; 

=— 44443403 -— AraÜagPa » 

c
e
o
c
o
®
 

— — V13ÜgaP2 — T12424P3
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Représentons par À le produit des six nombres à19, 419, <, 

à34, par À; le produit des trois de ces nombres qui possèdent 

l’indice 7, par A’; le produit des trois autres nombres, qui ne 

possèdent donc pas l’indice 7 (A = A,A";). 

Les équations précédentes donnent 

Pa ! P3 ! P4 = Â9 ! —— Az : À4 . 

En exprimant de même que l’homographie H fait correspondre 
O, à O”,, on trouve 

1 ! P3 ° P4 # — Ày ! — Âg ! Âg- 

On en conclut que l’homographie H a pour équations 

px', = — À, a(«), 

px', - == A'0(x), (4) 

px', — —- À's œa(x) , ; 

px 4 = A', œ,(x) 

P°'1<xl) =— A,9x,, \ 

poc2(x:) = AzpX, , z (2) 

pug(v") = — AspXa , > 

poy(x") == ÂAgpr , 

où l’on a posé 

® = 449434 — 413494 — 414428 - 

Les équations (1), (2) montrent que H est bien harmonique. 

3. — L’équation caractéristique de l’homographie (1) se 

réduit à 

(e? — Ag)? =0 
et par conséquent, H est bien biaxiale. 
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Les équations des axes ponctuels de l’homographie H sont, 

pour la racine p = V Æ de l’équation caractéristique 

ÿ=VAgx, +A"u,(4) = 0, 4= V Apr—A"gua(x) = 0 
J> V Aox,+A"gg(x) = 0, v,= V Apx —A" yg(x) = 0 

et pour la racine p = — VÀ:;, 

== VÆX1_A/1ŒI(x) =0, d \/Æx2+A'2a2(x) =O’ 

; La L , (4) 

Y== V Aqag —A 305(7)=0, v> V Age, H A gog(0)=0. 

Les quatre équations (3) représentent quatre plans passant 

par un axe a de l’homographe H; les équations (4), quatre plans 

passant par le second axe a’. 

Observons que l’on a d’ailleurs 

\/Âg v — Â, (@19V H A15Ÿ5 F A14Ÿ4) = 0 

et d’autres relations analogues. 

4. — Les faces de chacun des tétraèdres de Moebius, prises 

dans leur ensemble, constituent deux surfaces du quatrième 

ordre déterminant un faisceau dont la surface générale F 

a pour équation 

x1(x)x2(*)3(w)œ,(w) + Rx 1x9xg04 = 0. 

Désignons par | £n la droite d’équations 

œ;(x) = 0, x = 0, ( k=1,3,3,4). 

On voit que la surface F contient les 16 droites £n ; ces droites 

constituent d’ailleurs la base du faisceau engendré par la sur- 

face lorsque k varie. 

Le plan tangent à la surface F au point O, a pour équation 

œ,(x) = 0Ü; il coupe la surface suivant les droites g,1, Z12, 13 £14- 

Les trois dernières de ces droites passent par le point O;; 

donc ce point est un point d’Eckardt de la surface, c’est-à-dire 

que toutes les sections de la surface par des plans passant par 

O, ont un point d’inflexion en O,.



— 468 — 

Il en est de même des autres sommets des tétraèdres de Moe- 

bius, donc la surface F possède huit points d’Eckardt. 

Le plan tangent en un point x de la droite g,, à la surface F 

a pour équation 

x9(X)ag(x)xg(x)a,(X) + kxgx5x4X, = 0 - 

Ce plan est toujours bien déterminé, donc tous les points de la 

droite g,, sont simples pour la surface. 

Le plan tangent à la surface F en un point x de la droite 

£19 à pour équation 

œ9(x) ag(x)4(x)a1(X) + RX4X3% 4X3 = 0 - 

Il est également toujours bien déterminé et par conséquent 

tous les points de la droite g,2 sont simples pour la surface. 

Il en est de même des autres droites g,, et tous les points des 

16 droites g, sont simples pour F., 

Chacune des 16 droites g,, en rencontre six autres. En effet, 

la droite g,, où à et k sont fixés, appartient au plan œ,;(x) = 0 

et rencontre les trois autres droites situées dans ce plan, et au 

plan x, = Ü et rencontre les trois autres droites situées dans 

ce plan. 

5. — L'homographie H échange entre elles les surfaces du 

faisceau |F| déterminé par les tétraèdres de Moebius. A la 

surface F, H fait précisément correspondre la surface 

ka1(x)a9(%)49(%) 04() + ptxyxax3%4 = 0; 

à cette surface, H fait correspondre la surface F. 

Il y a deux surfaces du faisceau ]F| transformées chacune en 

soi par l’homographie H, à savoir les surfaces 

, (x)ag(x)xg(X)ag(w) Æ p'a1xa%a%4 = 0. 

Observons qu’en utilisant les équations (3), (4), nous avons 

QV Ag, = 4 4 Vn 2A , a() = (— 1S (8— , 
(@=1, 2, 3, 4) . 
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L'équation de la surface F,, 

4,(x)ag(1)œ3(x)x,(x) + pPx'1x9%3%4 = 0 

peut donc s’écrire sous la forme 

Vibabada H Vibod'ad"a H - + d'ad'otata H d'IVaWigV', = 0 

et l’équation de la surface F,, 

, (x)ag(x)a9(x)x,(x) — °x x9x3%4 = Ô 

sous la forme 

VV 2 30"a+ V'aVaV a0"a + V'AV'aV50"4 4 VUV 2V 304 

+ “PI1“P2%\D4 + LP1“P/2‘I)3‘P4 + ©14”2"—V3‘% + “P1‘P24”3‘V4 =0. 

La surface F, passe donc par les axes ponctuels a, a° de l'ho- 

mographie H, tandis que la surface F, rencontre chacun de ces 

axes en quatre points situés sur les droites 811, 8oz» &s> Bas 

(qui appartiennent à la surface). 

L'homographie H engendre donc, sur la surface F,, une invo- 

lution, du second ordre présentant huit points unis; et comme 

F, est une surface de genres un, il en est de même de l'involu- 

tion. Par contre, sur la surface F,, de genres un également, 

l’homographie H engendre une involution du second ordre 

rationnelle. 

6. — Dans le système des quadriques, il existe deux systèmes 

linéaires de quadriques transformées chacune en soi par l'ho- 

mographe H. L’un, © 3, est formé par les quadriques passant 

par les axes a, a’ de l’homographie; l’autre, que nous désigne- 

rons par |Q}, a la dimension cinq et est dépourvu de points-base. 

Rapportons projectivement les quadriques de ]Ql aux byper- 

plans d’un espace linéaire S, À la surface F, correspond dans 

S, une surface ®,, d’ordre huit, image de l’involutoin engen- 

drée par H sur F,. La surface ®, possède huit points doubles
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coniques, correspondant aux points de F, situés sur les axes 

a, a’ de H ("). 
Remarquons que les droites #11, 22 &ag, L4a SoNt transfor- 

mées chacune en elle-même par H; il leur correspond donc sur 

®, des droites g'11, £'a9» &'a3> E'a4- Si nous désignons par P, le 

point double de ®, qui correspond au point de F, situé sur a 

et g,, par P’, le point double homologue du point de F, situé 

sur a' et g,, la droite g', contient les points P,, P*,. 

A la droite g,,, l’homographie H fait correspondre la droite 

ga1 et à l’ensemble de ces droites correspond sur ®, une conique 

Y12 QUi rencontre les droites g'41, &'2e- 

De même, au couple de droites @ £n (I # k) correspond 

sur ®, une conique y,, et on a donc six coniques Mn Vio< < +>Ÿs4- 

Au Couple O,0", correspond sur ®, un point O 

Le point O, appartient aux con1ques Y1> Y1> Y14 le point 02 

aux coniques Ÿ11, Yas> Yog le pomt O, aux coniques Y15, Ys Y34 

et enfin le point O, aux coniques 14> Ysas Yaa- (°) 

Liège, le 17 juillet 1951. 

(!) Voir notre Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un 

nombre fini dé points de diramation (Annales de la Fac. des Sc. de 

Toulouse, 1914, pp. 289-312). 

(2?) Ce travail était écrit lorsque nous avons en connaissance d’une 

intéressante note de M.J. Brr0 : Sur les homographies ayant des tétraè- 

dres homologues formant un couple de Moebius (Maihesis, 1951, 

n°° 5-6, pp. 172-176), paru en août dernier, où les équations de l’homo- 

graphie H se trouvent établies.


