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Sur les tétraedres de Moebius

par LUuciEN GODEAUX

On sait que 'on appelle tétraédres de Moebius deux tétra-
édres 0,0,0,0,, 0',0,0',0", inscrits et circonscrits I'un a
l'autre. Les points O;, Oy, O,, O, appartiennent respective-
ment aux plans 0,0;0,, 0,0,0,, 0,0,0,, 0,0,0, et les points
0,, 0y, O,, O, respectivement aux plans 0’,0',0',, 0';0',0,,
0’,0',0',, 0',0',0',. On sait aussi qu'il existe une homographie
biaxiale harmonique faisant correspondre les points Oy, Oy, Og, Oy,
respectivement aux points O’;, Oy, O';, O', (Y. Nous nous
proposons de former les équations de cette homographie en
utilisant la représentation des tétraédres de Moebius due a
J. Neuberg (3.

Deux tétraédres de Moebius déterminent un faisceau -de
surfaces du quatriéme ordre dont nous donnons quelques pro-
priétés.

1. — Prenons le tétragédre 0,0,0,0, comme figure de réfé-
rence. D’aprés J. Neuberg, les coefficients des équations des
faces du second tétraédre sont les éléments d'un tableau carré
symétrique gauche. Nous écrirons les équations de ces faces
sous la forme

(%) = Ayp%y + Aya%y + A9y =0,
ap(%) = — ay9%y ' + Aggxy + Aga¥y = 0,
ag(X) = — Ay3%; — Ayz¥y + agex, =0,
0g(X) = —— Ay % — Ayg¥y — Ag3yXy =0.

(1) Voir par exemple nos Lecons de Géométrie projective (Liége, Thone,
1933), pp. 223 et suiv.

(3) J. NEUBERG : Sur les tétraédres de Moebius (Mémoires de la Soc.
Sc. de Liége, 1884, 2¢ série, t. XI).
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Les sommets O';, O',, O';, O, du second tétraédre ont respec-
tivement pour coordonnées

0'y: 0, A3q oy, @93,
Oy — ag, 0, Argr T Gy
0y Agg, 14, 0, @12,
Oy — dys, dy3, — dqs, 0.

Ces coordonnées forment également un tableau carré symé-
trique gauche, comme Neuberg l'a d’ailleurs remarqué.

2. — Supposons que l'homographe H,

ox's = p¥y -+ pia%s t pus¥s + Pia¥a
(=1, 2, 3, 4) ‘
fasse correspondre O’;, 0’5, 0’5, 0y resi)ectivement 20,,0,,0,,0,
et inversement.

En exprimant qu’au point O, (1, 0, 0, 0) correspond le point
O'1(0, agy, — gy, @1y3), 0N 2

e11= 0, 0p1 = 1920 P31 = —p1%4 P41 = P1a3 -

En exprimant de méme que O, correspond a O';, Oz & Oy
et O, a O, on trouve, pour les équations de H,

4 -

px 1= —— Palas¥s F Palaa¥y — P 403Xy ,
7

PX g = p1l34%y —P3®14%5 t Pul13%4
;.

PX'y = —— 0 104%1 F Pall14%s —-Pal12%y

7
PN g = p1llagXy —— Pall13¥s -+ P3@19%5 .

Ecrivons maintenant que le point O’; correspond au point
O,; cela donne

I

2 2 2
— A%34Po — A%4P3 — %2304
1409403 + A1302304 ,

= d14934P0 — @14%23P 4 »

l

o O o™

= —— Aq303402 7 @12%24P3
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Représentons par A le produit des six nombres aqy, a3, ...,
a4, Par A; le produit des trois de ces nombres qui possédent
Iindice 7, par A’; le produit des trois autres nombres, qui ne
possédent donc pas lindice ¢ (A = AA").

Les équations précédentes donnent

PalPaipg = Api-— Ay AL

En exprimant de méme que 'homographie H fait correspondre
0, a Oy, on trouve

f1ipsipa=—Ay1— Ay A,
On en conclut que 'homographie H a pour équations
px'y = — Ay ay(v),
px'y == Ay ap(v), (1)
ox’y = —- A’y ay{x) N
px'y = Ay ay(x).

Un calcul simple montre que 1'on a

.|

|

m::> ,_.;D
228

ot I'on a posé
@ == Aqplgq — Aqzlhay | A14ds3 .

Les équations (1), (2) montrent que H est bien harmonique.

3. — 1 équation caractéristique de I’homographie (1) se
réduit a

(62— Ag)? = 0

et par conséquent, H est bien biaxiale.
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Les équations des axes ponctuels de 'homographie H sont,

pour la racine g = V/ A; de I'équation caractéristique

U=V Agx +A oy (n) = 0, dym=V Agx,—A'yay(x) =

0
— , o o)
Yo="V Apry+A'yoy(x) = 0, =V Apx,—Ajo,(x) = 0

et pour la racine p = — \/1—\:;,

V= \/K‘;xl_Allfxl(x) =0, {= V£x2+A'2a2(x)

::O,
7 14 ! ’ (4)
V=V Apr;—A'ay(x) =0, {';==+/Agx,+A'ja,(x)=0.

Les quatre équations (3) représentent quatre plans passant
par un axe ¢ de 'homographe H; les équations (4), quatre plans
passant par le second axe a’.

Observons que 'on a d’ailleurs

\/E by — A% (@09 + a4 ag4¢,) =0

et d’autres relations analogues.

4. — Les faces de chacun des tétraédres de Moebius, prises
dans leur ensemble, constituent deux surfaces du quatriéme
ordre déterminant un faisceau dont la surface générale F
a pour équation

oy (%) otg (%) ot (%) g (%) + Rxyxx9x, = 0.
Désignons par | g la droite d’équations
wx) =0, %=0, @ k=1 2 3 4).

On voit que la surface F contient les 16 droites g ces droites
constituent d’ailleurs la base du faisceau engendré par la sur-
face lorsque % varie.

Le plan tangent A la surface F au point O, a pour équation
a(%) = 0; il coupe la surface suivant les droites gy, g15, £13, Z1a-
Les trois derniéres de ces droites passent par le point Oy;
donc ce point est un point d’Eckardt de la surface, c’est-a-dire
que toutes les sections de la surface par des plans passant par
0O, ont un point d’inflexion en O,.
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Il en est de méme des autres sommets des tétraedres de Moe-
bius, donc la surface F posséde huit points d’ Eckardt.

Le plan tangent en un point x de la droite g;; a la surface ¥
a pour équation

ot (%) o 20) g () 01 (X) 4 Agrign, Xy = 0

Ce plan est toujours bien déterminé, donc tous les points de la
droite g,, sont simples pour la surface.
Le plan tangent a la surface F en un point x de la droite

g12 @ pour équation
oy (%) otg (2) org () g (X) + Ry, Xy = 0

Il est également toujours bien déterminé et par conséquent
tous les points de la droite g, sont simples pour la surface.

Il en est de méme des autres droites g;, et tous les points des
16 droites g,, sont simples pour I.,

Chacune des 16 droites g, en rencontre six autres. En effet,
la droite g, ol ¢ et k sont fixés, appartient au plan o (x) =0
et rencontre les trois autres droites situées dans ce plan, et au
plan x, = 0 et rencontre les trois autres droites situées dans

ce plan.

5. — T homographie H échange entre elles les surfaces du
faisceau |F| déterminé par les tétraédres de Moebius. A la
surface T, H fait précisément correspondre la surface

Focy (%) oy (%) otg (%) 04 (%) + @i XpXg%y = 0;

4 cette surface, H fait correspondre la surface F.
Il v a deux surfaces du faisceau ]Fl transformées chacune en
soi par U'homographie H, & savoir les surfaces

oy (%) g () oy (%) g (%) b @71 XpXg%y = 0.
Observons qu'en utilisant les équations (3), (4), nous avons

9V Agw, = s+ Vi 2A% a®) = (— 1) (5— ),
(=12 3 4 .
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I équation de la surface F,,
oty (%) otg () o5 () 24 (56) 4 @24 H9x520, = 0

peut donc s’écrire sous la forme

Gralas -+ Ura¥ sl s + oo A i abady o+ s =0
et I'équation de la surface I,

oy (20) ot (%) ot () 04 (%) — @20 X X%, = O
sous la forme

R R S LR R VI I S P L P
+ “Pll%%\% + ‘pﬁplz%‘h + ¢1¢Z¢/3¢4 - ¢1¢2¢3¢,4 =0.

La surface F, passe donc par les axes ponctuels a, a’ de I'ho-
mographie H, tandis que la surface ¥, rencontre chacun de ces
axes en quatre points situés sur les droites giy, £os, 33 £as
(qui appartiennent a la surface).

L homographie H engendre donc, sur la surface Fy, une invo-
lution, du second ordre présentant huit points unis; et comme
F, est une surface de genres un, il en est de méme de I'involu-
tion. Par contre, sur la surface I, de genres un également,
I'homographie H engendre une involution du second ordre
rationnelle.

6. — Dans le systéme des quadriques, il existe deux systemes
linéaires de quadriques transformées chacune en soi par l'ho-
mographe H. I, un, ® 3 est formé par les quadriques passant
par les axes a, a’ de 'homographie; l'autre, que nous désigne-
rons par IQ}, a la dimension cinq et est dépourvu de points-base.

Rapportons projectivement les quadriques de !Ql aux hyper-
plans d’un espace linéaire S;. A la surface F, correspond dans
S, une surface ®,, d’ordre huit, image de I'involutoin engen-
drée par H sur F,. La surface ®; posséde huit points doubles
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coniques, correspondant aux points de T, situés sur les axes
a, ' de H (Y.

Remarquons que les droites gy;, gs9, €33, gaa Sont transfor-
mées chacune en elle-méme par H; il leur correspond done sur
®, des droites g'1y, £'5s €33 & aa- Si nous désignons par P, le
point double de @, qui correspond au point de F; situé sura
et g, par P’; le point double homologue du point de F, situé
sur a’ et g, la droite g';; contient les points P;, P’

A la droite gy, Phomographie H fait correspondre la droite
gy1 et & Pensemble de ces droites correspond sur @, une conique
1, qui rencontre les droites g'y;, g's.

De méme, au couple de droites g, g, (i # k) correspond
sur @, une conique y;, et on a donc six coniques Y1z Yie oo Yaae

Au couple 0,0’; correspond sur @, un point O

Le point O, appartient aux comques Y12 Y13 Yie le point 02
aux coniques Yii, Yas Yoa 1€ pomt O, atx coniques ¥y, Yos Ysa

et enfin le point O, aux coniques Yy, Yoo Yaa- (?)

Liége, le 17 juillet 1951.

(1) Voir notre Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un
nombre fini de points de diramation (Annales de la Fac. des Sc. de
Toulouse, 1914, pp. 289-312).

(2) Ce travail était écrit lorsque nous avons en connaissance d'une
intéressante note de M.J. BIro : Sur les homographies ayant des tétrae-
dres homologues formant un couple de Moebius (Mathesis, 1951,
noo 5-6, pp. 172-176), paru en aofit dernier, olt les équations de I’homo-
graphie H se trouvent établies.



