Extrait de Mathesis, LIX, 1950.

SUR UNE COURBE ALGEBRIQUE GAUCHE
DU SIXIEME ORDRE,

par M. Lucien Godeaux,
Professeur a I'Université de Liege.

1. La courbe
«*1x2 + «2*ox3 + «3¥3+1 = o,
ou v est un entier au moins égal a 2, est transformée en soi par I’'homo-
graphie
Xp:*2 ' %3 = =1 | s*2 . §*3
ou £ est une racine primitive d’'ordre p = v2—v -f- 1 de l'unité et
ou I'on a a=vwv—2v+ 2 (). L’homographie a la période p.
Nous allons considérer le cas v = 5. La courbe est alors du sixiéme

ordre et I'homographie a la période p — 21 ; on a « = 17,
L’équation de la courbe s’écrit

«*1x2 + «¥r3 + 3*371 = 0 (1)

et nous désignerons par H I’'homographie

Cette homographie présente trois points unis qui sont les sommets
du triangle de référence. Sur la courbe (1), elle détermine une involu-
tion y21 d’ordre 21.

L’homographie HT a la période trois ; elle a pour équations

= *i:y*2 s,

ouy) = €7 est une racine cubique primitive de I'unité. L'homographie
H7 a évidemment les mémes points unis que H et n'en a pas d’autres.

2. Dans le plan, I'nomographie H7 engendre une involution du troi-
sieme ordre, chaque groupe de cette involution étant formé d'un
point et de ses transformés par H7 et H14.

P) Sur quelques courbes planes contenant des involutions cycliques (Nieuw
Tijdschrift voor Wiskunde, 1947-48, pp. 163-165).
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Les courbes
XgxIX2X3 ' MIXT # A2X2 + X$*3 =0 2

sont transformées en elles-mémes par H7 et deux de ces courbes ont
en commun trois groupes de I'involution.
Posons
X0 Xj X2 X3 = xIx2x3: x\ 1 x\: I8 ®3)

et interprétons X0, Xx X2, X3 comme coordonnées des points de I'es-
pace. L'élimination de x donne I'équation

XxX2X3 = XJ

d’une surface F dont les points représentent les groupes de I'involu-
tion ().

F est une surface cubique présentant des points doubles biplanaires
aux sommets O,, 02 03 du tétraédre de référence.

La courbe (1) étant transformée en soi par H7, cette homographie
détermine sur cette courbe une série y3 d’ordre trois. Aux groupes de
cette série correspondent sur F les points d'une courbe C du sixieme
ordre. En effet, les courbes (2) découpent sur la courbe (1) des groupes
de 18 points formés de six groupes de y3. Or, a une courbe (2) corres-
pond, par les formules (3), une section plane de F ; cette section plane
rencontre donc la courbe C en six points.

3. Pour obtenir les équations de la courbe C, multiplions I'équation
(1) par x3x\. En tenant compte des équations (3), on obtient

XFX2 + «@X0X]| -f «3X*X3 = 0, 4

De méme, en multipliant I'équation (1) par xax§, ou par x3xf, on
obtient

CIXEXK + a2X$X3 F a3X0X§ = 0, (5)
«XOXF + a2X;;X? -j- a3X3Xx = 0. (6)

En tenant compte de I’'équation de F, on obtient ainsi quatre sur-
faces passant par C. Il en résulte que les équations de C peuvent
s'écrire sous la forme

«iXx X,, 0 —_><3
—><x X,, 0
E3X3 0 -><2 X

(I) Etude élémentaire sur I’lhomographie plane de période trois et sur une surface
cubigue (Nouwvelles Annales de Mathématiques, 1916, pp. 49-61).
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Les points Ox, 02, 03 sont simples pour la courbe C. Démontrons-le
pour le point Ox. Les équations (4) et (6) montrent que la courbe passe
simplement par ce point et y a comme tangente la droite X0 = X2 = 0.

A I'homographie H correspond, par les équation” (3), une homo-
graphie Hj de I'espace, dont les équations peuvent s'écrire

X0 Xi 0 X2: X3 = (6X0: Xx: CX2; C*X3,

ou C = e3 est une racine primitive d’ordre sept de l'unité.

Cette homographie transforme C en soi ; elle posséde comme points
unis les sommets du tétraédre de référence. Sur la courbe C. Hx déter-
mine une série y7 d’ordre sept, présentant trois points unis Ox, 02, Oa

4. On peut obtenir une autre surface passant par la courbe C de la
maniére suivante : Elevons les deux membres de I'équation (1) au
cube ; en tenant compte des équations (3), on obtient

axXfX?2 + d2X2X3 + a3X3Xi
+ 3X0K«2Xi>X! + ala3X|X§ + alarXf)
+ 3Xl(ala3X1X3 + o&XFXt + a|a2XgX?)
+ (5axa2«3Xg = .

C'est une surface du sixieme ordre. Nous allons montrer quelle
oscule la surface F le long de la courbe C ().
Dans ce but, observons que les équations (7) entrainent

fIjXxY0 + X0Yx — X3Y3 = 0,
«iXjYq— XxYx + X0Ya = 0,
fI3X3Y0 — X2Y2 + X0Y3 = 0.

Ce sont les équations de trois réciprocités entre les espaces (X),
(Y) ; elles établissent une correspondance birationnelle entre les points
de ces espaces (2). Des équations précédentes, on déduit

(i) Cette propriété résulte de la théorie des involutions appartenant a une
surface algébrique. Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant
a une surface algébrique (Act. Scient., N° 275, Paris, Hermann, 1935).

(a) Cette transformation est un cas particulier d’une transformation classique.
Voir par exemple notre Géométrie algébrique, tome 1, p. 110 (Liége, Sciences et
Lettres, 1948).



— 159 —

PX0 — ¥iv2y3 aiazaz~o-

PXi = «2a3" | + azrorz -j- Y*Y,,
px2 = «%YgY2 + a3Y0Yf + YfY,,
PX3 = «]«2YoY3 + «iY0Y| + Y?Y2

~

A la surface F correspond le plan Y0 = 0. A la surface (8) corres-
pond une surface qui doit avoir un contact du second ordre avec le
plan Y0 = 0 le long de la courbe d’intersection. S’il en est ainsi, en
faisant Y0 = 0 dans I'équation de la surface, cette équation doit
devenir un cube parfait. On peut poser Y0 = 0 avant d'effectuer la
transformation ; on trouve ainsi, pour I'équation de la courbe d’inter-
section de la surface et du plan Y0 =0,

YIY, Y, («1YiYi + «2Y3Yjf + aaY\Y%f = 0.

Le facteur YjY2Y3 provient des éléments fondamentaux de la trans-
formation et la courbe

Yo=0,  YJY|+ QYIYf+ a3YAY| =0

est la transformée de la courbe C.

L’équation (8), ou I'on suppose al variable par exemple, donne un
exemple d’'une famille de surfaces qui ont un contact du second ordre
avec leur enveloppe.5

5. Appelons A la développable lieu des plans tangents aux surfaces
F et (8) aux points de la courbe C.

Pour trouver la classe de A, considérons la quadrique polaire d'un
point quelconque de I'espace par rapport a F. Cette quadrique passe
pai les points doubles biplanaires Ol 02, O3 de P ; elle rencontre
encore C en dehors de ces points en 9 points. Le plan tangent a F en
un de ces points passe par M et par conséquent A est de classe 9.

Reprenons le méme raisonnement en considérant la surface (8).
La polaire du point M par rapport a cette surface est du cinquieme
ordre ; elle ne passe pas par les points Oj, 02 03, qui sont simples
pour la surface (8) ; elle rencontre C en 30 points don 9 sont les points
de contact des plans tangents a F et a (8) passant par M. Soit P un
des 21 points restants.

Le point P est simple pour F et le plan tangent ro & F en ce point
est bien déterminé ; il ne passe pas par M. Si le point P était simple
pour la surface (8), le plan tangent a cette surface en ce point d’'une
part passerait par M et d'autre part coinciderait avec m. L’absurdité
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a laquelle nous parvenons montre que P doit étre double (au moins)
pour la surface (8).

Puisque les surfaces F et (8) ont un contact du second ordre le
long de C, toute droite passant par P et située dans m doit rencontrer
la surface (8) en trois points confondus en P. Il en résulte, si P est
double pour (8), que cette droite doit étre tangente a cette surface
en P. En d’autres termes, le plan w doit étre tangent a la surface (8)
en P et ce point est en général double biplanaire pour la surface. Par
conséquent :

La surface (8) a un contact du second ordre avec la surface cubique F

le long de la courbe C et possede 21 points doubles biplanaires sur cette
courbe.

6. Supposons que, dans I'équation (1), nous ayons a, = a2 = a3
La courbe qu’elle représente est alors transformée en soi par I’homo-
graphie 0 d’équations

x1. X2 xXg — X2. X3. X].

L’homographie 0 a la période trois et posséde trois points unis,
les points (1, 1, 1), (1, 7), y]9), (1, 72, rf), ou y) est une racine cubique
primitive de I'unité. 0 engendre donc sur la courbe (1) une involution
Ys d’ordre trois, privée de points unis, car la courbe (1) ne passe pas
par les points unis de 0.

Considérons le groupe de neuf points

(ri, x2, x3), (x2, Xg, Vj), (r3,  x2),
(*+, AX2, 71%), {Xx2 riXg, 71%), (x3, 7]*!, 7]2*2),
(XIt 7)2*2, -gXg), (<=, yfX3, Tpi), {Xg, rpXj, -gXg).

Si I'un de ces points appartient a la courbe (1), il en est de méme
des autres. Les trois lignes donnent trois groupes de trois points de
Ys et les trois colonnes donnent trois groupes de trois points de y3
A ce groupe de neuf points correspond sur C un groupe de trois points

(X0, X1( X2, X3), (X0, X2, X3 X,), (X0, X3, X,, X2).

La courbe C est donc transformée en soi par I’hnomographie 0', de
période trois,
XX XM X = X0 X2 X3 XX

0' possede deux points unis (0, 1, yj, T]2), (0, 1, tj2, tj) qui n’appartien-
nent pas a C et un axe ponctuel (lieu de points unis)

Xy = X2 = X3
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Cette droite rencontre les surfaces F, (4), (5). (6) en deux points

fo. 1.1.1). W-1.1.i).

qui appartiennent donc a la courbe C. Par conséquent, 0' engendre
sur C une involution y3, d'ordre trois, présentant deux points unis.
Ceux-ci proviennent des groupes de trois points de la courbe (1),

(75,1,), (1,711, (1,1,7)),
(M, 1), (MU), (1,11)%
qui appartiennent a la fois ay3 et a ys8.
7. Terminons par une bréve remarque. On obtient une représen-
tation point par point de F sur un plan en posant (*)
X0 Xy X2 X8 = yxy2y3 : y\y3 : y\yx @ yjy2
A la courbe C correspond la courbe
«iy?y3 + «ylyi + «3y3y3 = o. C)]
A I'homographie Hj correspond I’homographie
y[-y*1y3 = Vi1 Cy2 : Sdy3

qui transforme la courbe (9) en soi.
Si ax = a2 — a3 la quartique (9) devient la quartique de Kiein,
transformée en soi par I'homographie

Yi-yirya=y3:y3:vyi-
Cette homographie possede trois points unis dont deux : (1, yj, t2),
(1, 72, 7) appartiennent a la courbe.

(*) Voir par exemple notre Introduction a la Géométrie supérieure, p. 136
(Liege, Sciences et Lettres, 1946).



