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Construction de surfaces algébriques
de diviseur quelconque,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Lorsque M. Severi construisit sa théorie du diviseur d’une
surface algébrique (I), un seul exemple d’une surface de divi-
seur supérieur & l'unité était connu : la surface d’Enriques, du
sixieme ordre, passant doublement par les arétes d’un tétraedre,
a le diviseur a=2. La raison de cette propriété est que la surface
d’Enriques est I'image d’une involution du second ordre, privée
de points unis, appartenant a une surface de genres un (2). Nous
avons étendu cette remarque et démontré que si une surface
contient une involution cyclique privée de points unis et est de
diviseur un, une surface image de cette involution a le diviseur
égal a l'ordre de celle-ci (3). L’existence de surfaces algébriques
de diviseur quelconque était ainsi prouvée (4). Il est en effet
facile de construire une surface contenant une involution privée
de points unis. Considérons, en effet, I'hnomographie

XX X't = Xt oistx2: s* X3 ie3xt,

ou s, £, £3 sont des racines primitives distinctes d’ordre pre-
mier p >3 de l'unité. Sur la surface

«1.rf +euxl + a3xi + ntx\ =0,

cette homographie engendre une involution d’ordre p, privée

() La base minimum pour la totalité des courbes tracées sur une
surface algébrique (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1908,
pp. 449-468).

(2) Voir sur ces surfaces notre exposé . Les surfaces algébriques non
rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis (Actualités
scient., n°® 123, Paris, Hermann, 1934).

(3) Sur certaines surfaces algébriques de diviseur supérieur a l'unité
(Bull. Acad. Sc. de Cracovie, 1914, pp. 362-368); Exemples de surfaces
algébriques de diviseur supérieur a I'unité (Bull, des Sc. mathématiques,
1945, pp. 182-185).

(4) Les surfaces ob*enues par notre procédé ne sont pas les plus
générales ayant le diviseur supérieur a l'unité. Cfr. Comessatti, Sulle
superficie multiple cicliche (Bend. Seminario Matem. di Padova, 1930,
pp. 1-45).
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de points unis. Une surface image de cette involution a le
diviseur p.

Dans cette note, nous nous proposons d’indiquer la construc-
tion de surfaces de diviseur p. Pour plus de simplicité, nous
supposons p premier, mais le procédé peut s’appliquer au cas
ou p n’est pas premier. Nous considérons en particulier le cas
p=>.

1. Soit v un entier supérieur a l'unité et posons p=4v2—3v+2,
p=2v+ 1. Supposons p premier.

Considérons, dans un espace linéaire a p+p—1 dimensions,
un espace S a p dimensions et un espace Sp_,, & p—2 dimen-
sions. Nous désignerons par 2", aqg, ..., Xp les coordonnées d’un

point de S,, par v,, V2, ... celles d’un point de Sp 2. On
définira ainsi les coordonnées x0, xt, .... afy,, y2 .., yx dun
point de I'espacé total S,#p, et les espaces S,.2 ne se ren-

contrent pas.
Soit £ une racine primitive d’ordre p de I'unité. Considérons
I’homographie H d’équations
Kooy _xp W = =_.= ¥y
X,, — Xt ~ Xp ey, 9y, y,N
Elle a la période p et p axes ponctuels : SP et les sommets de la
pyramide de référence dans SP 2
Les équations

YW yP-\ — u\x. y2Up-2 = o [ e+ '
Wyp-t=nl< IAVv-i ~ ... Vp-iy~ —
yiyp-3 — filxi ylyp-6= eo» yl-iy*~ i@

yr~ih = «ixSyr2y* = «L-". -. fa-l y«-j = «£-U>
Y= x> y2 == PXo v ves ypi = .
ou les seconds membres représentent des formes algébriques

indépendantes, sont au nombre de 4v2—v; elles représentent
donc une surface F de I'espace S™p_,, car

p+Pp—1 —4vV—3v+2+2v=4v) — v+ 2

2. La surface F est transformée en soi par I’hnomographie H,
qui engendre donc sur cette surface une involution Ip d’ordre p.
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La surface F ne passe pas par les sommets de la figure de
référence de S,_2 et ne rencontre pas I'espace S? donc I'invo-
lution 1, est privée de points unis.

On obtiendra une surface <, image de I'involution 1, en
projetant la surface F a partir de I'espace S,.2 sur I'espace Sp.
Et pour avoir les équations de <, il suffira d'éliminer les y
entre les équations de F. La surface $ a le diviseur a=p.

Désignons par |C] le systétme des sections hyperplanes de F,
par |C,| le systtme des courbes découpées par les hyperplans
passant par S, 2 par Cn C2 Cp_! les courbes découpées
sur F par les hyperplans yx=0, y? =0, yp_, = 0. Soient
r, ritr2 rp_t les courbes qui correspondent sur & respec-
tivement aux courbes C0, Ci5 C2, G,.,. Les courbes ro sont
les sections hyperplanes de <» Les courbes r,, r2 rp_, sont
isolées.

On a

Plo—Pl1i=Pl2—e"—P1p-lL
relations qui expriment que ¢ est de diviseur s=p.

Le long de chacune des courbes r,, r2, ... r™j, il y a une
hypersurface d’ordre p ayant un contact d'ordre p—1 avec la
surface <.

Si nous considérons le systeme linéaire |XC| découpé sur F
par les hypersurfaces d’ordre X, il contient p systemes linéaires
appartenant a Finvolution 1,. A ces systémes correspondent
sur ¢ p systémes linéaires complets dont les multiples d'ordre p
sont équivalents.

Observons que la surface F est d’ordre

2 3p_ 1 4%i .. {p— D -1pl'-l
et la surface ¢ d’ordre
21 3p_14p1 ... (p—Np_1 pp~2.

3. Nous allons nous arréter sur le cas le plus simple, p=5.
Les équations de F sont alors

fli y\ ylys = «L.
W =«L, y\Wi=a\x vylfli=«L. y\yi=ale
y\yl = atv, ia>h= yIHi = «L, ylf/3 = ai*,

fll ~ yl~ Ui i3 ~ yb= Mx
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Les équations de la surface ¢ sont

«IX [HEC «L («TX)Z

= O,
«iX aL «Ix «L
«L ((L («IX)2 — O
1
«2X «L «ix «L
| «ax «L «L («D2
| wax «IX «IX dfx
|| «aX «IX C=>d2 —
|| «aX «3.; «2X de 1

alx fikL = («D* «L  [AX «m = («?X)2 «L.
«L- «2x = («D* «L. «L «I» = («U* «le.
a\x a\x = «Le («D3, «i» ai» = ai» («D3
«L «s* = («D3 «L «ix = (®), «x di® = (aL)3 «« «@x IO
La surface F appartient a un espace Si a 16 dimensions et
la surface $ & un espace S12 a p=12 dimensions.
Considérons, pour fixer les idées, les courbes découpées sui F
par les hypersurfaces
I, B + Xjli + p 2?2 Vi = °- N

ou fpt est une forme linéaire en xu, Xx,, ..., Xf(=xIt). Ces hyper-
quadriques découpent sur F un systéme linéaire appartenant a
I’involution. Aux courbes de ce systeme doivent corresponde
sur ¢ des courbes le long de chacune desquelles une hypersur-
face d’ordre 10 a un contact du quatriéme ordre avec la surface.

Elevons les deux membres de I'équation (1) & la cinquiéme
puissance. En tenant compte des équations de <> on obtient
I’équation

X r « FP-(«ix)2 d- y «lx «IXI
-(- 10 ff [x2 (Ifx 2Ap. (ifx d\x (fox - y2 «ix «<xj
+ 10 F[Xs (ait)* + 3 Xsp alx <ilx «L +"iXp? (u\x «L)? + y3«L «L«L]
5 ¢p, [A* Piit dix - 4X3p«3X «L «ox + dX- p*«ix«l «ox
P TX ps«l,; (GX X “D Y «IX caxc |,iX\
+ X3 («D? + 0X"p «L«ix«lL+ toX3 p? «L «L «L + i0 X2p2 («L)2«L
+ 5X pl «L afx dix + ps «L «4x = 0.
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Dans S0, cette hypersurface doit avoir un contact du qua-
trieme ordre avec ¢ en tout point d’intersection. Pour établir ce
point, il suffit de montrer, qu’en tenant compte des équations
de <, I'’équation précédente se réduit & la cinquiéme puissance
d'un polyndme égalé a zéro. On voit facilement que I'équation
se réduit, aprés multiplication par (a?x)\ a

OL gi+* (af + P-ax aLT =0,

ce qui établit la propriété.
Liege, le 14 septembre 1948.
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