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TROIS MODÈLES BICANONIQUES 

DE SURFACE ALGÉBRIQUES 

par Lucren GODEAUX, 

Membre de la Société 

Certaines recherches récentes nous ont conduit à la considération 

de surfaces algébriques dont les sections hyperplanes constituent 

le système bicanonique. La détermination de ces surfaces ne laisse 

pas de présenter de grosses difficultés dues au fait qu’elles ne sont 

pas toujours intersections complètes d’hypersurfaces et que d’ail- 

leurs, dans le cas opposé, elles doivent posséder des points multiples 

qui influent sur le comportement des hypersurfaces adjointes. Un 

premier pas consiste à construire des exemples et c’est l’objet de 

cette note. Pour construire ces exemples, nous nous sommes adressé 

à la théorie des involutions cycliques n'ayant qu'un nombre fini 

de points unis appartenant à une surface algébrique (1). Le premier 

exemple a les caractères Pa = Py = 2, p® —5,P,=7;le second 

exemple, les caractères Pa = Pa — 2, pO = 3,P,—5; enfin le 

troisième exemple les caractères Pa = Py — 5; p® =5,P, =8. 

{) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant à une 

surface algébrique. Actualités scient., n° 270 (Paris, Hermann, 1935) et notre 

Mémoire sur les surfaces multiples (Mémoires in-80 de l’Acad. roy. de Belgi- 

que, 1952). 

Nous ne considérons ici que des involutions du troisième ordre, n'ayant 

qu’un nombre fini de points unis, qui peuvent être de première ou de seconde 

espèce. Si l’involution possède « points unis de première espèce et f points 

unis de seconde espèce, entre les genres arithmétiques p4 de la surface F 

support de l’involution et p,, d'une surface F7 image de l’involution, on a la 

relation 

12pa + 1) = 3.12p, + L) — 4x — 86. 

Entre les genres linéaires p@) de F et p’&) de F’, on a 

p® — = 3(p°0) — 1) + «. 

Les transformées sur F des courbes canoniques de la surface F° passent 

simplement par les ponts unis de première espèce, mais ne passent pas par 

ceux de seconde espèce. 

473 



1. Considérons dans un espace linéaire S; à cinq dimensions 
lhomographie de période trois 

H — Fe Li ETo En ET ) 

Lo Ti Lo Lg La Ts 

où € est une racine primitive cubique de l’unité, et la surface F 
d'équations 

aa(Tos L1) + Bates, La) + Yade d5) + Vin(dos 1 3 Dos Lo Lo, %5) = 0 (1) 

Palo La) + Yade Li 3 Las 5) = 0, (2) 

Potas %5) + Valeo Li 5 La, %s) = 0, (3) 

OÙ az, Ps, Ya Pr, 64 sont des formes algébriques binaires de leurs 

arguments dont le degré est indiqué par l'indice, 4,,, une forme 
trilinéaire et d.., d:, des formes bilinéaires. 

La surface F, d'ordre douze, est une surface projectivement 

canonique. Le système linéaire [C | de ses sections hyperplanes 

constitue son système canonique. Cette surface a donc les genres 

Pa = Py = 6, PA) = 18, P, — 19. Le système bicanonique complet 
de Fest découpé par les hyperquadriques de $,. 

L'homographie H possède trois axes ponctuels : les droites 

0,0:, 0,0, et 0,0, arêtes de la figure de référence. L’hypersur- 

face (1) ne passe par aucun de ces axes. L’hyperquadrique (2) passe 

par 0,0, et 0,0. L’hyperquadrique (3) passe par 0,0, et par O,0.. 

La surface Fest transformée en soi par l’homographie H et celle-ci 

détermine donc sur la surface une involution I du troisième ordre 

qui possède trois points unis 

=== dt = 0, co, di) = 0. 

On peut supposer sans restriction que le point O, appartient à 

la surface F. On a alors 

as(To, L1) = AXÈRe + … 

et le plan tangent à F en O, a pour équations 

d, = 0, Yu, 0; &4, ds) = 0, YA, 0; &3, &3) = 0. 

Dans ce plan, H détermine une homographie non homologique 

ayant pour points unis O,;, un point sur la droite O,0, et un point 

sur la droite 0,0. Il en résulte que le point O, est un point uni de 

seconde espèce de l’involution I. Les deux autres points unis de 

l’involution sont évidemment de même espèce. 
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L’involution I possédant trois points unis de seconde espèce, 

entre les genres arithmétiques ». de F et p, de F”, image de l’invo- 

lution Ï, nous avons 

12(Pa + 1) = 3.12(p4 + 1) — 3.8. 

On en déduit p, = 2. 

Entre le genre linéaire p® de F et celui p’® de K”, on a la relation 

PO —1 = 3(p 0 — 1), 
d'où p'® = 5, 

2. Dans le système canonique de F, il y à trois faisceaux de cour- 

bes appartenant à l’involution I. L'un, | C, b est découpé par les 

hyperplans x, — àx, passant par 0,0,0,0, ; le second, | C, |, est 

découpé par les hyperplans +, = ux,, passant par 0,0,0,0,; ; le 

troisième, | C, L est découpé par les hyperplans x; — vx, passant 

par 0,0,0,03. 
Les trois points unis de l’involution n’appartiennent pas aux 

transformées des courbes canoniques de F', donc ces transformées 

sont les courbes C,. Nous désignerons par | C | le faisceau canonique 

de F’ et par C!, C; les courbes qui correspondent sur F’ respective- 

ment aux courbes O,, Os. 
Le système bicanonique | 2C | de F est découpé par les hyper- 

quadriques de S; et contient trois systèmes linéaires partiels appar- 

tenant à l’involution I. Désignons par I(2C)e | celui de ces systèmes 

qui est découpé par les hyperquadriques 

A0 + Ato%1 + a + gta + Mtots Æ Aota  Mlats 0 (4) 

Parmi ces hyperquadriques se trouvent les hyperquadriques 

dégénérées (x, — Ar)? — 0, donc le système | (20) | contient les 

courbes 20, et ce système est le transformé du système bicanonique 

de F. 

En rapportant projectivement les hyperquadriques (4) aux hyper- 

plans d’un espace $, à six dimensions, on obtiendra donc un modèle 

bicanonique de la surface F”. 

3. Posons 

eXir = mir, (i, k = 0, 1 où à = 2,3; k = 4,5). (5) 

On a 

XooX ni — Xi = 0, (6), XoaX35 — X5X ga — 0 (7) 



et par conséquent aux c5 groupes de l’involution cubique engendrée 
dans $; par l’homographie H correspondent les points d’une variété 
à quatre dimensions de $,. Chaque point de cette variété correspond 

: donc à w1 groupes de l’involution. 
Considérons un plan s'appuyant en P, sur 0,0;, en P, sur 0,0, 

et en P, sur 0,0;. Ce plan est transformé en soi par H. Les hyper- 
quadriques (4) découpent dans ce plan des coniques touchant en P, 
la droite P,P, et en P, la droite P,P,. 

Pour étudier cette question, projetons le plan P,P,P, sur le plan 
0,0,P, en posant 

Li = Mo, Va = Ut, Vs = V4. 

Les coniques découpées par les hyperquadriques (4) ont pour 
homologues les coniques 

Lo + A + AN) + Lots + av + Aou + uv) = 0. 
Soit tt, — kx$ une de ces coniques. Aux groupes de l’involution 

qu’elle contient correspond le point 

X 50 _ Xo1 _ Xu LL Den .. X35 L Den … X35 

1 À CR Ev  ku kuv 
Désignons par 6, le plan X,, — Xo5 = Xy = X35 — 0 et par o, 

l’espace à trois dimensions X,, — Xo1 = Xy = 0. Dans 6,, l’équa- 
tion (6) représente une conique y et dans o, léquation (7) représente 
une quadrique Q. Désignons par P le point de la conique y qui cor- 
respond à P, et par P' le point de la quadrique Q qui correspond à la 
droite P,P,. On voit qu'aux ot groupes de l’involution de $, situés 
sur une conique y découpée sur le plan P,P,P, par les hyperqua- 
driques (4), correspond un point de la droite PP”. Lorsque la coni- 
que % varie dans le plan P,P,P,, c’est-à-dire lorsque k varie, le point 
correspondant décrit la droite PP’. Cette droite correspond donc au 
plan P,P,P.. 

Aux oo plans P,P,P, correspondent les droites s'appuyant sur 
la conique y et sur la quadrique Q. Ces droites engendrent une 
variété V{ d'ordre quatre, intersection des cônes (6) et (7). La 
variété Vi a comme éléments doubles la conique y et la quadrique Q. 

Chaque groupe de l’involution I sur la surface F appartient à un 
triangle s’appuyant sur 0,0, P,0;, O,P,. Et un tel triangle ne 
contient en général qu’un groupe de l’involution I. Il en résulte que 
la surface F' est tracée sur la variété Vi et qu’en général, une géné- 
ratrice de cette variété rencontrant F’ ne la rencontre qu'en un 
seul point. 

476



4. Pour obtenir les équations de la surface F” posons dans les 

équations (1), (2) et (3) de F, 

Li = Ag Lg = lo, Us = Va 

Nous obtenons 

aias(l, À) + B(l, u) + déya(L, v) + tort Win(L X Lu L v)= 0, 

pol, L) + Gotabn(l, À 1, v) = 0, 

di Pal, v) + Mot, à Lu) = 0. 

Pour abréger, nous écrirons &, pour a;(1, à), B; pour Ba(1, u),…., 

Yan pour dal, x 1,u). 

Des deux dernières équations, on tire 

px = — (9:02)? PLoTats = Vaud i1PaP 2 

pti — DAURCE pri = un? Pa. 

Les deux premières de ces équations donnent 

CAUPETUEES = LataPaP 2 (9) 

Observons que l’on a 

La puvu = = F(X0o Xo1: X11; Ko Xas, Ka, X 35), 

at Papa = Pa(X 4, X35, Xs X35), 

Y,, étant bilinéaire et ®, du second degré. 

On obtient une hyperquadrique 

PR 6055 Nage) — DAXou. Xas) = 0 (10) 

contenant la surface F'. 

| L’équation (8) donne ensuite 

—_ (9,08) as+ DD 10 08s + Dud ir Pas — du 1P2P ur = 0 

ou, en utilisant la relation (9) et en simplifiant par Daid ir 

26h 1d La3 +R 11P Bat ati DiaPava— tata DATI aŸru = 0. 

En multipliant par xx,r,, on en déduit 

— Dubiics + Yupobs + DiaPays — YaŸiŸin = 0. (11) 

Observons que l’on peut poser 

dy = LoA1(X oo Xo1 Xur) + & AS (X 60 Xo1: X11)» 

DpoBs=toBa(Xos, Xos Kw X5)+1BX a, X35), 

DaPaYs = ToCa(X 24... X35)+t Os X aus X35)) 

Dan = Lo Pa(Xous X35) + cou Xas); 

les fonctions introduites étant des formes algébriques dont le degré 

est indiqué par l'indice. 
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On obtient ainsi 

LFB Ca Pilel-uÂi+Bs+C;—,%]=0 

et en combinant cette relation avec l’équation (6), on à finalement 

| X oo Xo1 Vu; —B; TT C; + FaFi = 0, (12) 

XX Fudi + B; + C3 TT FaF: 

équation d’une variété contenant la surface F’. 

5. La surface F°' ayant le genre arithmétique pa — 2 et le genre 

linéaire p®) — 5, son bigenre est P, — 7. Son modèle bicanonique 

appartient donc à l’espace S, et est d’ordre 4(p@ — 1} — 16. 

La surface F” appartient aux hyperquadriques (7) et (10) et à la 

variété (12). Celle-ci est d’ordre sept et par conséquent l’intersection 

des trois variétés est d’ordre 28. Il y à donc dans cette intersection 

une variété étrangère à la question. 

Observons que si nous avons d,, — 0, d:, — 0, nous devons avoir 

en outre p, = 0, »; — 0 et ces équations indépendantes donnent un 
nombre fini de points appartenant à la surface F. 

L'équation d,, — 0 établit une homographie entre les ponctuelles 

0,0;, 0,0, et l'équation d;, — 0 une homographie entre les ponc- 

tuelles 0,0;, P,0,. À un point P, de 0,0, correspond un point P, 

sur 0,0, et un point P, sur 0,0;. Les ponetuelles (P,}, (P,) sont 

homographiques et la droïte P,P, engendre une quadrique. A 

celle-ci correspond dans l’espace 6, un plan coupant la quadrique Q 

suivant une conique y’. Les droites qui correspondent aux plans 

P,P,P, considérés ici s’appuyent sur y, y” et sont étrangères à la 

question. Elles forment une variété W£ qui ne peut contenir F”. 

L'équation (11) montre que la variété W£ appartient à la va- 

riété (12). Cela étant, observons que la variété W£ appartient égale- 

ment au cône (7). D'autre part, le plan 6, est double pour le cône (7) 

et double également pour la variété (12). On en conclut que l’inter- 

section de la variété (12) et du cône (7) se compose de la variété Wi 

et d’une variété VI pour laquelle le plan 0, est quadruple. 

L'intersection de la variété VI et de l’hyperquadrique (10), qui 
passe simplement par o,, se compose de ce plan compté quatre fois 

et de la surface F° d’ordre 2.10 — 4 — 16. 

6. Aux trois points unis de l’involution Î correspondent sur F” 

trois points doubles biplanaires situés sur la conique y. 
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Si l’on pose 

ds(Go 21) = og + tits + atouts + as}, 

ces trois points sont donnés par 

Xo0—(2X 00 + 3Xo1) —(G2X 01 + a3X 11) 

Xi  GoXo0 + GiXo1 doX oi + Xi 

La troisième équation de la matrice se réduit d’ailleurs à l’équa- 

tion (6). 

|= 0 

7. Les courbes canoniques ©, de F transformées des courbes 

canoniques C} de F’ sont découpées par les hyperplans x; = te. 

Une courbe C{ appartient done à l’espace à quatre dimensions 

Xo1 = AX50 Xi = AX 01 

et lPhyperplan 

XX 00 — 2AX 0 + Xu = 0 

touche la surface F' le long de cette courbe C4. 

La surface F’ appartient à l’enveloppe de cet hyperplan. 

IE 

8. Considérons maintenant dans l’espace $, l’homographie de 

période trois 

H — ( EX, Elo EX ET 7) 

To V1 Lo La Ta T5 

ayant pour axes ponctuels le point O,, le plan 0,0,0, et la droite 

0,0.. Considérons en outre la surface F d'équations. 

at + aa(ds, Las La) + Pa(ra 25) HLob1(lss Vos Us Las %5) = 0, (1) 

Pad Las La) + Tobias &5) = 0, (2) 

Para Ts) + CAUACE Lo T3) = (. (3) 

La surface F est transformée en elle-même par H et cette homo- 

graphie détermine donc sur cette surface une involution T d'ordre 

trois. 

L’involution I possède six points unis donnés par 

Lo = La = X5 = 0, aa(d, La La) = 0, Paltr Las Za) = 0. 

Supposons que O, soit un de ces points unis, ce qui ne diminue 
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pas la généralité. Alors dans x, le terme en x} manque et dans +, le 
terme en æ?. Posons 

ds = Mat, La) +, Po = didi(ds, ds). 

Le plan tangent à F en O, est donné par 

ddr, 3) = 0, dire, 3) = 0, à = 0, 

c’est-à-dire, &, et «x; n'étant pas identiques, par 

Lo = Lo = 3 = 0. 

C’est le plan P,0,0;, dans lequel H détermine une homologie 
de centre O;. Ce point est donc uni de première espèce de l’involu- 

tion. Il en est de même des autres points unis. 
Entre les genres arithmétiques », — 6 de F et p, de F', nous 

avons la relation 

19 pa + 1) = 3.12p4 + 1) — 6.4, 
d’où p!, = 2. 

Entre le genre linéaire p®) — 13 de F et celui p’® de F’ nous 
avons la relation 

PO — 1 = 3(p 0 — 1) + 6, 
d’où p'() = 3, ° 

Le bigenre de F' est égal à Pi — p°, + p'@ = 5. 
Les transformées C, des courbes canoniques Ci de F’ passent 

simplement par les six points unis de l’involution I ; elles sont donc 
découpées par les hyperplans passant par l’espace 0,0,0,, c’est-à- 
dire par les hyperplans 

Agta + At = 0. 

Aux courbes bicanoniques 2C4 de F’ correspondent sur F des 
courbes découpées par les hyperquadriques transformées en elles- 
mêmes par H et qui comprennent les hypersurfaces 

Quta + Xs) = 0. 

Ces hyperquadriques sont done 

Lot + oo + Ass) At + atats + A5% == 0 (4) 
Ce système comprend l’hyperquadrique (3). 

9. Rapportons projectivement les hyperquadriques (4) aux hyper- 
plans d’un espace $; à cinq dimensions en posant 

pX oi = Loti, (i = 1, 2, 3), eXix = Lil x, (é, k = 4,5). 

Nous avons la relation 

X aa X 55 TT XŸ5 = 0 (5) 
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et par conséquent aux groupes de l'involution du troisième ordre 

engendrée par H dans S, correspondent les points de lhyperqua- 

drique (5). Un point de celle-ci correspond done à une simple infi- 

nité de groupes de l’involution. 

Les hyperquadriques (4) passent par le point O, et par le plan 

0,0,0,, par conséquent il existe oo de ces hyperquadriques con- 

tenant une droite passant par O, et par un point P du plan 0,0:0%. 

Si Y1 Ye, Ya sont les coordonnées de ce point dans ce plan, à la droite 

OP correspond le point 

Xo:Xo2 Xos — V1:Y2Ys Xu = Xas = X55 — 0, 

c’est-à-dire un point du plan CAX aa = Xas = X55 — 0). 

Considérons maintenant un plan passant par O,, par un point P 

du plan 0,0,0, et par un point P, de la droite 0,0,. Examinons 

les coniques découpées dans ce plan par les hyperquadriques (4). 

Projetons le plan O,PP, des points O,,P3, O, en posant 

de = My La = Hs 5 7 Vas (Ya = Yu Ys y). 

Les coniques considérées se projettent suivant les coniques 

Lau + Ag + Au) + ua + lsY + 55%) = 0, 

c’est-à-dire suivant les coniques touchant en O,, O, respectivement 

les droites 0404, 0104. Soit aè = kart, une de ces coniques ; il Tui 

correspond le point (en remplaçant À, u par leurs valeurs et ky: 

par k') 

XXe Lu Xu _ Xu _ Nos, 
Yo Ya Ve KE kw 

Ce point correspond aux différentes groupes de l’involution de 5; 

situés sur la conique considérée ; il appartient à l'hyperquadrique(5). 

cône de sommet 62. 

10. Cherchons maintenant les équations de la surface F”. 

De l’équation (2) on déduit 

Pa(X 01 Xo2 Xo3) + ai (as æ5) = 0. 

Après avoir multiplié les deux membres de l'équation (1) par a, 

on obtient 

2 ox , X02> X03) 

QE + a X or: X 59 X°3) 8 (œa %s) — 

VHRAE T3) 
du 

Pe 
TT b(Xor Xo2 X 08 > Ya &5) = 0. 

Yi 
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En posant 

Dita %s) = Fin Xas X 535), 

Fils, T5)Bafta L5) = BAX4; X45 X55); 

Filts 2) ba X on Xos Xos ; La 5) = Va(Xor Xo2s X 68 ; X 44 X 45: X 55) 
on arrive finalement à l'équation 

aps + its — Palo — pe = 0. (6) 

A léquation (3) correspond l’hyperplan 

EXo1 Xos + X55) = 0. 

La surface K° est l’intersection des hypersurfaces (5), (7) et de 
l’hyperplan Ë. Elle a les genres P{ — 5, p'U) = 3, donc elle a l’ordre 
huit. L’hypersurface (6) est du quatrième ordre, donc son intersec- 
tion avec l’hyperquadrique (5) et l’hyperplan £ est bien du huitième 
ordre. 

11. Appelons V3 la variété de $, intersection des hypersurfaces (1) 
et (2), et V;f la variété de $; intersection des hypersurfaces (5), (6) 
dont la section par l’hyperplan £ est la surface F”. 

À la section de Vi par l’hyperplan x, — xx, correspond sur V'S la 
surface située dans l’espace à trois dimensions 

Xas = AX4 X35 = AX33. 

L'hyperplan 

REX a4 — 2AX 35 + XX, == 0 

touche la variété V8 le long de cette surface. 

En coupant par l’hyperplan Ë, on voit que les courbes canoniques 
C; de F’ sont des courbes planes et que le long d’une telle courbe il 
y à un espace à trois dimensions touchant la surface. 

On constate d’ailleurs que les courbes C;, qui sont d'ordre quatre 
et de genre trois, sont nécessairement des courbes planes. 

Supposons comme plus haut que O, soit un des points unis de 
linvolution I sur F. Le plan tangent en ce point à F a pour équations 
To = Xi = 2%, — 0 et les hyperquadriques (4) touchent en O, 
lhyperplan x, — 0, donc les transformées sur F des courbes bica- 
noniques de F° ont un point double en O,. Au domaine de ce point 
correspond donc sur F' une conique. En considérant les hyper- 
quadriques (4) ayant un contact du second ordre en O, avec une 
courbe passant par ce point et y touchant F, on trouve que les 
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équations de cette conique sont 

aXh1p2(1,0,0) + Xo1%3(1,0,0) di — B2P2(1,0,0) — 

— X5192(1,0,0) Fi1(1,0,0 ; Xe Xas X55) = 0, 

Xo = Xos = 0, Ë — 0. 

Les transformées des courbes bicanoniques de F’ sur F ont des 

points doubles au points unis et aux domaines de ces points corres- 

pondent des coniques sur EF". 

Le degré effectif des transformées des courbes bicanoniques est 

4.12-6.4 — 24 et F’ est bien d’ordre huit. 

III 

12. Soit, dans un espace linéaire S, à six dimensions, l’homo- 

graphie H de période trois, 

H — Lo Li Lo ls a Es ET 

=(ras L3 La 5 X5 ) 

et la surface F d'équations Ce 

da(TLos Las Lo) + Paa(lss La 3 Lo %;) = 0, ) a 

aa(To; Lis Le) + Paille La 3 V5 %e) = 0, | 

Baftas da) + Var(dos Lis Pa 3 Lo, %) = 0, (2) 

Bots Le) + Vis Li La 3 Las %a) = 0, (3) 

où œ, «?, B2, Ba sont des formes quadratiques et 611, Dis Vars Vas des 

formes bilinéaires (1). 

La surface F est transformée en soi par H qui détermine donc une 

involution I d'ordre trois sur cette surface. 

L'homographie H possède comme axes ponctuels le plan O, 0; O0: 

et les droites 0,04, 0:04. 

Les points unis de l’involution T sont : 

Les quatre points 

== ts = % = 0,4% = 0,0 = 0. 

Les deux points 

Lo = Li = Le = Es = Ve = 0, Ba = 0 

et les deux points 
# 

to = M = Lo = 23 = La = 0, 63 = 0. 

(1) Nous avons déjà considéré cette surface dans une note du Bulletin de 

l’Acad. roy. de Belgique, 1960, pp. 105-112. 
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On peut supposer sans restriction que le point O, est un des quatre 
premiers points. On a alors 

Lo Æ Lors D) +, do = Loti(d, de) + … 

Le plan tangent en O, à Fest donné par 

(ti, Le) = 0, di(ds, de) = 0, D11(1,0,0 ; &s, de) 0,011(0,0,0; æ3, da) 0. 

Comme «, «; sont distincts, on à x, = x, — 0 et le plan tangent 
s’appuis en un point sur 0,0, et en un point O,0,. Dans ce plan, 
H détermine une homographie non homologique. Par suite O, et les 
trois autres points unis situés dans le plan O0,0,0, sont de seconde 
espèce. 

Supposons maintenant que O, soit un des points unis situés sur 
la droite 0,0,. Le plan tangent en O, est 

Ta = Lg = LG = 0, Yia(Tos Ya: Le; 1,0) = 0. 

Dans ce plan, H détermine une homologie de centre O, et dont 
l’axe se trouve dans le plan O0,0,0,. 

On en conclut que les points unis situés sur la droite 0,0, et de 

même les points unis situés sur la droite 0,0; sont de première 

espèce. | 

L’involution 1 possède donc huit points unis, quatre de seconde 
espèce et quatre de première espèce. 

13. Les sections hyperplanes de la surface F constituent le sys- 

tème canonique de cette surface et celle-ci a donc les genres 

Pa = Py = 17, PO = 17. 

Entre les genres arithmétiques pa — 7 de F et p’, de la surface F” 

image de l’involution, nous avons la relation 

12(Pa + 1) = 8.12(p! + 1) — 4.8 — 44, 
d'où p, = 8. 

Entre les genres linéaires p® de F et celui, »'® de F’, on a la 

relation 

PO —1= 3(p"0 — 1) + 4, 
d’où p'® = 5. 

Les transformées C, des courbes canoniques C; de F’ sur F sont 

les sections hyperplanes passant par les points unis de première 

espèce, c’est-à-dire par les droites 0,0,, 0,0. Elles ont done pour 
équation 

Aoto + At + Ado == 0. 

484



Les transformées sur F des courbes bicanoniques de la surface 

F” sont done découpées par les hyperquadriques 

Ro 22 Matt + o302 at oLoTa + Ro1To%1 +85 T5 

Hgtate + hastats + Mglata = 0. (4) 

14. Pour obtenir les équations de la surface F', rapportons projec- 

tivement les hyperquadriques (4) aux hyperplans d’un espace S, à 

neuf dimensions en posant 

oXur = mp, (è, k = 0,1,2 ou à = 3,4; k — 5,6). 

Nous avons 

X 60 Xo1 Xe 

Xu Xo Xu2 | = 0, (caractéristique un) (5) 

X59 Xe X 02 12 22 

X35 X4 — XX 45 = 0. (6) 

Les premières équations représentent dans l’espace $, à cinq 

dimensions d'équations X35 = X3, — X45 = X4, — 0, une surface 

de Veronese ® d'ordre quatre et l'équation (6) une quadrique Q 

située dans l’espace $, à trois dimensions d’équations 

Xo0 = Xu = — Xy = 0. 

Dans S, les équations (5) représentent une variété VE et l’équa- 

tion (6) une variété V5. Ces deux variétés ont en commun une 

variété V® lieu des droites joignant les points de ® aux points de Q. 

Les points de cette variété représentent les groupes de trois points 

de $, transformés les uns dans les autres par FH et qui forment une 

involution J. Un point de VÉ représente wo! groupes de J. 

En raisonnant comme on l’a fait dans les deux cas précédents, on 

voit que si P, est un point du plan O,0,0;, P, un point de la droite 

0,0, et P, un point de la droite 0,04, le plan P,P;,P, est transformé 

en soi par H et qu’à ce plan correspond une droite p de V5. À un 

point de p correspondent les wo! groupes de l’involution J situés sur 

une conique du plan P,P,P,, tangente en P;, P, respectivement aux 

droites P,P,, P,P4. 

15. Revenons à la surface F”’. En dehors des équations (5) et (6), 

cette surface doit satisfaire à trois équations. Remarquons qu'aux 

hyperquadriques (1) correspondent deux hyperplans €, £’ ayant en 

commun l’espace $, contenant la surface F”. 
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Des équations (2) et (3), on déduit 

Bars, 2a)Be(ts, 5) — date La La Ds, Le) bia(dos Li Las Le, €) = 0. 

Observons que l’on a 

Bts, M)Bo(ts, de) = Ds, Koss Xa5 Xa), 

Dai(do Las Las Las Le) Vido Lans Las Las da) = Pu(too Xi + Xi : 

Xass., Xaç), 

où ®, est une forme du second degré et Ÿ,, une forme bilinéaire. 

La surface K° appartient à l’hyperquadrique 

PK 35. X 46) — TV, (Xo0 . X où ; X 35. X46) = 0, (7) 

qui contient l’espace &,. 

L’hyperquadrique (7) coupe la variété V£ suivant une variété VIS 

sur laquelle la surface F” est découpée par l’espace S.. 

La surface F' est d’ordre seize. Observons que 1es hyperquadri- 

ques (4) ont des points doubles aux points unis de première espèce 

de l’involution I. Le degré effectif du système découpé par ces hyper- 

quadriques sur F est donc bien 4.16-4.4 — 3.16. 

L’hyperquadrique (7) passe par l’espace $, et ia surface ® est 

double pour la variété VE, done cette surface est également double 

pour la variété VI. Il en résulte que F’ possède quatre points doubles 

sur ®. Ce sont les points qui correspondent aux quatre points unis 

de seconde espèce de E. On sait qu'ils doivent être doubles bipla- 

naires pour F”. 

Reprenons la définition de W. Nous pouvons écrire 

Vi = (Ar, + Bx,) (Cr; + Dx,), 

À, B, C, D étant des formes linéaires en x,, #,, x, que nous suppose- 

rons constantes en fixant %6, 1, Te. 

Nous avons 

Pa = ACX ss + BOX y + ADX y + BDXy. 
Dans l’espace $,, l'intersection du plan Y,, avec la quadrique Q 

est dégénérée. On le voit tout de suite en projetant cette intersection 

du point O,, sur le plan X,, = 0. Soient p,, », les droites formant la 

conique section de Q par le plan W,, — 0. En un point P de ®, le 

cône tangent à la variété VÉ est formé des droites projetant de P les 

points de Q. Le cône tangent au même point à la variété VI$ est 
formé des droites projetant de P les droites p,, p,, et ce point est 

double biplanaire. Si P est un des points de ® appartenant à F", on 
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obtient ainsi le cône tangent à la surface KF° pour laquelle ce point 

est bien double biplanaire. La surface F° contient donc bien quatre 

points doubles biplanaires. 
Pour voir ce qui correspond sur F’ aux points unis de première 

espèce de I, observons que nous pouvons supposer sans restriction 

que ces points unis sont O;, O4, O,, O,. Cela entraîne que l’on à 

Bafts, 24) = bris, Bols, de) = d'air. 

L'espace tangent à la variété intersection des hyperquadriques (2) 

et (3) est donné par 

%a == 0, Yia(do, %5 La 3; 1, 0) = 0. 

A la seconde de ces équations correspond une conique y de la 

surface ©. La première entraîne X,, — X,4, — 0. Au domaine du 

point O, correspond donc sur la variété VIf la variété réglée lieu des 

droites s’appuyant sur la conique y et sur la droite 0,,04 de les- 

pace S,. Cette droite appartient d’ailleurs, sous les hypothèses faites, 

à la quadrique Q :; elle représente sur celle-ci le domaine du point O.. 

Cette variété est un cône quadratique à trois dimensions de sommet 

O:503ç. On en conclut qu'au domaine du point O, sur F correspond 

la conique section de la variété précédente par l’espace S,. 

On montre de même qu'aux domaines des points O,, O5, Os 

sur F correspondent des coniques sur F”. 

16. Les courbes canoniques ©, de F qui correspondent aux cour- 

bes canoniques C, de F’ sont découpées par les hyperplans 

No%o + Mt + ta = 0. 

Les courbes C$ appartiennent donc à des espaces à quatre 

dimensions 

0X 00 + MXo1.+ Aro = 0, 

RoXo1 + MX + XX = 0, 

0 Xo2+ MX + A2X 2e = 0. 

Dans l’espace $,, ces équations représentent le plan d’une conique 

y’ de la surface ®. On en conclut qu’une courbe canonique de F 

appartient à la section par l’espace $, de la variété quadratique à 

cinq dimensions lieu des droites s’appuyant sur la conique y’ et 

sur la quadrique Q. 
La section par S, de Phyperplan 

NX 00 + MX + ee + ZhghuiXo = 0 

touche la surface F’ le long d’une courbe canonique C;. Et la surface 

F' est l’enveloppe de cette section lorsque les À varient. 

Liège, le 2 mars 1962. 
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