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TROIS MODELES BICANONIQUES
DE SURFACE ALGEBRIQUES

par Luciexn GODEAUX,
Membre de la Société

Certaines recherches récentes nous ont conduit & la considération
de surfaces algébriques dont les sections hyperplanes constituent
le systéme bicanonique. La détermination de ces surfaces ne laisse
pas de présenter de grosses difficultés dues au fait qu’elles ne sont
pas toujours intersections complétes d’hypersurfaces et que d’ail-
Jeurs, dans le cas opposé, elles doivent posséder des points multipies
qui influent sur le comportement des hypersurfaces adjointes. Un
premier pas consiste a construire des exemples et c’est I'objet de
cette note. Pour construire ces exemples, nOUS NOUS SOMMES adressé
3 Ia théorie des involutions cycliques n’ayant quun nombre fini
de points unis appartenant a une surface algébrique (1). Le premier
exemple a les caractéres pa = Py = 2, p® =5P,=17;le second
exemple, les caractéres p, = pg = 92, p) = 3,P,=>5; enfin le
troisisme exemple les caractéres pa = pg = 3, p® =5, P, = 8.

(1) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant & une
surface algébrigue. Actualités scient., no 270 (Paris, Hermann, 1935) et notre
Mémoire sur les surfaces multiples (Mémoires in-8° de P’Acad. roy. de Belgi-
que, 1952).

Nous ne considérons ici que des involutions du troigiéme ordre, n’ayant
qu’un nombre fini de points unis, qui peuvent étre de premiére ou de seconde
espdce. Si I'involution posséde o points unis de premiére espéce et 8 points
unis de seconde espéce, entre les genres arithmétiques p, de la surface F
support de 'involution et p/, d'une surface F’ image de linvolution, on a la
relation

12(pg + 1) = 3.12(p,, + 1) — 4o — 8B
Entre les genres lindaires p®) de F' et p’@ de F/, on a
p(l) ] = 3(p'(1) — 1) 4 a.

Tes transformées sur F des courbes canoniques de la surface F’ passent
simplement par les points unis de premiére espéce, mais ne passent pas par
ceux de seconde espéce.
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1. Considérons dans un espace linéaire S; & cing dimensiong
Phomographie de période trois
H— <x0 Xy eX, ey 2%, azx5>
Xy Ty Ty Xy Ty Xy
oll ¢ est une racine primitive cubique de l'unité, et la surface ¥
d’équations

3(%os 1)+ Pa(@sg, X3) +v5(@s, ¥5)+ V111 (To, Ty 5 gy Ty 5 g, 25) = 0 (1)

Ps(@e; Tg) + Y11(Xo, Ty 5 @y, T5) = 0, (2)

¢2(®a, ®5) + Y11(o, Ty 5 Ty, X5) = 0, (3)
ol ag, By, Y5 @s ©4 sont des formes algébriques binaires de leurs
arguments dont le degré est indiqué par l'indice, J;; une forme
trilinéaire et {y,, ¢1; des formes bilinéaires.

La surface F, d’ordre douze, est une surface projectivement
canonique. Le systéme linéaire IC [ de ses sections hyperplanes
constitue son systéme canonigue. Cette surface a donc les genres
Pa = Ppg = 6, p1) = 13, P, = 19. Le systéme bicanonique complet
de F est découpé par les hyperquadriques de S;.

L’homographie H posséde trois axes ponctuels : les droites
0,04, 0,05 et 0,0;, arétes de la figure de référence. L’hypersur-
face (1) ne passe par aucun de ces axes. L’hyperquadrique (2) passe
par 040; et 0,0;. L’hyperquadrique (3) passe par 0,0, et par 0,0,.

La surface F est transformée en soi par 'homographie H et celle-ci
détermine donc sur la surface une involution I du troisiéme ordre
qui posséde trois points unis

Ty = Ty = Ty = X5 = 0, az(%, ;) = 0.
On peut supposer sans restriction que le point O, appartient &
la surface F. On a alors
(g, 1) = axiLy + ...
et le plan tangent & ¥ en Og a pour équations
£y =0, Iyy(1, 0; 24 x5) = 0, §35(1, 05 @y, w3) = 0.

Dans ce plan, H détermine une homographie non homologique
ayant pour points unis O, un point sur la droite 0,0, et un point
sur la droite 0,0;. Il en résulte que le point O, est un point uni de
seconde espéce de l'involution I. Les deux autres points unis de
Vinvolution sont évidemment de méme espéce.
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L’involution I possédant trois points unis de seconde espéce,
entre les genres arithmétiques p, de F et p;, de F’, image de I'invo-
lution I, nous avons

12(pe + 1) = 3.12(p, + 1) — 3.8.
On en déduit p, = 2.
Entre le genre linéaire p® de F et celui p’@® de F’, on a la relation
PO —1=3(p'® —1),
d’ou p'® = 5.

2. Dans le systéme canonique de F, il y a trois faisceaux de cour-
bes appartenant & l'involution I. L un, l C, \, est découpé par les
hyperplans x; = Az, passant par 0,0,0,0;; le second, |C, |, est
découpé par les hyperplans z, = px,, passant par 0,0,0,0;; le
troisieme, | C, \, est découpé par les hyperplans x; = vz, passant
par 0,0,0,0,.

Les trois points unis de l'involution n’appartiennent pas aux
transformées des courbes canoniques de F', donc ces transformées
sont les courbes C,. Nous désignerons par | Cq ] le faisceau canonique
de F’ et par O}, C; les courbes qui correspondent sur F’ respective-
ment aux courbes C,, C,.

Le systeme bicanonique [ 2¢C 1 de F est découpé par les hyper-
quadriques de S; et contient trois systémes linéaires partiels appar-
tenant & l'involution 1. Désignons par |(20)0 l celui de ces systémes
qui est découpé par les hyperquadriques

Mo~ Moy -+ Aol 4 Agogy + AgTas + A5y + Ne¥a5 = 0 (4

Parmi ces hyperquadriques se trouvent les hyperquadriques
dégénérées (x; — Ar,)? = 0, donc le systéme j (20), ‘ contient les
courbes 2C, et ce systéme est le transformé du systéme bicanonique
de F".

En rapportant projectivement les hyperquadriques (4) aux hyper-
plans d’un espace S; & six dimensions, on obtiendra done un modéle
bicanonique de la surface F’.

3. Posons

oXyp = xwp, (1, k=0, 1 ot 1 = 2,3;k=45). (5)
On a

XooXqy — X2 = 0, (6), Xy Xg5 — Xp3 Xy = 0 (7)




et par conséquent aux oo’ groupes de 'involution cubique engendrée
dans S; par ’homographie H correspondent les points d’une variété
a quatre dimensions de Sg. Chaque point de cette variéhé correspond
- donc & o' groupes de 'involution.

Considérons un plan s’appuyant en P, sur 0,04, en P, sur 0,0,
et en P, sur 0,0;. Ce plan est transformé en soi par H. Les hyper-
quadriques (4) découpent dans ce plan des coniques touchant en P,
la droite P,P, et en P, la droite P,P,.

Pour étudier cette question, projetons le plan P P, P, sur le plan
0,0,P, en posant

Xy = Ny, T3 == Py, Ty = V¥,

Les coniques découpées par les hyperquadriques (4) ont pour

homologues les coniques

Tg(hg + Ak Ah®) + @y (hg + gy + gy - Agv) = 0.
Soit zyx, = kal une de ces coniques. Aux groupes de I'involution
qu’elle contient correspond le point

XOO . XOl o Xll . X24 . X25 - X34 o X35‘

1 ) Mok by ky kv

Désignons par o, le ptan X,, = Xgs = Xy = Xy5 = 0 et par o,
Pespace & trois dimensions X, = X1 = X4y = 0. Dans oy, I’équa-
tion (6) représente une conique v et dans o, I'équation (7) représente
une quadrique Q. Désignons par P le point de la conique vy qui cor-
respond a P, et par P’ le point de la quadrique Q qui correspond 4 la
droite P;P,. On voit qu’aux oo! groupes de I'involution de S, situés
sur une conique y découpée sur le plan P,P,P, par les hyperqua-
driques (4), correspond un point de la droite PP’. Lorsque la coni-
que y varie dans le plan P P, P,, c’est-a-dire lorsque k varie, le point
correspondant déerit la droite PP’. Cette droite correspond donc au
plan P,P.P,.

Aux c0? plans PP, P, correspondent les droites s’appuyant sur
la’ conique y et sur la quadrique Q. Ces droites engendrent une
variété Vi d’ordre quatre, intersection des cones (6) et (7). La
variété Vi a comme éléments doubles la conique vy et la quadrique Q.

Chaque groupe de Iinvolution I sur la surface F appartient & un
triangle s’appuyant sur 0,0,, P,05, O,P,. Bt un tel triangle ne
contient en général qu'un groupe de Iinvolution I. Il en résulte que
la surface F' est tracée sur la variété Vi et qu’en général, une géné-
ratrice de cette variété rencontrant F’ ne la rencontre qu’en un
seul point.
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4. Pour obtenir les équations de la surface F’ posons dans les
équations (1), (2) et (3) de F,
Ty = Ay, Ty == Py, Xy == VX,
Nous obtenons
wdog(L, ) + adBa(l, ) + @fya(l, v) + 2wy bin(L A Lops L v)=0,
2505(1, u) -+ 2exdua(L, 15 1, v) = 0,
i @31, v) + wexada(1, 25 1, p) = 0.
Pour abréger, nous écrirons oy pour ay(1, %), g3 pour I A N
@11 pour @11(1’ L)
Des deux derni¢res équations, on tire
Pxi = — (9292)% PLoTa¥y == @11@11525&:
Pty = %14)11@2’ prf = kPukPu e
Les deux premiéres de ces équations donnent
75%@11‘111 = LoT4Pe® g 9
Observons que l'on a
N %14)11 = V11(Xoo Xo; Xll s Xags Xy Xaar Xas),
xzxz; Doy = Do(Xsy, Xzs: Xss Xgs),
¥, étant bilinéaire et @, du second degré.

On obtient une hyperquadrique
W (Kogreros Xagyeer) — Pop(Xggsoor, Xys) = 0 (10)
’ contenant la surface F'.
; L’équation (8) donne ensuite
“(52@5)253+@%1@11¥é63+$11$;1252:{3“@1@11‘52@&@111 =0
ou, en utilisant la relation (9) et en simplifiant par {I}llq} 11
—933511@ 11&3+x;xiql/11€é éga“Hchi @11"\52?3““75?)952954 @11@ ;.1@111 == 0.
En multipliant par ze,z,, on en déduit
— Gnbiaes + $eals + $1%ers — Yud1dan = 0. (11)
Observons que I’on peut poser
oy = 2pA1(Xgs o1, Xy1) + 2,41 (Xops Xo1: X11)5
$110aBa=0Bs(Xas Xos, Xy, Xys)+2,B5(Xag s Xss),
A1 0. CYR Xgs)+2:C5(Xpgees Xas),
Vi = 2V 1 (Xagsoos Xgs) + 2V (Xgees Xss)s
les fonctions introduites étant des formes algébriques dont le degré
est indiqué par I'indice.
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On obtient ainsi
To[—W¥13 A1+ B3+ Co— Y, Wi+ [V AL B+ C—F,, ¥, ]=0
et en combinant cette relation avec I’équation (6), on a finalement

] X00X01 ‘FllA:IL_Bé - Oé + LP.M\I% = 0. (12)
X01X11““\F11A1 + B3 + C3 - \Pu‘Fl

équation d’'une variété contenant la surface F'.

5. La surface I’ ayant le genre arithmétique p, = 2 et le genre
linéaire p™ = 5, son bigenre est P, = 7. Son modéle bicanonique
appartient donc & Pespace S, et est d’ordre 4(p® — 1) = 186,

La surface F' appartient aux hyperquadriques (7) et (10) et & la
variété (12). Celle-ci est d’ordre sept et par conséquent 'intersection
des trois variétés est d’ordre 28. Il y a done dans cette intersection
une variété étrangere & la question.

Observons que si nous avons Y, = 0, ¢1; = 0, nous devons avoir
en outre ¢, = 0, ¢, = 0 et ces équations indépendantes donnent un
nombre fini de points appartenant & la surface F.

L’équation ¢y, = 0 établit une homographie entre les ponctuelles
0,0,, 0,0; et I'équation §7; = 0 une homographie entre les ponc-
tuelles 0,04, P,04. A un point P, de 0,0, correspond un point P,
sur 0,0, et un point P, sur 0,0;. Les ponctuelles (P;), (P,) sont
homographiques et la droite P,P, engendre une quadrique. A
celle-ci correspond dans 'espace o3 un plan coupant la quadrique Q
suivant une conique y'. Les droites qui correspondent aux plans
P,P,P, considérés ici s’appuyent sur v, v et sont étrangéres 3 la
question. Elles forment une variété Wj qui ne peut contenir F’.

L’équation (11) montre que la variété W; appartient a la va-
riété (12). Cela étant, observons que la variété Wi appartient égale-
ment au cdne (7). D’autre part, le plan o, est double pour le cone (7)
et double également pour la variété (12). On en conclut que l'inter-
section de la variété (12) et du cone (7) se compose de la variété W3
et d’une variété Vi° pour laquelle le plan o, est quadruple.

L’intersection de la variété Vi° et de 'hyperquadrique (10), qui
passe simplement par o,, se compose de ce plan compté quatre fois
et de la surface F’ d’ordre 2.10 — 4 = 186.

6. Aux trois points unis de 'involution I correspondent sur F’
trois points doubles biplanaires situés sur la conique .
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Si Pon pose
oy(Tg, 1) = oy + ATy + agoy + gy,
ces trois points sont donnés par
Xgo— (@K g0 + @3X 1) — (22X 1 + a3 X11)
X 0eXg + @ X Xy + 21Xy
La troisiéme équation de la matrice se réduit d’ailleurs a I'équa-
tion (6).

]:0

7. Les courbes canoniques €y de F transformées des courbes
canoniques Og de F' sont découpées par les hyperplans ; = A&,.
Une courbe C}, appartient done a I'espace & quatre dimensions

X = 2 Xgp Xqp = A Xy
et hyperplan
WXy — 20K + Xy =0
touche la surface F' le long de cette courbe Cy,.
TLa surface F’ appartient & Uenveloppe de cet hyperplan.

1T

8. Considérons maintenant dans l'espace S; I’homographie de
période trois
H— <x0 EX, €y &Ly EXT4 szx5>
Ty Xy Ly Xz Ty Ty

ayant pour axes ponctuels le point Oy, le plan 0,0,0, et la droite
0,0;. Considérons en outre la surface F d’équations.

ax§+fxa(x1, Ty, T3) + Bs(@g x5) -+ (%1, Xay T35 T ws) = 0, (1)
@o(®y, Xp, T3) + o1 (g, 75) = 0, (2)
@é(le: xs) + xoq";.(xb Lo, xs) = 0. (3)

La surface F est transformée en elle-méme par H et cette homo-
graphie détermine donc sur cette surface une involution I d’ordre
trois.

L’involution I posséde six points unis donnés par

Xy =y = x5 = 0, ug(@q, Ty, T3) = 0, 9Ty, X, xg) = 0.,

Supposons que O, soit un de ces points unis, ce qui ne diminue
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pas la généralité. Alors dans a, le terme en x} manque et dans g, le

terme en «%. Posons

oy = 2foy(Xa, T3) + s @y = B0 (@, Ty) .

Le plan tangent & F en O, est donné par

% (2, 3) = 0, a;(@g, T3) = 0, 75 = 0,
c’est-a-dire, o, et «j n’étant pas identiques, par
Ty = Xy == X3 = 0.

C’est le plan P,0,0;, dans lequel H détermine une homologie
de centre O;. Ce point est donc uni de premiére espéce de I'involy-
tion. Il en est de méme des autres points unis.

Entre les genres arithmétiques p, = 6 de F et p, de F', nous
avons la relation

12(pa + 1) = 3.12(p) + 1) — 6.4,
d’out p, = 2.

Entre le genre linéaire p® = 13 de F et celui p’® de F' nous

avons la relation
PO —1=3(p'® —1) + 6,
dott p'®M = 3. ’

Le bigenre de I’ est égal & Py = p, + p'® = 5.

Les transformées C, des courbes canoniques C; de F' passent
simplement par les six points unis de I'involution I ; elles sont done
découpées par les hyperplans passant par Pespace 0,0,0,, c’est-a-
dire par les hyperplans

Ay + Agxg = 0.

Aux courbes bicanoniques 2C) de ¥’ correspondent sur F des
courbes découpées par les hyperquadriques transformées en elles-
mémes par H et qui comprennent les hypersurfaces

(hyty + Rgws)? = 0.
Ces hyperquadriques sont done
2oty + Moy + Ral) + gg®y + Aygus + Al == 0 (4)
Ce systéme comprend I'hyperquadrique (3).

9. Rapportons projectivement les hyperquadriques (4) aux hyper-
plans d’un espace S; & cing dimensions en posant

PXoi = XTq, (Z = 1, 2, 3), pX@'k = Xix[, (%, k = 4,5).
Nous avons la relation
X4,4X55 ’“ Xz.s =0 ()
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et par conséquent aux groupes de Yinvolution du troisiéme ordre
engendrée par H dans 8, correspondent les points de Phyperqua-
drique (5). Un point de celle-ci correspond done & une simple infi-
nité de groupes de I'involution.

Les hyperquadriques (4) passent par le point 0, et par le plan
0,0,0,, par conséquent il existe oot de ces hyperquadriques con-
tenant une droite passant par O, et par un point P du plan 0,0,0,.
Si 4y, Ya, Ys sODt les coordonnées de ce point dans ce plan, 4 la droite
O,P correspond le point

X1 Xz Xos = Y1:Y2:Ys Xy = Xg5 = Xg5 = 0,
o’est-a-dire un point du plan 65Xy = Xy5 = X5 = 0).

Clonsidérons maintenant un plan passant par O,, par un point P
du plan 0,0,0; et par un point P, de la droite 0,0;. Examinons
les coniques découpées dans ce plan par les hyperquadriques (4).

Projetons le plan 0,PP, des points 0,,P,, O; en posant

Ty == My, By = P&y, X5 = Yo (Y2 = W1 Ys = wYa)-

Les coniques considérées se projettent suivant les coniques
xoe (M £ Ak ha) 4 ¥ (s F MasY + Ngsv%) = 0,
oest-a-dire suivant les conigques touchant en O,, O, respectivement
les droites 0,0, 0,0, Soit xh = kax,x, une de ces coniques ; il lui
correspond le point (en remplagant A, y par leurs valeurs et ky,

par k')
X X X X X P
A N A%

Ce point correspond aux différentes groupes de Pinvolution de S;
situés sur la conique considérée ; il appartient & I’hyperquadrique(5),
cone de sommet oy

10. Cherchons maintenant les équations de la surface F'.
De ’équation (2) on déduit
¢a(Xos Xogr Xog) T+ 95(3;411(9547 x;5) = 0.
Apres avoir multiplié les deux membres de 1’équation (1) par x5,
on obtient

2

e5(X s Xogr Xos)

“'2""0_21"—‘0—2"’(& + oy X1, Koz Xos) (—P'zﬁa(%’ xg) —
q)l(‘vh x5) ‘.{Jl

P2
- d.Jll(XOb Xoas Xosz s %as x5) = 0.

Y1
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En posant

‘Vf(%’ z5) = V1(Xyg, Xys Xs5),
W (2, Z5)B3(Ty, T5) = Bo(Xyy, Xisr Xss)s
Wy (2, 25)11( Koy, Xog, Xog 3 Ty, @5) = V11 (X1, X, Xos 5 Xy, X45:X55)

on arrive finalement a 1’équation
a9y + Wio — 9uPly — 0¥y = 0. (6)
A Péquation (3) correspond ’hyperplan
E(Xo, Xogs s Xs5) = 0.

La surface F’ est l'intersection des hypersurfaces (5), (7) et de
I’hyperplan £. Elle a les genres Py = 5, p'W = 3, done elle a I’ordre
huit. L’hypersurface (6) est du quatriéme ordre, done son intersec-
tion avec I’hyperquadrique (5) et hyperplan £ est bien du huitiéme
ordre.

11. Appelons Vg la variété de S; intersection des hypersurfaces (1)
et (2), et V3 la variété de S; intersection des hypersurfaces (5), (6)
dont la section par I'hyperplan £ est 1a surface F.

A la section de V§ par 'hyperplan x, = hz, correspond sur V28 la
surface située dans 1’espace a trois dimensions

X5 = 2Ky, X5 = 2 Xy

L’hyperplan
WXy — 20X 5 + X5 == 0
touche la variété V.8 le long de cette surface.

En coupant par ’hyperplan £, on voit que les courbes canoniques
Co de F' sont des courbes planes et que le long d’une telle courbe il
¥y a un espace & trois dimensions touchant la surface.

On constate d’ailleurs que les courbes Cy, qui sont d’ordre quatre
et de genre trois, sont nécessairement des courbes planes.

Supposons comme plus haut que O, soit un des points unis de
Iinvolution I sur F. Le plan tangent en ce point & F' a pour équations
%y =2y =x; = 0 et les hyperquadriques (4) touchent en O,
Ihyperplan 2z, = 0, donc les transformées sur F des courbes bica-
noniques de F’ ont un point double en 0,. Au domaine de ce point
correspond done sur F' une conique. En considérant les hyper-
quadriques (4) ayant un contact du second ordre en O, avec une
courbe passant par ce point et y touchant F, on trouve que les
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équations de cette conique sont
aX3,95(1,0,0) + X g125(1,0,0) §1 — Byg,(1,0,0) —
— X19(1,0,0) ¥14(1,0,0 Xyar Xyso Xg5) = 0,
Xpo = Xgs =0, £E=0.
Les transformées des courbes bicanoniques de F' sur F ont des

points doubles au points unis et aux domaines de ces points corres-
pondent des coniques sur F.

Le degré effectif des transformées des courbes bicanoniques est
1.12-6.4 = 24 et F” est bien d’ordre huit.

III

12. Soit, dans un espace linéaire S, a six dimensions, 'homo-
graphie H de période trois,
H— Xy Ty Ty Ly X, 2Ty €%Tg
~<xox1xz Ty Xy Ty Xy >

et la surface F d’équations

v

ay(Ty, L4y o) + P11(%s; T4 5 T, xg) = 0, ( (1)
a5(@g, X1, Tp) + 011(%s, 24 5 T, xg) = 0, )

Ba(@s, 1) + V11(@os T, T 5 T xg) = 0, (2)
Ba(@s, x6) + b1a(o, L1, T3 5 Ty, zy) = 0, (3)

Ot ay, ah, Bg, By sont des formes quadratiques et ¢q;, @11 Y11 P11 des
formes bilinéaires (1).
La surface F est transformée en soi par H qui détermine donc une
involution I d’ordre trois sur cette surface.
L’homographie H posséde comme axes ponctuels le plan O, 01 O,
et les droites 0,0, 0504.
Les points unis de I'involution I sont :
Les quatre points
x3:x4:x5=x6:0,m220,a;20.
Les deux points
Ty =Ty = ¥y = T5 = ¥ = 0, a=0
et les deux points

!
x0=x1=x2=x3:x4=0,@2=0.

(1) Nous avons déja considéré cette surface dans une note du Bulletin de
I’ Acad. roy. de Belgique, 1960, pp. 105-112.
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On peut supposer sans restriction que le point O, est un des quatre
premiers points. On a alors

ty = ooy (T, Ty) + ..oy 0y = T (@, ) + .
Le plan tangent en O, & F est donné par
%1(%y, ®9) =0, 0y (2y, Ty) = 0, §13(1,0,0 ; @5, 26)=0,41,(1,0,0; z,, T,)=0.

Comme o, oy sont distinets, on a #, = x, = 0 et le plan tangent
s’appuis en un point sur 0,0, et en un point 0,0, Dans ce plan,
H détermine une homographie non homologique. Par suite O, et les
trois autres points unis situés dans le plan O,0,0, sont de seconde
espece.

Supposons maintenant que O, soit un des points unis situés sur
la droite O,0,. Le plan tangent en O, est

Xy ==y = x5 = 0, q):lll(xm Zy, %y 5 1,0) = 0.

Dans ce plan, H détermine une homologie de centre O, et dont
laxe se trouve dans le plan 0,0,0,.

On en conclut que les points unis situés sur la droite 0,0, et de
méme les points unis situés sur la droite O;0, sont de premiére
espéce. ’

L’involution I posséde donc huit points unis, quatre de seconde
espéce et quatre de premiere espéce.

13. Les sections hyperplanes de la surface F constituent le sys-

téme canonique de cette surface et celle-ci a donc les genres
Pa = Ppg = T, pM = 17,

Entre les genres arithmétiques p, = 7 de F et p/, de la surface T’

image de I'involution, nous avons la relation
12(pg + 1) = 3.12(p, + 1) — 4.8 — 4.4,
d’ou p, = 3.

Entre les genres linéaires p® de F et celui, p’® de F’, on a la

relation
P —1=3(p'"—1)+ 4
d’otr p’'® == 5.

Les transformées C, des courbes canoniques C; de F’ sur F sont
les sections hyperplanes passant par les points unis de premiére
espece, c¢’est-a-dire par les droites 0;0,, 0;04. Elles ont done pour
équation

A%y 1+ A%y + gy == 0.
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Les transformées sur F des courbes bicanoniques de la surface
T sont donc découpées par les hyperquadriques

}\ooxg+7\11x%+7\23x§+7\12x1952‘Jf“}\ozxoxz"}‘)‘mxoxl+7\35x3x5
“Fhag®als - AasTas  Ragllaly = 0. (4)

14. Pour obtenir les équations de la surface F’, rapportons projec-
tivement les hyperquadriques (4) aux hyperplans d’un espace Sy &
neuf dimensions en posant

oXip = wxy, (1, k= 0,1,20u4 = 3,4; k = 5,6).
Nous avons
XOO XOI XOZ
X Xo X;p | = 0, (caractéristique un) (5)
Xops Xip X

02 12 22

X35 X4e - X34X45 = 0. (6)

Les premiéres équations représentent dans 'espace S, a cing
dimensions d’équations X5 = X3y = X5 = Xy = 0, une surface
de Veronese ® d’ordre quatre et I’éguation (6) une quadrique Q
située dans Pespace S, & trois dimensions d’équations

Xy = Xy = oo = Xy = 0.

Dans S,, les équations (5) représentent une variété Vi et 'équa-
tion (6) une variété V3. Ces deux variétés ont en commun une
variété V8 lieu des droites joignant les points de @ aux points de Q.
Les points de cette variété représentent les groupes de trois points
de S, transformés les uns dans les autres par H et qui forment une
involution J. Un point de V& représente co! groupes de J.

En raisonnant comme on 1’a fait dans les deux cas précédents, on
voit que si P, est un point du plan 0,0,0,, P, un point de la droite
0,0, et P, un point de la droite 0,0, le plan PP, P, est transformé
en soi par H et qua ce plan correspond une droite p de V8 A un
point de p correspondent les cot groupes de I'involution J situés sur
une conique du plan P P,P,, tangente en P, P, respectivement aux
droites P,P,, P.P,.

15. Revenons & la surface F’. En dehors des équations (5) et (6),
cette surface doit satisfaire & trois équations. Remarquons qu’aux
hyperquadriques (1) correspondent deux hyperplans £, £ ayant en
commun l’espace S, contenant la surface F'.
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Des équations (2) et (3), on déduit
Re(@a, 24)B2(®s5, T5) — Y11(Tos T1, Tas X5y X )V 11(Xgs Ty, Ty Xy, ) = O,
Observons que P'on a
Pa(@s, 24)Ba(@s, x5) = Py Xy, Xy Xisr Xoe)s

Y11(%o, X1, Tg5 X5, Xg) $11(Fg, T11s o3 Xy, @4) = Vi3 (X0, Xigs -y Xog s

Xasseeer Xog)s

ou @, est une forme du second degré et ¥';; une forme bilinéaire.

La surface ¥ appartient & 'hyperquadrique
@2(X35,..., X46) _‘Fu(Xom cees X01§ X357-~~: X46) =0, (7)

qui contient I'espace S;.

L’hyperquadrique (7) coupe la variété V§ suivant une variété Vi
sur laquelle la surface F’ est découpée par I'espace S,.

La surface T’ est d’ordre seize. Observons que ies hyperquadri-
ques (4) ont des points doubles aux points unis de premiére espéce
de I'involution I. Le degré effectif du systéme découpé par ces hyper-
quadriques sur F est donc bien 4.16-4.4 = 3.16.

L’hyperquadrique (7) passe par ’espace S, et la surface O est
double pour la variété V&, done cette surface est également double
pour la variété V;°. Il en résulte que F’ posséde quatre points doubles
sur @. Ce sont les points qui correspondent aux quatre points unis
de seconde espéce de I. On sait qu'ils doivent étre doubles bipla-
naires pour F'.

Reprenons la définition de ¥'. Nous pouvons écrire

Y, = (Axy + Ba,) (Cxg + Day),

A, B, C, D étant des formes linéaires en z,, z;, x, que nous suppose-
rons constantes en fixant xz,, 2;, Z,.
Nous avons

¥, = ACX,, + BOX,, + ADX,, + BDX,,.

Dans lespace S,, 'intersection du plan ¥y, avec la quadrique Q
est dégénérée. On le voit tout de suite en projetant cette intersection
du point O, sur le plan X,; = 0. Soient p,, p, les droites formant la
conique section de Q par le plan ¥';; = 0. En un point P de @, le
cone tangent & la variété V¢ est formé des droites projetant de P les
points de Q. Le cone tangent au méme point & la variété V,° est
formé des droites projetant de P les droites p,, p,, et ce point est
double biplanaire. Si P est un des points de © appartenant & F', on
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obtient ainsi le cone tangent & la surface F' pour laquelle ce point
est bien double biplanaire. La surface F' contient done bien quatre
points doubles biplanaires.

Pour voir ce qui correspond sur F’ aux points unis de premiere
espéce de I, observons que nous pouvons supposer sans restriction
que ces points unis sont O, Oy, O, O4. Cela entraine que 'on a

Ba(ws, #4) = bagwy, Po(ws, Tg) = by

L’espace tangent & la variété intersection des hyperquadriques (2)

et (3) est donné par
xy == 0, 415 (%o, %1, T3 1, 0) = 0.

A la seconde de ces équations correspond une conique y de la
surface ®. La premiére entraine X,; = X, = 0. Au domaine du
point O, correspond done sur la variété V}© la variété réglée lieu des
droites s’appuyant sur la conique vy et sur la droite 03,03 de I'es-
pace S;. Cette droite appartient d’ailleurs, sous les hypotheses faites,
a la quadrique Q ; elle représente sur celle-ci le domaine du point O,.
Cette variété est un céne quadratique & trois dimensions de sommet
0,50;5. On en conclut qu'au domaine du point O, sur F' correspond
la conique section de la variété précédente par 'espace S,.

On montre de méme qu'aux domaines des points O,, Oy Oy
sur F correspondent des coniques sur F’.

16. Les courbes canoniques C, de F qui correspondent aux cour-
bes canoniques C{ de F’ sont découpées par les hyperplans

Moo + My + Aglty = 0.

Les courbes C; appartiennent donc & des espaces & quatre

dimensions
1Ko + 2Ky + AaXogp = 0,
7\0Xo1 + )\1X11 + )\2X12 =0,
Ao X02+ MKy + 2 Xye = 0.

Dans I’espace S;, ces équations représentent le plan d’une conique
v' de la surface ®. On en conclut qu'une courbe canonique de F’
appartient & la section par ’espace S, de la variété quadratique &
cinq dimensions lieu des droites s’appuyant sur la conique y' et
sur la quadrique Q.

La section par S, de I’hyperplan

2MXpo + Xy + o 20X =0
touche la surface B’ le long d’une courbe canonique Cq. Et la surface
F’ est enveloppe de cette section lorsque les A varient.

Liége, le 2 mars 1962,

487




