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CONSTRUCTION D'UN SYSTÈME HOMALOÏDAL 

DE SURFACES 

par Lucrex GODEAUX 

Membre de la Société 

Dans cette note, assez élémentaire, nous construisons un système 

homaloïdal de surfaces dans lequel il y à des conditions de contact 

en des points fondamentaux. Il définit une transformation bira- 

tionnelle dans laquelle le second système homaloïdal ne possède 

pas de conditions de contact. C’est ce qui fait l'intérêt de cette 

courte note. 

1. Soient Q,, Q,, Q,, Q, quatre surfâces cubiques linéairement 

indépendantes circonscrites au tétraèdre de référence O0,0,0:04. 

Nous écrirons leurs équations sous la forme 

O1 = dilalala + Gael als + AataliTo + dtitots = 0, 

0 
Pr = bits + - - - + brins = 0, 

Ps = Ctatala - - Ê + Ctitots = 0, 

Pa = ditatsta + - Ê - + dtitits = 0. 

Le déterminant |abcd | des coefficients de ces équations est 

différent de zéro. 

Considérons la surface F d’équation 

A1PaP3Pa + ArP3PaPa + A3PaP10a + AaP1P2P3 

Lorsque les À varient, cette surface engendre un système homa- 

loïdal | F |. En effet, si l’on rapporte projectivement les surfaces 

cubiques circonscrites au tétraèdre de référence aux plans de l’es- 

pace, il correspond à la surface F une surface eubique circonscrite 

au tétraèdre dont les faces sont les plans homologues des surfaces 

Q,, Q,, Q,, Q,. On sait que lorsque les à varient, cette surface cubique 

engendre un système homaloïdal, donc il en est de même de F. 

= 0. 

Manuscrit reçu le 18 mai 1961. 
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Les surfaces F sont du neuvième ordre et passent par : 
Quatre points O;,, O,, O4, O, multiples d'ordre six. 
Quatre points Rip = ps = mi — 0), Rips = ou = p, — 6), Ro = @ = p = 0), Rap; = pe = w3 = 0), doubles. 
Six droites r;; = 0,0z triples. 
Six cubiques gauches 

K;:(03 = Pa = Ü), K;5(92 = pa 0), Ko: = 93 = Ü), simples. Ces cubiques gauches passent par les points O,, O,, O., O,. La 
cubique K;, passe en outre par les points R;, Ry. 

Une courbe C, intersection variable de deux surfaces F, est 
d'ordre neuf. On vérifie aisément qu’elle ne rencontre une surface # 
ne la contenant pas en un seul point en dehors des éléments fonda. 
mentaux. La courbe C passe trois fois par les points O,, O,, O;, O a, 
car les cônes du sixième ordre tangents aux deux surfaces F au 
point O, par exemple, ont en commun les droites triples F2, ris, 
T1 et les tangentes aux cubiques gauches K,,, K,,,... K;4 La 
courbe C passe simplement par les points R,, R,, R;, R,, car les 
cônes du second ordre tangents aux deux surfaces F en KR, par 
exemple, ont en commun les tangentes aux courbes Ki Kis Ki. 

Les courbes C ne rencontrent pas les droites r;x ni les cubiques 
gauches K;7 en dehors des points O;, O;, O,, O,, R, R;, R,, R,. 

2. Considérons la transformation birationnelle T définie par les 
équations 

# # # # 

Mi: Ro y Uy — PrPaPa ? PaPaPr ! PaP1Po ! PiPaPa. (1) 
On en déduit 

. , « LA # LA , # # LA « ! # # . LA LA 4 Pi Pa Pa Pa ts: LRU ! MTS ! LME, 
et ensuite 

LA LA u 

Volts A2 Us 
# LA 4 

2%, bb, bd b, 

LA LA LA 

A Lolt, As Ga | 
# # LA 

bd, xxx, D, D, Plata =) OP , , » Platati = D ; Lytile Co Ca Ca | Gi Title C3 Ca LA LA #4 
4 # LA | Titots do ds d, | d Tax, ds da | 

| LA 4 4 
! 

# ra 4 Ci y At Ga Gi y Us LT, 
4 LA LA 

# # # Ib b, xxx b, __| à, b, b, ARR A Platits — PU >» Plidatz — Pt Ci C2 TT Ca Ci C2 CC Rite 
# ra # 

F # 4 | di di vixix, d, di dy dj xxx, 
Nous désignerons par 4, V2, Vs, da les seconds membres des équa- 

tions précédentes. 
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On a finalement 

La? La: La: da = Vobaa : Dabads : DadaVe : Diadas (2) 

ce qui montre que T est birationnelle et que, d'autre part, si nous 

appelons F' les surfaces qui correspondent aux plans par les équa- 

tions (2), le système homaloïdal | F° | est entièrement analogue à 1F| 

Nous désignerons par Q;, Q!, Q!, Q, les surfaces d'équations res- 

pectives 4, — 0, = 0, ds = 0, ds 0. 

Les surfaces F’ possèdent : 

Quatre points fondamentaux O0, O;, O:, O, multiples d'ordre six, 

sommets du tétraèdre fondamental dans le second espace. 

Quatre points Ri(4, = 4, = di = 0)... doubles. 

Six droites r, — 0,0, triples. 

Six cubiques gauches K°,(4, = du = 0)... simples. 

Les surfaces fondamentales associées à O,, O:, O0, O, sont respec- 

tivement Q!, Q:, Q,, Q, et les surfaces fondamentales associés à 

O!, 0!, O;, O, sont respectivement Q,, Q, Q,, Q. 

Pour voir quelle est la surface fondamentale associée à R;, par 

exemple, considérons la cubique gauche y d'équations 

Pa = ÀPas Pa  UPa 

qui passe par R;. Les surfaces F rencontrent cette cubique gauche 

aux points donnés par 

Dane + up + Aaupr + qil pi — 0. 

Par conséquent les surfaces F touchant la cubique y au point R, 

sont données par 

Me + hu + MA = 0, 

c’est-à-dire que le point qui correspond au point infiniment voisin 

de R, sur la courbe y a pour coordonnées O, àu, u, À. Le lieu de ce 

point est le plan x\ = 0, surface fondamentale associé à R;. Nous 

désignerons ce plan par æ,. Aux points R,, R:, R, sont associés les 

plans fondamentaux w, — 0,0/0,,æ, = 0,00, æ, = 00,0, et 

aux points R',R, R;, R; les plans a — 0,0,04 #2 = 0:0,0:, 

#3 = 0,0,0,, æ1 = 00:03. 

3. Nous allons maintenant imposer à la transformation T les 

conditions suivantes : La surface Q” contient le plan 

x! = O(i = 1, 2, 3, 4). 
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Cela implique les conditions 

lb b, b, | Ga ds a | | & y | di Gr 3 Les ec 0, leo c 10, Bb, b,1—0, [6 b, b,|—0. (3) 
|d, d; da | 4, dy d | d dy d C1 C2 Ca 

Considérons le cône tangent à une surface F au point O4. I a 
pour équation 

Pape MPIPIP + ADipIDS + Mpiger = D, (4) où nous avons posé 

Pi = ts + tar, + Lalla... 
En vertu de la dernière des conditions (3), les cônes ®, = 0, pa = 0, = 0 appartiennent à un même faisceau dont la base est constituée par les droites Tia; Vas Taa Et par une quatrième droite Ta Les surfaces ©, = 0, Pa = 0, ® — 0 touchent la droite ra au point O,, donc le point double R, est infiniment voisin de O,. En considérant l’équation du cône tangent (4), on voit que la droite r, est double pour ce cône. On peut en effet écrire 

P3 = AP + pps. 
* et l'équation (4) devient 

MpAPi + Us) + Npipi(igr + po) 4 
Rire + MQUAE + ue) = 0, qui montre bien que la droite r est double. 

On démontre que les points O,, O,, O, possèdent des propriétés analogues. 
Sous les conditions (3), le système homaloïdal | F | possède quatre Points sextuples fondamentaux à chacun desquels est infiniment voisin un point-base double situé sur une droite double pour le cône tangent 

en ce point. 

Le système homaloïdal | F | ne possède pas de points fondamen- taux infiniment voisins. 
Les courbes C communes à deux surfaces F ont trois branches variables en chacun des points O,, O,, O;, O,, l’une de ces branches Passant par le point double infiniment voisin. 
Les droites r;y, r,, et les cubiques gauches K;y, K’, sont des courbes fondamentales de seconde espèce de la transformation T. 

4 Considérons maintenant la configuration formées par les points fondamentaux du système | EF" |. 
Aux domaines des points O;, O,, O;, O, correspondent respective- 
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# LA # # . LA # # 4 

ment, en dehors des plans w;,#,,#3, 4, les quadriques Q;, Q:, Q, Q 

dont les équations s’écrivent, en tenant compte des conditions (3), 

l or 

0 Ga A3 Ga | QG; Lot, Us Ca 

# LA 

at, Va Ds bi L 0 b, 0 b3 _0 
| TT ; 1! TT > 

| C1 Tati Ca Ca 
LA # 

| |d at ds d 

1! 

Ti%o Ca Ca Ca 
+ # tx, > ds da 

Gi eo Lot | y A Us Los 

by by tits Da _0 b, b, bb, 2x _0 

€ Co O0 Ca le ©  C 

da dy Cite da d) de ds 90 

Ces quadriques sont des cônes ayant respectivement pour S0m- 
L J # # 

mets O!, O;, O;, O4. 

Pour déterminer le point R; par exemple, observons que le 

A # 4 
. LL # t # # # 

cône Q: a pour sommet 0; et passe par les droites 0:0;, 0,0;, 0:0,; 

A ! 
4 

. # # # LA 

le cône Q, a pour sommet O, et passe par les droites O:0,, 0,0%, 

LA 
A LA 4 

. 

0,0!, par consequent les cônes Q!, Q ont en commun une cubique 

gauche K' cireonscrite au tétraèdre de référence. La cône Q, ayant 

pour sommets O; et passant par les points O!, O,, O4, coupe la 

cubique gauche K’ en un seul point R;, en dehors des sommets du 

tétraèdre de référence. Le point R; n’est évidemment pas infini- 4 P 

ment voisin de O!. 

5. Observons que nous pourrions obtenir le système | F | de la 

manière suivante. En rapportant projectivementa aux plans de 

l’espace les surfaces cubiques circonscrites au tétraèdre de réfé- 

rence, il correspond aux surfaces F des surfaces cubiques circons- 

crites à un tétraèdre À dont les faces sont les plans qui correspon- 

dent aux surfaces Q,, Q,, Q,, Q; Dans cette transformation, il 

correspond aux domaines des points O,, O,, 0: O4 les faces 

ds Gay Ge, Ga Au tétraèdre de référence. Pour obtenir le système | F | 

particulier dont il vient d’être question, il suffit de supposer que le 

tétraèdre À est inscrit dans le tétraèdre de référence. Il nous à 

paru cependant intéressant d'obtenir le système | F | par le procédé 

développé plus haut, qui nous fournit en même temps le système 

homaloïdal | F’ |. 

Liège, le 26 avril 1961. 
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