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CONSTRUCTION D'UN SYSTEME HOMALOIDAL
DE SURFACES

par Luciexy GODEAUX
Membre de la Société

Dans cette note, assez élémentaire, nous construisons un systéme
homaloidal de surfaces dans lequel il y a des conditions de contact
en des points fondamentaux. Il définit une transformation bira-
tionnelle dans laquelle le second systéme homaloidal ne posséde
pas de conditions de contact. (est ce qui fait Vintérét de cette

courte note.

1. Soient €, Q,, €5, Q, quatre surfaces cubiques linéairement
indépendantes circonscrites au tétraddre de référence 0;0,050,.
Nous écrirons leurs équations sous la forme

Q1 = AgXalaly A g, Ty A Oy By + a@y s = 0,
0

Qg = by@ylely T . . ) 4 bgxyXyry = 0,
Qg = C1T4%Ty 1 . . . + ey ®yty = 0,
@y = dyylsly + . . . + dyyzamy = 0.

Le déterminant |abcd 1 des coefficients de ces équations est
différent de zéro.
Considérons la surface F d’équation

MPaPsPys T+ AaP3PaPr + A3Pa@19s F FaP1P2Ps

Lorsque les ) varient, cette surface engendre un systéme homa-
loidal ] F l En effet, si Uon rapporte projectivement les surfaces
cubiques circonscrites au tétraddre de référence aux plans de I'es-
pace, il correspond a la surface F une surface cubique circonscrite
au tétraddre dont les faces sont les plans homologues des surfaces
Q,, Q,, Qg, Q. On sait que lorsque les A varient, cette surface cubique
engendre un systéeme homaloidal, done il en est de méme de F.

= 0.

Manuscrit recu le 18 mai 1961.
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Les surfaces F sont du neuvieme ordre et passent par :

Quatre points O,, 0,, O,, O, multiples d’ordre six.

Quatre points Ri(ps = 93 = ¢, = 0), Ra(ps = ¢y = ¢, = 0),
Ry(ps = @y = g, = 0), Ry(p; = @, = ¢, = 0), doubles.

Six droites 7 = 0,0 triples.

Six cubiques gauches
K12(‘Ps = ¢4 = 0), K13(<Pz = ¢4 = 0),..., K34(CP1 == @y = 0), Simples.

Ces cubiques gauches passent par les points O,, O,, O,, O, La
cubique K;; passe en outre par les points R;, Ry.

Une courbe C, intersection variable de deux surfaces F, est
d’ordre neuf. On vérifie aisément qu’elle ne rencontre une surface 7
ne la contenant pas en un seul point en dehors des éléments fonda.-
mentaux. La courbe C passe trois fois par les points O,, 0,, O,, O "
car les cones du sixiéme ordre tangents aux deux surfaces F ay
point O; par exemple, ont en commun les droites triples 7y, 7,
r14 et les tangentes aux cubiques gauches K,,, K,,,..., K;.. Ls
courbe C passe simplement par les points R,, R,, R, R,, car les
cones du second ordre tangents aux deux surfaces F en R, par
exemple, ont en commun les tangentes aux courbes Koz Kis, Koy

Les courbes C ne rencontrent pas les droites 74 ni les cubiques
gauches Kz en dehors des points O,, O,, 0,, O,, R,, R,, R,, R,.

2. Considérons la transformation birationnelle T définie par les
équations
’ ! ! ’
L1 Tyt g Ty = Pa0aPs 1 PaPuPr  PaPrPy  Pr0yPs. (1)
On en déduit
. . . I 4 ! . ’ ’ ’ . “7 ’ ’ . ’ I ’
Pr-Po Ps Py = Tyl | Xg2, @y XXy XXX,
et ensuite
’ ’ ’
Bgksky @y @y @,
! ’ ’
rgrxy by by by,

’ r ’

O XXX, Gy ay |
’ I ’

by wgrx, b, b,

PLoXsXy = 7 7, 5 PXL YTy = rog ,
Ty ZTy  Cp Cy Oy | ¢ LyZqky C3 €y
’ ’ ’ ’ ’ I
| Ty dy dy d, [ dy Xy dy dy |
’ 4 I 7 1‘ ’ I 7
Ay @y Twx, a, Gy Gy Gy Xpxx
7 14 ’ ’ I ’
_ | by by xaial b, by by by XXX
P41 Xy == s s PT Ty = poa7
€1 Gy TET, C, Ci €y ¢y
’ I ’ 4 ’ ?
| dy dy zle) d, dy dy dy i

Nous désignerons par |, s, Y5, ¢4 les seconds membres des équa-
tions précédentes.

400




i

On a finalement
@y Tyt &y Xy = Yalbala ! Yooyt badads + Gabatss (2)
ce qui montre que T est birationnelle et que, d’autre part, sl nous
appelons F' les surfaces qui correspondent aux plans par les équa-
tions (2), le systéme homaloidal | B | est entiérement analogue & |F|
Nous désignerons par €, ), Qf, Q les surfaces d’équations res-
pectives ¢y = 0, ¥, = 0, Yy = 0, Yy = 0.

Les surfaces F' possédent :

Quatre points fondamentaux 0}, 03, 05, O multiples d’ordre six,
sommets du tétraeédre fondamental dans le second espace.

Quatre points Ri(Yy = 3 = 4y = 0),., doubles.

Six droites 7y, = 0;0; triples.

Six cubiques gauches Kjy(b; = by = 0),... simples.

Les surfaces fondamentales associées & Oy, O,, Oy, O, sont respec-
tivement ), Q, Q;, Q) et les surfaces fondamentales associés &
0}, 0, 0}, O] sont respectivement Q,, Q, Q, Q.

Pour voir quelle est la surface fondamentale associée & Ry, par
exemple, considérons la cubique gauehé v d’équations

Py == APp, Py = U2
qui passe par R;. Les surfaces F rencontrent cette cubique gauche
aux points donnés par
[hhpgs + hahndy + Dagr + Aarer] 9f = 0.

Par conséquent les surfaces F touchant la cubique y au point Ry

sont données par

Tohh + At - Mh = 0,

¢’est-a-dire que le point qui correspond au point infiniment volsin
de R, sur la courbe y a pour coordonnées O, Ay, ., A Le lieu de ce
point est le plan x) = 0, surface fondamentale associé & R,;. Nous
désignerons ce plan par . Aux points Ry, Ry, R,y sont associés les
plans fondamentaux w, = 0,0,0;, @y = 0,010, @} = 070,05 et
aux points R}, Ry, Ry, R les plans @, = 0,0,0,, @, = 0;,0,0,,
@y = 0,0,0,, @, = 0,0,0s.

3. Nous allons maintenant imposer a la transformation T les
conditions suivantes : La surface Q' contient le plan

2, = 0(i = 1,2,3,4).
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Cela implique les conditions

| by by b, ,‘Cﬁ as a; | | ay Qy ay | Gy Gy Gy
s ey 00 =0, s ¢y 0 |—0, by by by =0, | b, b, b, |—0.(3)
I’dz ds d, f )dl dy d, j d, d, d, €1 €3 ¢y

Considérons le céne tangent a une surface F au point O, Il a
pour équation
MPaP32s + AaPipi®] + Madipieh + hglhe, = 0, (4)
Ol nous avons posé
V) = U4 TyTy + Xaraw, XX, .. .

En vertu de la dernitre des conditions (3), les cones @) = 0,
¢y =0, 05 = 0 appartiennent & un méme faisceau dont la bhase est
constituée par les droites T14> Tags T34 €0 par une quatriéme droite 4.

Les surfaces ¢, = 0, ®y = 0, 9, = 0 touchent la droite 7, au
point O,, donc le point double R, est infiniment voisin de O,
En considérant I’équation du cone tangent (4), on voit que la droite
7y est double pour ce céne. On beut en effet écrire

= 91 + ug).

v

et I'équation (4) devient

M@aPi(M0) 1) + Magiel] + uel) +
Aa®i219 -+ M195(he] + pey) = 0,
qui montre bien que la droite » est double.

On démontre que les points O,, O,, O, possédent des propriétés
analogues.

Sous les conditions (3), le systéme homaloidal { F f posséde quatre
pownts sextuples fondamentaux & chacun, desquels est infiniment voisin
un pownt-base double situé sur une droite double pour le céne tangent
en ce point,

Le systéme homaloidal 1 ¥ l ne posséde pas de points fondamen-
taux infiniment voisins.

Les courbes ¢ communes 3 deux surfaces F ont trois branches
variables en chacun des points O,, O,, 0,3, O,, I'une de ces branches
passant par le point double infiniment voisin,

Les droites ry, 7y, et les cubiques gauches Ky, K, sont des courbes
fondamentales de seconde espece de la transformation T.

4. Considérons maintenant la configuration formées par les
points fondamentaux du systéme }F’ ]
Aux domaines des points O,, O,, 0,, O, correspondent respective-
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ment, en dehors des plansw,, @y, @3, @y, les quadriques Q;, Q,, Q3 Q)
dont les équations s’écrivent, en tenant compte des conditions (3),
1 o
0 Ay 3 Gy | Ay Tk, Q3 Oy
I 4
xyxy by by by | 0 b, 0 by b, — 0
l - 3 r *“ >
| €, T €3 G
’ !’
1 | dy @y ds dy

r 7
Tyky Cy C3 G4
! ’
xyxy dy  dy  dy

Uy Gy Tyl Oy ) a; @y Oy Ty

b, by xw; by _0 b, by, by 4T 0
¢, € 0 ¢y A P T 8

dy, dy cxy dy d, dy dg O

Ces quadriques sont des cones ayant respectivement pour som-
’ r 14 ’
mets O}, 03, O3, O,.

Pour déterminer le point R, par exemple, observons que Ie
~ 14 I3 . ’ 1 t ! ! !
cone Q; a pour sommet O et passe par les droites 0,03, 0705, 00y,

A~ ’ ’ . ’ ! ’ ’
le cone Q, a pour sommet O, et passe par les droites 070, 0,0,

14 A~ ’ ! .
0,0, par consequent les cones Q,, Q, ont en commun une cubique
gauche K’ circonscrite au tétraddre de référence. La cOne Qg ayant
pour sommets O et passant par les points 0, 05, O}, coupe la
cubique gauche K’ en un seul point R, en dehors des sommets du
tétracdre de référence. Le point R n'est évidemment pas infini-

n p

ment voisin de O.

5. Observons que nous pourrions obtenir le systéme !F l de la
maniére suivante. En rapportant projectivementa aux plans de
Iespace les surfaces cubiques circonscrites au tétraédre de réfe-
rence, il correspond aux surfaces T des surfaces cubiques circons-
crites & un tétrasdre A dont les faces sont les plans qui correspon-
dent aux surfaces Q, Qi Qi 4 Dans cette transformation, il
correspond aux domaines des points Oy, O, Oj Oy les faces
oy, Oy, Ogy 0y AU BétTaddre de référence. Pour obtenir le systéme \ F l
particulier dont il vient d’etre question, il suffit de supposer que le
tétraddre A est inserit dans le tétraédre de référence. Il nous a
paru cependant intéressant d’obtenir le systéme \ F [ par le procédé
développé plus haut, qui nous fournit en méme temps le systéme
homaloidal | F” |.

Liége, le 26 avril 1961.
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