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SUR LES QUADRIQUES AUTOPOLAIRES
PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE

par Luvcien GODEAUX
Membre de la Société

Nous nous proposons dans cette note d’indigquer une méthode
pour obtenir I’équation d’une quadrique autopolaire par rapport
4 une quadrique donnée, c¢’est-a-dire d’une quadrique qui est sa
propre polaire réciproque par rapport & la quadrique donnée. La
méthode indiquée utilise la représentation des droites de I’espace
par les points de I’hyperquadrique de Klein de l’espace & cing
dimensions. Cela peut paraitre un inconvénient, mais cette repré-
sentation est depuis longtemps classiqué. D’ailleurs, il serait pos-
sible de traduire nos raisonnements sans sortir de I'espace & trois
dimensions, mais cela risquerait d’étre fort embrouillé.

1. Soient F une quadrique non conique et © la polarité par
rapport & cette quadrique. Nous désignerons par | ] le systéme des
génératices rectilignes d’un mode de F et par f r" | celui de 'autre
mode.

A une droite s, ® fait correspondre une droite s’ et & s, la droite
s. A un complexe lindaire de droites X, ® fait correspondre un com-
plexe linéaire X’ et inversement, & X’ le complexe X.

Soit Q Phyperquadrique de Klein de S; représentant les droites
de l'espace. A © correspond une transformation birationnelle de
Q en soi qui fait correspondre aux sections hyperplanes des sections
hyperplanes. Cette transformation est donec déterminée sur @ par
une homographie H. Cette homographie est harmonique.

Aux droites » de F correspondent sur @ les points d’une conique
p située dans un plan que nous désignerons par o. Aux droites »’
correspondent les points d’'une seconde conique p’ situées dans un
plan ¢’. Les plans o, ¢’ sont conjugués par rapport & Q. Ils ne peu-
vent se rencontrer car autrement les génératrices r,r’ appartien-
draient & un méme complexe linéaire, ce qui est impossible.

’
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Les points des coniques p, o’ sont unis pour I’homographie H,
done cette homographie est biaxiale harmonique d’axes o, 6" (¥).

2. Soit ® une quadrique non conique autopolaire par rapport & T,
c¢’est-a-dire qui coincide avec sa polaire conjuguée par rapport a F.
Désignons par «, «’ les plans de S;, conjugués par rapport & Q, qui
coupent cette hyperquadrique suivant les coniques représentant les
droites de ©.

A une droite de @, © fait correspondre une droite de @, H donc
fait correspondre o’ & o« ou bien les plans «, o’ sont unis pour H.
Dans le premier cas, ® fait correspondre & une génératrice rectiligne
de @ une génératrice de I’autre mode. Le plan polaire d’un point de
® par rapport & F est le plan tangent & ® au point considéré, c’est-
a-dire que ® coincide avec F. Nous laisserons de c6té ce cas trivial.
Les plans o, o’ sont done unis pour "homographie H.

Un plan uni pour H s’appuie nécessairement suivant une droite
sur un des axes ¢, ¢’ et rencontre autre axe en un point. Nous
supposerons que le plan o s’appuie sur ¢ suivant une droite r, et
rencontre ¢’ en un point R’. Alors, puisque « et o’ sont conjugués
par rapport & Q, le plan o’ rencontre ¢’ suivant une droite ro eb o
en un point R.

Observons que les plans «, «’ étant conjugués par rapport & Q,
Phyperplan polaire de R doit contenir le plan «, qui coupe ¢ sui-
vant 7,, done la droite , est la polaire de R par rapport & la conique p
et de méme r; est la polaire de R’ par rapport & la conique ¢’.

Les droites 7,, r¢ étant choisies arbitrairement, les plans «, o’ sont
conjugués par rapport & Q. En effet, ’espace conjugué de la droite 7,
contient le plan ¢ et le point R. L’hyperplan polaire de R’ contient
la droite r; et le plan 6. Done le plan conjugué de « contient rj et R,
c’est done le plan «'.

On en conclut qu’il ewiste oot quadriques autopolaires par rapport
@ une quadrique F (celle-ci étant exclue).

3. Les coordonnées radiales de la droite yz sont
Pk = Yk — Yz, (4, k= 0,1,2,3)
et si on considére ces quantités comme les coordonnées d’un point
de l'espace S;, I’équation de I’hyperquadrique Q est
Po1P2s 1 DosPs1 + PosPrz = 0.

(*) Voir par exemple notre Géoméirie algébrique, tome I (Paris, Masson
et Liége, Sciences et Lettres, 1948), p. 222.
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Nous poserons
Por = X 41X, por = Xy + 1 Xy, Pos = X + X5,
Doz = Xy — X5, pyy = Xy — Xy, pyp = X, — X5
et en coordonnées X 1’équation de Q s’écrit
X2 4 X2 4 X2 4 X2 4 XE4 XE=0.
A un point X de Q correspond la droite commune aux quatre
plans

Xgry + Xy, + Xy — (X, + Xz, + X5%3) = 0, (1)
Xowy — Xyay + Xgwp + 1(Xgzg — Xy, — Xsx) = 0, 2
Xy — Xy — Xory + (Xpzy + Xyzg — X2y) = 0, (3)

Xy 4 Xywg — Xy + 1(— Xy + Xywy — Xg2,) = 0 (4)-

Nous prendrons pour ¢ le plan X; = X, = X; = 0 et pour o', le
plan X, = X, = X, = 0. La conique p a pour équations

X+ X3+ X2=0,X;=X,=X;=0

et la conique ¢/,
X2+ X2 4+ X2=0, X;=X, =X, =0.
L’équation de la quadrique F est alors
F=al+ad+a)+ at=0.

4. Prenons pour droites 7y, r respectivement les droites
Xy + @, Xy + a4, X, = 0, X3 =X, =X, =0,

a, Xy + a, X, +aX; =0, X;=X;, =X,=0.

Le point R a pour coordonées (@, @y, @, 0, 0, 0) et le point R
(0, 0, 0, as, a,, a).

Désignons par Ry, R, les points de rencontre de 7, avec la coni-
que p et par Ry, Rj ceux de rj avec la conique p’. Soient ry, 7, les
droites de ] 7 ] et ry, 75 celles de 1 r ] qui correspondent & ces points
sur la quadrique F. La quadrique @ correspondant aux plans «', o’
coupe F suivant le quadrilatére formé par ces droites.

Faisons parcourir au point X la droite 7, ; les plans (1), (2), (3), (4)
décrivent des faisceaux deux & deux projectifs et lorsque le point X
coincide avec R, ou R,, ces quatre plans passent par r; ou ry. En
considérant deux de ces plans et en éliminant X, X, X, entre leurs
équations et celles de 7y, on obtiendra une quadrique passant par
T1, 7o

Posons pour abreger

Q1 = Ty + TgTg, Py = Loy + Ty¥s, Py = Ly T X3%s,
by = 2oy — Ty, by = Ty — By, Y = Tl — T1%s
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Les équations des six quadriques obtenues sont
(1)12ancp3~’a1‘fb1“““2(x%+x§)=0, Dy =gy +as(x]+5) =0,
(1)13andr’s”!_al(x%’l'xg)*““z@l:(), ®z4E“‘%%Jr%(x%%%)%‘%%:(),
@14an(x§+x§)‘{‘“1@3—“z¢2:O, Dos=00(w5+2F) +a195—ayb,=0.

Ces quadriques ne sont pas indépendantes, car on a

— @y + By = a,F, Oy + Dy = a, Fi— @y + Oy =a, F.

D’une maniére précise, ces quadriques appartiennent & un sys-
téme linéaire | @, | de dimension trois qui peut étre défini par @,,,
@45, Dy, 6t F. Ces quadriques passent toutes par les droites 7y, 7, et
forment le systéme complet des quadriques ayant ces deux droites
pour base.

Faisons maintenant parcourir au point X la droite 7). On obtient
cette fois six quadriques

q)izE"%de“{"“4@1"“5(95§+x§)20’®§4E‘““34’2+“4%+“5(x3+x§):0>
(DiaE“a%—%(x%"f‘x%)‘-%%:‘): Dy =505+ 0, (25+25)—azb, =0,
®£4E_aa(xg‘f‘xg)“%%‘{‘%?z:O: D gy =ay(w +a7)—as+a50,=0.

Ces quadriques appartiennent & un systéme linéaire 1@6 de
dimension trois, contenant F et qui a pour base les droites 7], r..
Ce systéme peut étre défini par les quadriques ®,, @}, @, F.
Observons que ’on a

— 0y, + Oy = a;F, — @1, + ®; = a,F, — ®£4+®é3:“3F~

5. La quadrique ® doit appartenir aux deux systémes 1@0 l,
] Dy I Ces systémes ont en commun, outre la quadrique @, la qua-
drique F et par conséquent un faisceau de quadriques.

Commengons par rechercher s’il existe une quadrique commune
aux systemes

M@ + 2,05 + hydyy = 0, @ + 0@y + ps®@iy = 0.
Par identification, on trouve
Ahgihg = Ggim—0yig, Pyillyilhy = g0yl
et la quadrique
Yy = aya,9, — U5y + A@spy — agtgy + U A3Pg — Aoy Py
- “zas(x% -+ x;) - “1“4(76‘1) -+ xi) - “0“3(90% + 75%) = 0.
Cherchons ensuite 8’1l existe une quadrique commune aux réseaux
7\1®34 + 7\2(1)24 -+ 7\3(1)23 = 0, qu)?,,zl + P«zq)éz; + qu)és = 0. (5)
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En identifiant, on trouve

Mihgihg = G500, (hitheilly = Qyily 0o,
d’olt la quadrique )
Wy = agay91 — G105 + A5Ps — Ualely + B105P5—Uataly
+ agas(af + @3) + agay (@] + 23) + aya(xf 4 23) = 0.
On a
— W 4+, = (agas + @104 + aa5) F.
Les systémes }(IDO ] et lCI)(’) ont en commun les quadriques du

faisceau ¥, + 2 F = 0. La quadrique ® appartient & ce faisceau
et doit également appartenir au réseau (5). On en conclut que 'on a

O =W, + (@@ + 0404 + aya5) F =Ty,
ce qui résoud la question posée.

Liége, le 14 novembre 1961.
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