Separata de MATBEMAT1CAE NOTAE
UNTVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL
ROSARIO — REPUBLICA ARGENTINA
Volumen I — ASo 1962

SUR LES COURBES TRACEES SUR CERTAINES
SURFACES IRREGULIERES

PAR

Lucien Godeaux

(Liege)

On sait que sur une surface algébrique d’irrégularité q, une
courbe C appartient en général a un systtme continu j(]} formé
de 00® systemes linéaires. Il nous a paru intéressant d'examiner,
sur utoe surface irréguliére particuliere, comment se construit le
systeme continu auquel appartient le systeme canonique de la sur-
face.

Nous partons de la surface F représentant les couples de
points non ordonnés d’'une courbe L eontenent une involution cycli-
que yp d’ordre premier impair p, privée de points unis I11). Il existe
alors sur la surface F une involution cyclique |1 d’ordre p privée
également de points unis. Une surface image F* de cette involu-
tion a Il'irrégularité « n étant le genre de linvolution yp. Nous
construisons le systeme canonique de F et nous montrons qu'il
existe sur cette surface p—1 systemes linéaires de mémes degré,
genre et dimension que le systéme canonique. De plus, ces syste-
mes appartiennent a un systeme continu ocr- de systemes linéaires
ayant méme degré et méme genre que le systéme canonique, mais dont
la dimension est égale au genre arithmétique de la surface.

Le diviseur de Severi de la surface F* est égal a p, qu'il s’agisse
de systemes linéaires ou de systemes continus de courbes.

1. Considérons une courbe algébrique L contenant une invo-
lution cyclique yp, d’ordre premier impair p, privée de points unis.
Soient L’ une courbe image de l’involution vy, et tt le genre de
cette courbe. Le genre de la courbe L est p(ir—1) + 1.



A la série canonique | G'0| de L' correspond sur L une série
| GOi | comprise dans la série canonique j Go| de cette courbe. La
série canonique | G0 | de L contient p séries linéaires partielles com-
posées au moyen de linvolution y,. L'une de ces séries est | (toi |
de dimension n—1, les autres sont des séries | G02 |, | (%05 |, * >
| Gop| de dimension tt— 2, auxquelles correspondent sur L' des
séries paracanoniques de cette courbe | G'02|, |G|, - -| G|

Soit | G'u | une série paracanonique de la courbe L', distincte
des séries précédentes. Il lui correspond sur la courbe L une série
d'ordre 2p(w— 1), appartenant donc a une série paracanonique
| (G . Cette série | G\ | est transformée en elle-méme par la trans-
formation birationnelle t de L en soi génératrice de 1'involution v,
La série | Gl | contient p séries linéaires partielles composées au mo-

yen de y,, |Guj, | (?2], - _|GX, | de dimension «—2, auxquelles
correspondent sur L' des séries paracanoniques, | G'u|, |G'12
| G’IW\.

On a donc, sur la courbe L, ocT séries paracanoniques con-
tentant chacune p séries linéaires composés au moyen de I'involu-
tion yv et parmi ces séries, se trouve la série canonique.

Nous poserons p = 2v -f- 1 et nous supposerons v > 1.

2. Soient F la surface qui représente les couples de points
non ordonnés de la courbe L et F' celle qui représente les couples
de points non ordonnés de la courbe L.

A un point P de F correspondent deux points Pu P> de L.
A ces points, t fait correspondre deux points P'i, P2 avant pour
image sur F un point P'. Ce point P' correspond & P dans une
transformation birationnelle T de F en soi, de période p. Cette
transformation engendre sur F une involution | d'ordre p privée,
comme vy, de points unis.

Désignons par H les courbes de F représentant les couples
de points de L dont I'un est fixe. Ces courbes forment un systeme
continu j//} de degré un et d’indice deux, dont I'enveloppe est
la courbe K représentant les couples de points de L formés de deux
points confondus.

Considérons sur L deux groupes (A), (A") de linvolution vy,

et soient Au A2, ... A, et A\, AG, ... A’ les points qui les com-
posent. Désignons par HIt /> eee, Hp les courbes H cpii corres-
pondent aux points de (A) et par H\, HG, ..., H', celles qui co-

rrespondent aux poinst du second groupe. Les courbes H du pre-
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mier groupe et les courbes 77° du second groupe se rencontrent
en p2 points qui, lorsque (A) et {A") varient, engendrent une in-
volution .7 d'ordre p2. Chaque groupe de J contient p groupes
de 7.

La surface F' est I'image de l'involution J. Désignons par F*
une surface image de l'involution I. Aux groupes de J correspon-
dent sur F* des groupes de p points formant une involution J'.

Comme nous l'avons remarqué, l'involution cyclique 7 est dé-
pourvue de ponts unis, par contre l'involution J, qui n'est pas
cyclique, posséde une courbe de points unis que nous allons déter-
miner.

Reprenons le groupe de J formé par les intersections des cour-
bes H,, //'l., groupe qui comprend p groupes de I. Lorsque le grou-
pe (A") tend vers le groupe (A), un de ces groupes de | tend vers le
groupe des points de contact des courbes H, avec la courbe K. Les
p —1 autres tendent vers les groupes de F formés des points com-
muns a deux courbes 7/j. Ces points sont au nombre de pv et par
conséquent ces points sont unis pour 1'involution J.

Nous désignerons par Kx la courbe lieu de ces points. Cette
courbe 7ij représente les couples de points des groupes de 1’'involu-
tion yu. Observons tout de suite que les courbes K et Kx ne peuvent
se recontrer.

3. Considérons par exemple la courbe Hi. Les v couples de
points et (HP,HX), (HX,H3) et (77,_i, Hl),... appar-
tiennent & des groupes de 7, par conséquent & la courbe IF correspond
sur la surface F* une courbe H* possédant v points doubles. Cette
courbe correspond également aux courbes 772, 77i, ..., H,. Les v
points doubles appartiennent a la courbe Kx* homologue de Kx La
courbe 77* touche la courbe K* homologue de K en un point et ce
point, joint aux v points doubles de H comptés chacun deux fois,
forme un groupe de linvolution J'. Le point de F' homologue de
ce groupe appartient a la courbe K', image des couples de points
de L' formés de deux points coincidents. A la courbe 77* correspond
sur F' une courbe H' représentant les couples de points de L' dont
un point es fixe. Ce point représente sur L' le groupe (A) de L.

L’involution J possede donc sur F une courbe unie Ki et 1'in-
volution J', sur F*, la courbe unie K*.

Une courbe 77 coupe la courbe Kx en p—1 points, donc entre
la courbe L et la courbe Kx nous avons une correspondance
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(2,p—1) privée de points unis. Par la formule de Zeuthen, on en
déduit que la courbe Ki est de genre

ki =vp(ir—1) + 1

D’autre part, par la formule de De Franchis, le degré virtuel
de Kx est

1-2-—-P (P —1) (*—1).

Entre les courbes IC* et Kh nous avons une correspondance
(1, p) dépourvue de points de diramation, par conséquent le genre
de Ki* est

—1 +1

et .son degré virtuel

Entre la courbe IC et la courbe A'i*, nous avons une correspon-
dance (1,v) privée de points de diramation. K' étant de genre w, la
formule de Zeuthen donne bien pour le genre de K*i la valeur k\*i

4. Une courbe canonique d de F représente les couples de points
des groupes d'une série de dimension un appartenant a la série ca-
nonique de L. Les genres géométrique, arithmétique et linéaire de
F sont comme on sait

P.-|POr—N)[pOr—1) +1],
P.-.-[P(*r-1) +1]\p (&t— 1) —2],
2 _

pl, = p(r—1) [4pt—1) —5] +1.

Entre les surfaces F* et F, nous avons une correspondance
(I1,p) privée de points de diramation, donc entre les genres arithmé-
tiques pa* et Pa de ces surfaces, nous avons la relation (2).

P(Pa* + 1) =Pa+ L
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Le genre arithmétique de F* est donc

P = —Cr—1) [P (*—1) —1lj —1-

La surface F* a I'irrégularité m (3), donc son genre géomé-
trique est

p,*=I(T-1) [p(,—1) +1]

Dans le systtme canonique | C| de F, nous avons p systémes
linéaires partiels appartenant a I'involution I. L’un est le transformé
fCi| du systeme canonique 10*1 de F*. Les autres, |C2|, | Cal.
. ..,|CP| ont nécessairement la méme dimension puisqu’ils corres-
pondent aux séries | G02 |, | <%3 |, 1+, | tr0p| de la courbe L. Si x

est la dimension de c-es systemes, par la théorie des homographies,
on a

P* + (P—1) O+ 1) =P,
d’ou

X=1 (tt—1) P (.-1) + 11l —l=p,*_1

Le systtme | C| ayant le degré p (v—1) [4p (t—1) —5].
les systemes |C*| et |C2*|, - -|Cp*| qui correspondent a
|[Ci[,|C2],. =|Cp| ont le degré (ir— 1) [4p W— 1) —5] et le
genre (*-—1) L4p e— 1) —5] +1.

Ainsi donc, sur la surface F*, nous avons p systemes linéaires
| C* |, |(?i* |,...,| C/'| dont le premier est le systéme canonique,
ayant mémes caracteres (degré, genre, dimension) que ce systéme.

5. Aux courbes canoniques C de la surface F' correspondent
sur la surface F* des courbes C,* et sur la surface F des courbes C».
Draprés un théoréme d’Enriques, les courbes C0* jointes & la courbe

unie de l'involution donnent des courbes canoniques de F*. On
a donc

C*=C0* AAV,

A étant un entier positif.



— 76 —

Sur F, on a
C=Co Ahi

Une courbe H rencontre une courbe C en 2p («— 1) — 1 points
et la courbe A'j en p— 1 points. Sur F', une courbe H' coupe une
courbe C en 2»—3 points, donc une courbe H* coupe une courbe
Co* en p (2w— 3) pointe et une courbe H coupe una courbe C0 en
p (2tt— 3) pointe également. On en conclut A = 1.

Le systeme canonique de F est donc

JC|=]C0+ Kx|
et celui de F~*,

|u* !l =|c0* + KI* |
Aux séries paracanoniques | ér02| , |M©3 > --j | G'op! de L’
correspondent sur F' des courbes C'2, C'3,..,,C'P formant des syste-
mes linéaires | C\ |, |C"3| - -|C'| de degré (t-—1) (4tt—9)

et de genre (r—1) (4»—9) -(- 1. A ces systemes correspondent
sur F* des systémes linéaires | 02|, |Cs|, - -|C,]| et on a

| C2% | — |C2-hJT* |, | C3 | — | U« + K,*
\CP*\Z‘C,+Kt*|.

Dailleurs, si 1I'on considére sur F le systeme | (U | par exemple,
il correspond a une série paracanonique | G02 | de L composée au
moyen de l'involution yp, donc il existe des courbes C2 contenant la
courbe Kin
Observons encore que sur F' une c-ourbe C' coupe K’ en 6 (a—1)
points, donc une courbe U0* coupe la courbe Kx* en 3(p—1) (w—1)
points et una courbe CO0 coupe Kx eu 3p (p—1) (w—1) points.
On en conclut que sur F, les courbes C coupent la courbe Kx en
2p (p—1) (tt—1) points, nombre donnant celui des couples de
pointe de L commun a un groupe de yp et a un groupe d’une série
de dimension un tirée de la série canonique. C'est le nombre qui est
donné par la formule classique de Schubert.
Sur la surface F*, les courbes (70* coupent Kx* en 2(p—1) @—1)
pointe.
6. Considérons maintenant une série paracanonique | Gx| de
la courbe L, transformée en elle-méme par la transformation r.



Elle contient par conséquent p séries linéaires partielles | GIX |,
i *+- | GXp| composées au moyen de yp.

Aux séries de dimension un contenues dans | Gx| correspon-
dent sur F des courbes C10 formant un systeme linéaire | C10 | de degré
p(n—1) [4p(tt — 1)— 5] et de genrep(v—1) [4p(jr— 1) — 5] +1
de dimension

— P(d—1) [P(-—1) — 1] L

Ce systeme contient p systémes linéaires partiels | Cn |, | C12 |,
.... |Cip| appartenant a l'involution | et comme les séries | Gxx |,
|G12 |, ..., | G\p| ont la méme dimension ces systemes ont égale-
ment la méme dimension. Soit x cette dimension. On a, d'apres la
théorie des homographies,

p(x + 1) 1) [p(t—1) —1],
d'ou
(1) tp(@—1) — 1] —1=pe*
Aux systemes |Ch |, |Cl2 |, ..., | CXv| correspondent donc sur
F* des systtmes | C*i, [ |C*12|, ..., | C*lp| ayant mémes degré

et genre que le systtme canonique, mais dont la dimension est
égale au genre arithmétique pn* de la surface.

Les séries |Gu |, | Gw |, ..., | Glp| étant composées au moyen
de 1'involution vy,, il existe des courbes Cn, CX2, ..., Cu, contenant
comme partie la courbe Ky Précisément, les courbes C*n — K*x
par exemple ont pour homologues sur F' les courbes qui corres-
pondent aux séries de dimension un comprises dans la série para-
canonique | G'h | de L'

Il existe sur la courbe L', oc* séries paracanoniques, par con-
séquent ;

Il existe sur la surface F*,00- groupes de p systémes linéaires
de méme degré et de méme genre que le systtmes canonique. La
dimension de ces systemes est en général égale au genre arithmé-
tique de la surface. Un des groupes contient le systéme canonique
et les autres systemes clu groupe ont méme dimension que ce Sys-
téme.
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7. I;’involution | étant privée de points unis, on a (4)
pC* = pCr* s ... s pC*,
pC*u = pC*« = ... =pC*Ip

et d’'une maniére générale, sur la surface F*, les multiples d’ordre p
des systemes linéaires d'un groupe de p systtmes dont il vient
d’étre question sont équivalent. On pourrait traduire ce fait en
disant que le diviseur linéaire de Seven de la surface F est égal
anp.

Mais il y a plus. Aux oc" séries d'ordre 2ir—2 de la courbe //
correspondent sur la courbe L ocr séries d'ordre 2p(ir—1) trans-
formées chacune en elle-méme par r. A chacune de ces séries co-
rrespond sur F un systéme linéaire et I'ensemble des systemes li-
néaires ainsi obtenus forme un systéme continu que nous désigne-
rons par {C}. Ce systtme contient oor- systemes linéaires trans.
formés chacun en soi par T et contenant p systémes linéaires par-
tiels appartenant a l'involution I. A une courbe de (C} corres-
pond sur F* une courbe qui, lorsque la courbe de {C} tend vers
une courbe appartenant a l'involution I, se réduit & p fois la cour-
be correspondante sur F*. 11 en résulte que les multiples d’ordre p
des systemes des oo* groupes de systemes linéaires tracés sur F*
appartiennent & un méme systéme continu|C*}- On peut traduire
cette propriété en disant que le diviseur algébrique de Sewri de la
surface F* est égal a p.

LIEGE, LE 30 DECEMBRE 1961.
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