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AVANT - PROPOS

Le problème que nous nous proposons de résoudre dans ce 
mémoire est le suivant : Soit F une surface algébrique contenant 
une involution cyclique lp, d’ordre premier p, n’ayant qu’un 
nombre fini de points unis. Construisons une surface 0 image de 
l’involution, normale, telle qu’aux points unis de Iv correspon­
dent des points de diramation isolés. Il s’agit de déterminer la 
singularité de la surface 0 en un point de diramation, c’est-à-dire 
ce que nous appelons la structure de ce point.

Soient A un point uni de l’involution Ia sur F et A' le point de 
diramation correspondant sur 0. Nous construisons sur F un 
système |C0|, appartenant à l’involution 1^ et aux courbes 
duquel correspondent, sur 0, les sections hyperplanes r„ de 0.

Les points unis peuvent être de deux espèces. Nous disons 
que le point uni A est de première espèce lorsque dans le domaine 
du premier ordre de ce point, la transformation birationnelle de 
F en soi, génératrice de l’involution I„, détermine l’identité. Il 
est alors facile de prouver que le point de diramation A' est 
multiple d’ordre p pour la surface 0, le cône tangent en ce point 
à la surface étant rationnel. Nous disons que le point uni A est de 
seconde espèce lorsque, dans le domaine du premier ordre de A, 
la transformation T détermine une involution d’ordre p. Celle-ci 
présente alors deux éléments unis, c’est-à-dire qu’il existe, dans 
le domaine du premier ordre de A, deux points unis, infiniment 
voisins de A.

Pour étudier les points unis de seconde espèce, nous considérons 
les courbes C0 passant par A, courbes que nous désignons par 
Co. puis les courbes Cg assujetties à la seule condition de passer 
par un point infiniment voisin de A qui ne soit pas uni pour 
l’involution ; nous désignons ces courbes par C"0, et ainsi de suite. 
Nous formons ainsi une suite de systèmes linéaires | C«|, | Cj |, ..., 
dont les courbes ont en A des multiplicités croissantes et des 
tangentes fixes, sauf le dernier système dont les courbes ont en A



la multiplicité p et des tangentes variables. Les courbes de cha­
cun de ces systèmes passent par certaines suites de points infini­
ment voisins successifs de A, unis de seconde espèce pour l’invo- 
lution I„, sauf les derniers points de chaque suite qui sont unis de 
première espèce. La configuration formée par ces suites de points 
est ce que nous appelons la structure du point uni A. La déter­
mination de cette structure conduit à celle de la structure du 
point de diramation A'.

Nous avons établi que le cône tangent à la surface 0, en un 
point de diramation qui correspond à un point uni de seconde 
espèce, se décompose en deux, trois ou quatre cones rationnels. 
Précisons ce résultat.

Dans le faisceau des tangentes à la surface F en A, T détermine 
une involution d’ordre p présentant deux éléments unis (passant 
par les unis infiniment voisins de A). Rapportons le plan tan­
gent à F en A à un triangle de référence dont un sommet se 
trouve en A, les deux côtés passant par A étant précisément les 
tangentes unies. T determine dans ce plan une homographie qui 
peut se représenter par

Xg . Xi . X2 == *0 * ^1 * ^ »

€ étant une racine primitive d’ordre p de l’unité. Cette homogra­
phie peut également être représentée par

Xg ! X1 '. X2 = X0 . 1)fiXn . V)X% ,

en posant rj = e°.
Les courbes Cô ont en A la multiplicité Ai + A1( px tangentes 

étant confondues avec la droite x2 = 0, pt avec la droite x1 = 0. 
X1 et pi sont des entiers positifs tels que Ax + apx et pt + £AX 
soient des multiples de p, Aj + px étant le plus petit possible. On a

Ax + a px = hap, Pi + PK — h&p-

Lorsque ha = 1, hp = 1, le cône tangent en A' à la surface 0 
se scinde en deux cônes rationnels. Lorsque l’un des nombres 
ha, hp est égal à l’unité, l’autre étant supérieur, le cône tangent 
à <P en A' se scinde en trois cônes rationnels. Enfin, lorsque les 
deux nombres, ha, hp sont supérieurs a 1 unite, le cône tangent a 
0 en A' se scinde en quatre cônes rationnels.

Dans les trois cas, la surface 0 peut posséder des suites de
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points doubles infiniment voisins successifs à A' dont le premier 
se trouve sur une des droites communes à deux cônes.

Nous terminons en établissant les relations qui lient les genres 
linéaires, les genres arithmétiques et les invariants de Zeuthen- 
Segre des surfaces F et <P.

Les premières recherches sur les involutions cycliques ne pré­
sentant qu’un nombre fini de points unis, appartenant à une 
surface algébrique, sont dues à F. Enriques et à M. F. Severi. 
Ces géomètres, dans le Mémoire qui reçut le Prix Bordin en 1907, 
ont considéré les involutions de ce type lorsque la surface F est 
une surface de Jacobi (1). Plus tard, sur les conseils d’Enriques, 
nous avons entrepris l’étude des involutions cycliques de genres 
un (pa = P4 = 1) appartenant à une surface de genres un 
(pa = P4 = 1). Nous avons considéré ensuite le cas où l’involu- 
tion est de bigenre un {pa = P3 = 0, P2 = 1), F étant de genres 
un ou de bigenre un. Dans ces cas, la recherche est simplifiée 
par le fait que la surface 0 ne peut posséder de points de multipli­
cité supérieure à deux.

Nous avons ensuite abordé le cas général en considérant en 
premier lieu les involutions engendrées dans un plan par une 
homographie cyclique non homologique, puis les involutions 
appartenant à une surface algébrique quelconque.

Il résulte de nos recherches que la structure d’un point uni ne 
dépend pas de la nature de la surface F, mais bien des nombres 
a, /3 introduits plus haut, et éventuellement, de la nature de la 
surface 0 si la multiplicité des points singuliers de celle-ci est 
limitée. On peut dire que toutes les structures possibles de points 
unis, et par conséquent des points de diramation correspondants, 
se rencontrent à propos des homographies cycliques non homo- 
logiques du plan (sauf cependant les points unis de première es­
pèce). Dans ce cas, on peut prendre pour système | C01 le système 
des courbes d’ordre p, privé de points-base, appartenant à 
l’involution engendrée par l’homographie. L’analyse de la struc­
ture des points unis peut se faire en utilisant des transformations 
quadratiques successives, mais on est ainsi conduit à des calculs 
longs et fastidieux. C’est pourquoi nous avons préféré utiliser 
une autre méthode : celle qui est développée dans ce mémoire.

0 Pour la bibliographie, voir notre exposé cité en tête de la bibliographie 
qui termine ce travail.
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Signalons, avant de terminer cet avant-propos, deux mémoires 
consacrés au problème qui nous occupe, l’un de M. S. Lilley (1), 
l’autre de M. Dervvidué (2).

Nous avons d’autre part indiqué, à la fin de notre mémoire, 
la liste de nos publications récentes sur la question traitée ici.

Liège, le 5 février 1952.

P) S. Lilley, On the isolated united points of a cyclic involution on an alge­
braic surface (Prooceedings of the London Mathematical Society, 1939, vol. 46, 
pp. 312-360).

(2) L. Derwidué, Sur les points unis des involutions cycliques (Mémoires 
de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1951, 4e série, t. XI, pp. 1-52).



SUR LES SURFACES MULTIPLES

I. Généralités.

1. Soit F une surface algébrique transformée en soi par une 
transformation birationnelle T, cyclique de période p premier. 
Cette transformation engendre, sur la surface, une involution 
Ip, d’ordre p.

Nous ferons les hypothèses suivantes :
a) L’involution I„ ne possède qu’un nombre fini de points 

unis ;
b) L’involution I„ est dépourvue de points fondamentaux, 

c’est-à-dire qu’il n’existe aucun point de la surface appartenant 
à oo1 groupes de l’involution.

Nous commencerons par construire un modèle projectif de la 
surface F sur lequel l’involution I„ est déterminée par une homo­
graphie de l’espace ambiant.

Soit | Dj | un système linéaire de courbes tracées sur F, simple, 
dépourvu de points-base et au moins doublement infini. Les 
transformations T, T2, ..., T>_1 font correspondre à ce système 
des systèmes |D2|, |D3|,..., j Dp j (qui peuvent coïncider avec 
| Dj | si ce système est transformé en soi par T). Le système linéaire 
complet

| C | = | Dx + D2 + ... -f- Dj, |
est transformé en soi par T. Il en est de même de ses multiples 
et si | C | appartenait à l’in volution \v, il est facile de voir que 
l’on peut trouver un entier À assez grand pour que le système 
complet | ÀC | n’appartienne pas à l’involution. Nous pouvons 
donc supposer sans restriction que | C j n’appartient pas à l’invo- 
lution.

Soit r la dimension de |C|. Rapportons projectivement les 
courbes C aux hyperplans d’un espace linéaire Sr à r dimensions. 
Comme d’après les hypothèses faites, | C | est simple, il correspond 
à F une surface normale de S,, birationnellement identique à F
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et que nous continuerons à désigner par F. Nous désignerons 
également par C les sections hyperplanes de la surface F, qui 
correspondent aux courbes C de la surface primitive.

A la transformation T correspond sur F de Sr une transforma­
tion qui échange entre elles les sections hyperplanes de la surface, 
c’est-à-dire les hyperplans de Sr. Cette transformation est par 
conséquent déterminée sur F par une homographie de période p 
de S, Nous continuerons à désigner par T cette homographie.

L’homographie T étant cyclique, est générale. On peut tou­
jours supposer sans restriction, quitte à remplacer | C | par un de 
ses multiples convenablement choisi, que l’homographie T pos­
sède p axes ponctuels que nous désignerons par <r0, oq, a2, ...,

Nous désignerons par Z'0, Elt Z2, ... Ep~1 les systèmes d’hyper- 
plans de Sr passant respectivement par oq, cr2, ..., op-lt par 
^o» ^2» •••> par <t0, Cj, Cg, par (7q, (Tj,
Les hyperplans de £0, Ev Z2, ..., Ep^1 découpent sur F des 
systèmes linéaires partiels que nous désignerons par |C„|, | Cx |, 
|C2|,..„ |C^X| ; ces systèmes appartiennent à l’involution lp. 
Nous désignerons par r0, rv r2, ..., rv_1 les dimensions de ces 
systèmes ; ce sont les dimensions des espaces linéaires a0, oq, 
a2, ..., av-i. On a d’ailleurs

U + + ••• + rv-1 + p = r + 1.

La courbe réductible

L>i + D2 + ... + Op

est transformée en soi par T ; elle appartient donc à un des 
systèmes précédents, par exemple à |C0|. Puisque | Dx | est par 
hypothèse dépourvu de points-base, il en est de même de |C0|. 
Par conséquent, les axes oq, o2, ..., ap_1 de l’homographie T ne 
rencontrent pas la surface F.

Il en résulte que les points unis de l’involution I„ appartien­
nent à l’axe a0 de T. Nous ferons l’hypothèse que chacun de ces 
points est simple pour la surface F et que le plan tangent à cette 
surface au point considéré ne rencontre a0 qu’en ce point. 2

2. Nous pouvons supposer que r0 est aussi grand qu’on le veut, 
quitte à remplacer | C | par un de ses multiples d’ordre suffisam­
ment élevé. Rapportons projectivement les courbes C0 aux hyper-



plans d’un espace linéaire à r0 dimensions, ou encore, projetons 
la surface F sur l’espace a0 à partir de l’espace linéaire de dimen­
sion minimum contenant crlt u2, .... ov-v Nous obtenons, dans 
cr0, une surface normale 0, dont les points correspondent aux 
groupes de 1 involution Ip de F. La surface 0 est une image de 
l’involution lv.

Aux courbes C0 correspondent les sections hyperplanes de 0, 
nous les désignerons par A- Nous désignerons de même par 
A» A. •••» A-i les courbes qui correspondent sur 0 respective­
ment aux courbes C1; C2, ..., CB-.1 de F ; elles forment des systèmes 
complets |A|, |r2|, ..., | A-i|-

Désignons par n l’ordre de la surface 0 et par v le genre de ses 
sections hyperplanes A- Le système | C0 [ a le degré pn et puisque 
| C01 est dépourvu de points-base, | C | a le degré pn, c’est-à-dire 
que la surface F est d'ordre pn.

Entre une courbe F0 et la courbe C0 homologue, nous avons 
une correspondance (1, p) en général privée de points unis ; 
par conséquent, la courbe C„ est, d’après la formule de Zeuthen, 
de genre p(ir — 1) + 1. Les courbes C ont le même genre.

Les courbes A, A. •••> A-i sont d’ordre n.

3. Soit A un point uni de l’involution Ip. Le plan tangent 
è en ce point à la surface F est uni par l’homographie T et par 
hypothèse, il ne rencontre l’espace cr0 qu’au seul point A ; il 
doit donc s’appuyer suivant une droite sur l’un des espaces 
ct1( cr2, ..., ou suivant des points sur deux de ces espaces. 
Nous sommes donc conduit à classer les points unis de I„ en 
deux catégories :

Points unis de première espèce. — En un A de ces points unis, 
le plan tangent £ à F coupe suivant une droite a un des axes 
°i> o-2, ..., de T. Cette homographie détermine dans £ une 
homologie de centre A et d’axe a. Tous les points de F infiniment 
voisins de A sont unis pour T et dans le domaine du premier 
ordre de A sur F, cette homographie détermine l’identité.

Points unis de seconde espèce. — En un tel point uni A, le 
plan tangent £ à F s’appuie en un point At sur un des axes alt 
<t2, ..., ov~1 et en un point A2 sur un autre de ces axes. Dans £, 
T détermine une homographie non homologique dont les points 
unis sont A, Aj, A2.

MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES 9
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Dans le domaine du premier ordre de A sur F, T détermine 
une involution d’ordre p ayant deux points unis infiniment voi­
sins de A, l’un situé sur la droite AA1( l’autre sur la droite AA2.

Nous allons établir que, quelle que soit l’espèce du point A, il 
existe toujours un système linéaire appartenant à j C01 dont les cour­
bes ont, en A, un point multiple d’ordre p à tangentes variables.

Commençons par supposer que le point A soit uni de seconde 
espèce. Considérons les courbes Di passant par A et y touchant 
la droite AAj. Les courbes qui leur correspondent dans |D2|, 
|D3|, .... |Dj,| passent par A et y touchent également la droite 
AAV La somme de ces courbes est une courbe C„ ayant en A 
la multiplicité p et possédant, sur AAX, un point multiple d’ordre 
p infiniment voisin de A.

En partant de AA2, on obtient de même un second système de 
courbes C0 ayant la multiplicité p en A et un point multiple 
d’ordre p infiniment voisin de A sur AA2.

Les deux systèmes linéaires de courbes C0 ainsi obtenus appar­
tiennent nécessairement à un système linéaire, compris dans 
| C01, dont les courbes ont en A un point multiple d’ordre p à 
tangentes variables.

Si le point A est uni de première espèce, il suffit de reprendre le 
raisonnement précédent en remplaçant les droites AAX, AA2 par 
deux tangentes quelconques à F en A. 4

4. Soit A un point uni de première espèce ; il lui correspond 
sur 0 un point de diramation A' que nous dirons être un point 
de diramation de première espèce.

Les courbes C0 passant par A et que nous désignerons par Cé, 
sont découpées sur F par les hyperplans de U0 passant par A et 
par conséquent contenant le plan tangent £ à F en ce point. 
Les courbes C, ont donc en A un point multiple d’ordre t supérieur 
à l’unité et au plus égal à p d’après le théorème précédent. Elles 
ont de plus en A des tangentes variables. Le degré du système 
| C„ | est pn — t2 et comme ce système appartient à 1’involution I„, 
ce degré doit être multiple de p et on a nécessairement t — p.

Au système |CÔ|, de dimension r„ — 1, correspond sur 0 le 
système des sections découpées par les hyperplans passant par 
A' et que nous désignerons par \r'01.

Le système | r'0 | a le degré n — p, puisque | Cg | a, le degré 
pn — />2 et par conséquent, le point A' est un multiple d’ordre p 
pour la surface 0.
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Considérons une courbe C0 et la courbe r'0 qui lui correspond. 
A un point de r„ correspond un groupe de I„ situé sur Cq. Lorsque 
le point considéré tend vers A' sur r'0t le groupe correspondant 
tend vers un point infiniment voisin de A compté p fois, situé 
sur Cq. Il en résulte que la courbe r'0 a, en A', p tangentes dis­
tinctes en général et que le point A' est conique. De plus, le cône 
tangent à 0 en A' est rationnel puisque ses génératrices sont en 
correspondance biunivoque avec les droites du faisceau des 
tangentes à F en A.

Le point A' est équivalent, au point de vue des transformations 
birationnelles, à une courbe rationnelle irréductible y et on a

ro - + y-

Il en résulte que la courbe y a le degré virtuel — p.
A un point uni de première espèce correspond sur 0 un point de 

diramation multiple d’ordre p pour la surface, à cône tangent 
rationnel. Ce point est équivalent à une courbe rationnelle irréducti­
ble de degré virtuel — p.

Le genre des courbes r'0 est égal à n — p -f- 1 ; celui des
1

courbes C'0 est égal à p(ir — 1) -f- 1 — — p(p — 1). Dans la cor-
Z

respondance (1 ,p) entre une courbe r'0 et la courbe C0 homo­
logue, il y a p points de diramation et la formule de Zeuthen 
donne une vérification.

Remarquons que si p = 2, tous les points unis de l’involution 
sont nécessairement de première espèce et les points de dirama­
tion de la surface 0 sont tous des points doubles coniques.

5. Avant d’aborder l'étude des points unis de seconde espèce, 
nous attacherons, à chacun des axes de l’homographie T, une 
racine primitive d’ordre p de l’unité.

Rapportons l’espace S,, à une figure de référence dont les axes 
o g, or1, ..., ov-1 appartiennent aux faces. Soient alors

40), xi \ •••> x<^ les coordonnées d’un point de a0,
xo\ xi \ •••. x<r^ les coordonnées d’un point de a1( *

* o’ 1), x[p 1), ..., xfF 11 les coordonnées d’un point deP~1



de telle sorte que les nombres précédents soient les coordonnées 
d’un point de l’espace Sr.

Si e est une racine primitive d’ordre p de l’unité convenable­
ment choisie, les équations de l’homographie T peuvent s’écrire

px7 = xff, (i — 0, 1, r0),
px11)' = 6*(V, (î = 0, 1, I-j),

12 MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES

pxf-v = (*' = 0, 1, ....

en modifiant éventuellement la numérotation des espaces cr2, 

az> • ••, O-»-!-
Aux axes <r0, cq, u2, a,,-! de l’homographie T sont ainsi

attachés respectivement les racines e° = 1, e, e2, de
l’unité.

6. Soit A un point uni de seconde espèce de l’involution I,, ; 
supposons que le plan tangent £ à F en ce point s’appuie en un 
point A{ sur cq- et en un point A, sur cq. On peut d’ailleurs suppo­
ser, moyennant un changement de notation, que i — 1. En effet, 
£ = e1 est une racine primitive d’ordre p de l’unité et il existe 
un nombre a, compris entre 1 et p, tel que £a = eh Nous pouvons 
alors changer la numérotation des espaces cr1, a2, ctv_1 et 
supposer que $ s’appuie en un point Ax sur cq et en un point 
Aa sur aa.

Si nous rapportons le plan £ au triangle AA,AU, T détermine 
dans ce plan l’homographie

Xo : x[ : x'a = x0 : : £“xa,

les coordonnées étant choisies de telle sorte que les droites AA1( 
AAa aient respectivement pour équations xa = 0, xx = 0.

Les hyperplans de U1 contiennent les espaces ct„, oa mais ne 
contiennent pas a1, par conséquent, ils coupent le plan £ suivant 
la droite AAa et les courbes C2 passent simplement par A en y 
touchant la droite AAa.

De même, les courbes Ca passent simplement par A en y tou­
chant la droite AAX.

Désignons par Cô les courbes C0 passant par A ; elles sont dé­
coupées par les hyperplans de Z0 passant par A et par cq, aa. 
Ces hyperplans contiennent donc le plan tangent £ à F en A
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et par conséquent les courbes C„ ont en A une multiplicité au 
moins égale à deux et en plus égale à p.

Envisageons le système complet | kC ] ; il contient p systèmes 
linéaires appartenant à l’involution lv, nous les désignerons par 
|(ÆC)0|, J (^C)j_ |, |(ÆC)„_1|. Le premier contient par exemple
les courbes kC0, le second les courbes C1 (k — 1)C0, le 
dernier les courbes + (k — 1)C0, de telle sorte qu’à ces 
systèmes sont attachées les racines de l’unité e° = 1, e, 

ep_1.
Observons que les courbes de | (kC) 01 passant par A ont en ce 

point le même comportement que les courbes Cô, car parmi ces 
courbes se trouvent les courbes C„ + (k — 1)C0.

Soient À, ji deux entiers positifs, satisfaisant à la congruence

A + a/x = 0, (mod. p).

Il est toujours possible de trouver deux nombres À, /x tels que 
À -f- fi soit inférieure à p ; c’est ce que nous supposerons fait.

Considérons les courbes
ACj -j- juCcf

Puisqu’aux courbes Cj, Ca sont attachés les nombres e, e“, 
aux courbes précédentes est attaché le nombre e>i+aiJ- = 1. Ces 
courbes appartiennent donc au système | [(A-j-/a)C]„ | et on 
en conclut que les courbes Cô ont en A une multiplicité inférieure 
à p. 7

7. Les courbes C'n ayant en A une multiplicité inférieure à p, 
ne peuvent avoir une tangente variable en ce point, car T déter­
mine dans le domaine du premier ordre de A une involution 
d’ordre p et les courbes C,j auraient en A au moins p tangentes 
variables. Il en résulte que les tangentes aux courbes C'ô en A 
sont confondues avec les droites AAa, AAX. Nous supposerons 
précisément que les courbes Cô ont en A la multiplicité Ax -(- filt 
tangentes étant confondues avec AAa et /i1 avec AAX.

Désignons par Cô les courbes C„ assujetties à toucher en A une 
tangente à F distincte de AAX, AAa. Ou bien les courbes Cô ont 
la multiplicité p et p tangentes variables en A, ou bien elles ont 
en A la multiplicité A2 + fi2 < p, A2 tangentes étant confondues 
avec AAa et /x2 avec AAV

Dans ce dernier cas, appelons C^ les courbes Cô assujetties à 
toucher en A une tangente à F distincte des droites AAlt AAa.
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Ou bien les courbes C„ ont la multiplicité p et p tangentes 
variables en A, ou bien elles ont en ce point la multiplicité 
^3 + 03 < P> et ainsi de suite.

Nous formons ainsi sur F une suite de systèmes linéaires
lc'1 ic"i ic<v>l ir<*’+1>ll'-'O l> l^o|. •••» |M> |, |M> I

dont chacun est compris dans les systèmes précédents. Le der­
nier de ces systèmes est formé de courbes ayant la multiplicité p 
et p tangentes variables en A.

Pour i < v, les courbes ont la multiplicité A* -f- p, en A, 
A, tangentes étant confondues avec AAa et p, avec AAj.

Observons que l’on a

Ai + < A2 < ••• < Av fiv < p.

De plus, les systèmes considérés ont respectivement les dimen­
sions r0 — 1, r0 — 2, ..., r0 — v, r0 — {v + 1).

Deux courbes Ctf\ C^ se rencontrent, en dehors de A, sui­
vant des groupes de l’involution I,„ par conséquent, le nombre 
de points d’intersection de ces deux courbes absorbés en A est 
multiple de p.

Une courbe Cx rencontre une courbe C^, en dehors de A, sui­
vant des groupes de l’involution I*, donc le nombre de points 
d’intersection 0, de ces courbes absorbés en A est multiple de p. 
D’autre part, les courbes O0i+1) ayant en A une multiplicité 
supérieure à celle des courbes C£°, on a 0, < 0I+1. En particulier, 
on a 0*. < 0„+1 et 0„+1 = p, puisque les courbes C^+1) ont des 
tangentes variables en A.

Nous avons donc

i < 0j < 02'< ... < ev < p
et les nombres 01( 02, ..., 0„ étant multiples de p, on a nécessaire­
ment

01 = 02 = ••• = 0y = P-
On peut faire un raisonnement analogue pour les courbes 

Ca, donc :

Les courbes C1( Ca rencontrent chacune des courbes C'0t Cô, ..., 
CM en p points absorbés en A.

8. Les courbes Cf> ont en A la multiplicité A,- + /q-, A, tan-
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gentes étant confondues avec AAa et /a,- avec AAt. Dans le do­
maine du point A, T détermine une involution d’ordre p ; en 
d’autres termes, dans le faisceau des tangentes à F en A, T déter­
mine une involution d’ordre p et les droites unies de cette involu­
tion sont AAt et AAa.

D’autre part, au système |C0| est attaché le nombre e° = 1, 
donc, lorsque l’on applique au monome x^x^ l’homographie

x'0 : x[ : x'a = x0 : ext : eaxa (1)

induite par T dans le plan £ tangent en A à la surface F, il doit se 
retrouver multiplié par e° = 1. On a donc

A, + a/xf = 0, (mod. p).

Ainsi donc, les multiplicités À, /q- des courbes en A sont 
données par les solutions de la congruence

A + ap = 0, (mod. p)

telles que A,- -f \x.{ < p.
On peut déterminer le nombre v -f 1 des systèmes | C| de 

la manière suivante :

Observons tout d’abord que p, premier, est impair puisque 
pour p = 2, tous les points unis sont de première espèce.

Supposons que la surface F soit précisément le plan £ et pre­
nons pour système | C | le système des courbes planes d’ordre p.

1 1 1Le système | C | a le degré />2 et le genre —{p — 1 )(p — 2).

Envisageons une courbe C0, soit C0, ne passant par aucun des 
points A, A1( Aa et soit rn une courbe représentant l’involution 
d’ordre p engendrée sur C0 par l’homographie (1). Dans la série 
complète d’ordre p2 découpée sur C0 par les courbes C, série 
certainement non spéciale, il y a p séries partielles composées 
au moyen de 1’involution engendrée par (1). Ces séries sont dé­
coupées par les courbes C0, C1; C2, ..., Cî)_1. A ces séries corres­
pondent sur la courbe ro des séries complètes, non spéciales, 
d’ordre p. Le genre de la courbe F0 est, d’après la formule de 

, 1
Zeuthen, égal à --(p — 1), donc les séries en question ont, d’après

2 1 
le théorème de Riemann-Roch, la dimension --(p + 1)- Il enA



résulte que les systèmes | Cx |, |C2|, ..., | x | ont la dimension
1 ^ 1 
7-(/> + 1) et le système |C0| la dimension -(/>-(-3).
£ 2

Actuellement, le système | Cÿ+1> j est formé par les groupes de
P droites passant par A, formant des groupes de l’involution
déterminée par l’homographie (1) dans le faisceau de sommet A.
Ce système | C£'+1) | a donc la dimension un. On a donc

r0-(v+ 1) = ^{p + 3) - (v + 1) = 1,

d’où l’on déduit p = 2v -j- 1.
Le nombre des solutions en nombres positifs de la congruence

À + afi = 0, (mod. p)

telles que À + /i < p est évidemment indépendant de la nature 
de la surface F, donc le nombre des systèmes

IC'I I c" I I rw I lr(|'+1)lI|> I'-o[, •••, IU0 |, |U0 |
1

est égal à ^(p + 1).

9. Transformons birationnellement F en une surface F' de 
telle sorte qu’au point A corresponde sur F' une courbe excep­
tionnelle a'. A l’involution Ip correspond sur F' une involution 
Ip d’ordre p engendrée par une transformation cyclique T' de 
F' en soi, homologue de T.

La courbe a1 est transformée en elle-même par T' et sur cette 
courbe, T' engendre une involution d’ordre p présentant deux 
points unis AJ, AJ. Ces points sont les transformés des points 
unis de l’involution Ip infiniment voisins de A ; ce sont des points 
unis de l’involution Ip.

Les points AJ, AJ peuvent être unis de première espèce pour 
l’involution I'. Si par exemple A J est dans ce cas, nous dirons que 
le point uni infiniment voisin de A qui lui correspond sur F est 
uni de première espèce pour l’involution Ip.

Supposons que AJ soit uni de seconde espèce pour I' ; nous 
dirons alors que le point uni infiniment voisin de A qui lui cor­
respond sur F est uni de seconde espèce pour lv. Transformons 
F' birationnellement en une surface F" de telle sorte qu’à AJ 
corresponde une courbe exceptionnelle a[. A l’involution Ip

16 MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES
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correspond une involution I" qui possède deux points unis 
u, A12 sur ax.
Suivant que par exemple est uni de première ou de seconde 

espèce pour I", nous dirons que le point qui lui correspond sur 
F, dans le domaine du second ordre de A, est uni de première 
ou de seconde espèce pour ïp. Et ainsi de suite.

On voit ainsi que le point A est, sur F, l’origine d’une sorte 
d’arbre

A

Am

Chaque nœud de cet arbre ou bien est un point uni de première 
espèce, ou bien c’est un point uni de seconde espèce et il est alors 
l’origine de deux rameaux qui portent chacun à leur tour un 
second point uni de l’involution Ifl.

Notre but est de déterminer les nœuds de l’arbre par lesquels 
passent les courbes C'0, Cjj, ..., ; c’est ce que nous appelons
déterminer la structure du point uni A. En même temps nous 
déterminerons la structure du point de diramation A' de <t> 
homologue de A, c’est-à-dire la singularité de ce point pour la 
surface <P et la configuration des courbes équivalentes, au point 
de vue des transformations birationnelles, à cette singularité. 
Ces courbes seront appelées les composantes du point singulier 
A' pour la surface 0.

Observons que si les courbes C^1, par exemple, passent par 
une suite de nœuds de l’arbre de A et que P est le dernier de ces 
nœuds commun à toutes ces courbes sur un certain cheminement, 
le point P est uni de première espèce pour l’involution IOn 
peut en effet, par une suite de transformations birationnelles 
de la surface F, être conduit à une surface F, birationnellement 
identique à F, contenant une involution fP, transformée de Ij,, 
sur laquelle le transformé P de P est un point propre. Le point P
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est uni pour et les transformées des courbes passent par P 
avec des tangentes variables. Comme cette transformée de C{,!> 
est transformée en elle-même par la transformation T généra­
trice de fs, P doit être un point uni de première espèce pour I„. 
Par suite, P est un point uni de première espèce pour Ij,.

10. Parmi les solutions de la congruence

A + a/x = 0, (mod. p)

pour lesquelles on a A + /x < p, se trouve la solution 

A = p — a, fi = 1,

car on a évidemment a > 1. Désignons par | Q* | le système cor­
respondant.

Les courbes Cÿ> ont en A la multiplicité p — a -f- 1, une 
tangente coïncidant avec OÙ! et p — a avec OOa. Ces courbes 
sont rencontrées en p points confondus en A par les courbes Ca, 
par conséquent, les courbes O0i] et Ca ont en commun une suite 
de a — 1 points communs, infiniment voisins successifs de A, 
qui restent fixes lorsque les courbes varient. Nous désignerons 
ces points par la notation

(a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 2), (a, a — 1).

Ces points sont unis de seconde espèce pour l’involution I„, 
sauf le dernier, qui est uni de première espèce. On le montrerait 
en reprenant un raisonnement analogue à celui qui vient d’être 
fait.

Nous obtenons ainsi une branche de l'arbre d’origine A, 
terminée par un point uni de première espèce.

Observons que sur une courbe Cÿ, le point A est l’origine 
d’une branche linéaire passant par les points de la suite qui vient 
d’être rencontrée. Pour cette raison, nous appellerons cette suite 
de points infiniment voisins successifs de A une suite principale. 

Observons encore que si l’on a

A + a fi = p,

les courbes C„ correspondantes passent fi fois par tous les points 
de la suite principale.

11. L’homographie (1) déterminée dans le plan tangent £ à
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F en A par T pourrait également être représentée par les équa­
tions

Xq . Xi . Xa = Xq . Tj^Xi . TjXa,

en posant rj = ea. Le nombre fi est compris entre 0 et p et sa­
tisfait à la congruence

a/3 — 1 = 0, (mod. p).

Les solutions A, p. de la congruence

A -f- a;x = 0, (mod. p)

satisfont également à la congruence

/x -f- /3A = 0, (mod. p)

Parmi ces solutions, se trouve A = 1, p, = p — /3 et les 
courbes correspondantes, que nous désignerons par ont en A 
la multiplicité p — fi -\- 1, une tangente coïncidant avec AAa et 
p — fi avec AAj. On en conclut que les courbes Cjf* et les courbes 
Cx ont en commun une suite de fi — 1 points, infiniment voisins 
successifs de A, que nous représenterons par

(1. 1), (1, 2), ..., (1, fi — 2), (1, fi — 1).

Ces points sont unis de seconde espèce pour l’involution I„, 
sauf le dernier, qui est uni de première espèce. Ces points se 
trouvent sur une branche linéaire d’origine A de chacune des 
courbes C(,J) et constituent la seconde suite principale de l’arbre 
des points unis d’origine A.

Pour tout système de courbes | Cg | correspondant à des nom­
bres A, /x tel que

H- + /3A = p,

les points de la seconde suite principale sont nécessairement 
multiples d’ordre A. 12

12. Considérons le système |Cg|, correspondant à la solution 
A1( fiv On a

Ai + a^! = hap, /Xj + /3AX = hpp,

ha et hp étant des nombres entiers supérieurs ou égaux à l’unité. 
Nous aurons à considérer trois cas et nous appellerons :



Point uni de la première catégorie un point pour lequel ha = 
hp = 1 ;

Point uni de la seconde catégorie un point pour lequel un seul 
des nombres ha, hp est égal à l’unité ;

Point uni de la troisième catégorie un point pour lequel les 
deux nombres ha, hp sont supérieurs à l’unité.

Observons que pour un point uni de la première catégorie, 
les courbes C'0t d’après une observation faite plus haut, passent 
!jil fois par chacun des points de la première suite principale 
(a, 1), (a, 2), .... (a, a — 1) et A! fois par chacun des points de 
la deuxième suite principale (1, 1), (1, 2), ..., (1, fï — 1). Au con­
traire, si ha > 1 par exemple, les courbes Cô passent par les 
points (a, 1), (a, 2), ... (a, a — 1) avec des multiplicités qui 
sont en général inférieures à /xj.

Nous étudierons successivement les points des trois catégories, 
mais auparavant, nous établirons les relations fonctionnelles 
qui lient les courbes ro, Plt ..., Pp_!.

13. Considérons, dans le système |C|, une courbe C(1> n’appar­
tenant à aucun des systèmes |C0|, | Cx |, ..., L’homogra­
phie T et ses puissances lui font correspondre des courbes C<2>,
C<3>......C(p> appartenant à |C|. Les groupes de I„ dont un point
appartient à C(1> ont pour homologues sur 0 les points d’une 
courbe T de même genre p(n — 1) + 1 que C(1>.

Soit P un point commun à C*1) et à C<2>. L’homographie 
T»-1 lui fait correspondre un point P' commun à C(p> et à C(1> qui 
appartient au même groupe de I„ que P. A ce groupe correspond 
un point double de la courbe P.

De même, un point commun aux courbes C(1>, C(3> appartient 
à un groupe de I„ qui a un point commun à C'”-1) et O1» et 
auquel correspond sur 0 un point double de la courbe P, et ainsi 
de suite.

Comme le système | C | a le degré pn, la courbe P est de genre 
virtuel

p{n — 1) + 1 + ^p{p — 1 )n 

et de degré virtuel
pn + p{p — 1 )n = p2n.
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La courbe C(1> varie dans un système linéaire, donc la courbe F 
varie dans un système rationnel appartenant totalement à un 
système linéaire | F | dont le genre et le degré sont égaux aux 
genre et degré virtuels de la courbe F. D’ailleurs, à I F| corres­
pond sur F un système linéaire appartenant au système |^>C|.

Dans le système | C |, faisons varier C(1> d’une manière continue 
en la faisant tendre vers une courbe C0. Les courbes C(2>, C(3>, ..., 
C(ï>) tendent vers la même courbe C0 et la courbe F tend vers la 
courbe F0 homologue comptée p fois. On a donc

m = iKoi-

Faisons maintenant tendre la courbe C(1>, dans |C|, d’une 
manière continue vers une courbe C4 (* = 1, 2, .... p — 1). Les 
courbes C<2>, C(3), ..., Op) tendent également vers C, et la courbe 
F tend vers la courbe Ft- comptée p fois. Mais les courbes Cf 
sont découpées sur F par les hyperplans de et ces hyperplans 
contiennent cr0, donc les courbes CÉ passent par les points unis 
de Ij,. Par conséquent, les courbes F, passent par les points de 
diramation de 0 et l’on a

\r\= \prt + àt\,

Ai étant une certaine combinaison des courbes auxquelles les 
points de diramation de 0 sont équivalents au point de vue des 
transformations birationnelles. On a donc les relations fonction­
nelles

pro = pri + = pr\ + a2 = ... = prv-x -i- av_v

II. Points unis de seconde espèce et de première

CATÉGORIE.

14. Supposons que le point uni de seconde espèce soit de la 
première catégorie. On a donc

Ai + a/xx = p, (j.1 + £Ai = p.

Comme nous l’avons déjà observé, les courbes C'0 passent 
At + fij^ fois par O, fois par chacun des points (a, 1), (a, 2), ..., 
(a, a — 1) et Aj fois par chacun des points (1, 1), (1, 2), ...,
(M-l).



Le nombre des points d’intersection de deux courbes Cq 
absorbés en A est

(Aj + Ml)2 + (a — 1) Mi + ifi — 1) AJ = p[At + Mi)-

Désignons par LÔ les sections hyperplanes de 0 qui correspon­
dent aux courbes Cq ; leurs hyperplans passent par le point de 
diramation A' homologue du point uni A. Il en résulte que A' 
est multiple d’ordre Ax + Mi pour la surface 0.

Projetons 0 du point A' sur un hyperplan de l’espace ambiant 
ct0 ne passant pas par A' ; nous obtenons une surface 0, d’ordre 
n — (Ai + Mi) dont les sections hyperplanes sont les courbes Fa.

Au domaine du point (1, j8 — 1), qui est multiple d’ordre Xl 
pour les courbes C„, correspond sur 0t une courbe rationnelle 
ai, d’ordre Ai et au domaine du point (a, a — 1), qui est multiple 
d’ordre /q pour les courbes Cô correspond sur 0X une courbe 
rationnelle cr2, d’ordre /q. Le cône tangent à 0 en A' s’obtient 
en projetant de ce point les courbes <q, a2.

15. Envisageons maintenant les courbes C„. Elles ont en A 
une multiplicité A2 + /x2 > At + Mi- Par conséquent, elles ne 
peuvent plus passer Ax fois par le point (1, j8 — 1), car alors elles 
passeraient au moins A, fois par les points (1, £ — 2), (1, /3 — 3), 

(1, 1) et les courbes C2 rencontreraient les courbes C0' en plus 
de p points confondus en A. Pour la même raison, les courbes 
Cq ne peuvent passer /q fois par le point (a, a — 1). I) en résulte 
que les courbes r„ qui correspondent sur (Pl aux courbes Cô, 
sont découpées sur cette surface par les hyperplans passant par 
un point Aj commun aux courbes cq, o2.

Comme nous l’avons remarqué, on peut supposer r0 aussi 
grand que l’on veut. Les courbes cq, a2, qui sont assujetties à la 
seule condition d’être rationnelles et rencontrées l’une en Ax 
points, l’autre en /q points par les hyperplans de l’espace à 
r0 — 1 dimensions qui contient (P1, peuvent supposées être 
des courbes normales et par suite dépourvues de points multiples. 
Le point Aj est donc simple pour ces courbes et les courbes Cô 
passent Ax — 1 fois par le point (1, j8 — 1) et /q — 1 f°is Par Ie 
point (a, a — 1).

Mais le point Aj peut être multiple pour la surface <P1. Obser­
vons qu’il provient d’un point infiniment voisin de A' situé sur 
une génératrice commune aux deux composantes du cône tan­
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gent à 0 en A'. Par conséquent, AJ est en plus double pour la 
surface &v

Un point double pour une surface peut être composé d’une 
suite de points doubles biplanaires infiniment voisins successifs, 
terminé soit par un point double biplanaire ordinaire, soit par 
un point double conique. Dans le premier cas, il est équivalent 
à une suite de courbes rationnelles de degré — 2, en nombre 
pair ; dans le second cas, à une suite analogue de courbes en 
nombre impair. Nous sommes donc conduit à supposer que le 
point AJ est équivalent à une suite de t courbes rationnelles de 
degré virtuel — 2,

Pi> P2> •••> Pt>

chacune de ces courbes rencontrant la précédente et la suivante 
en un point, mais ne rencontrant pas les autres.

Sur la surface <P, le point de diramation A' est équivalent à la 
suite de courbes

CTi> P 1> Pî> •••> Ptt °2>

la courbe a-, rencontrant pl en un point, mais ne rencontrant 
pas les autres courbes et la courbe a2 rencontrant pt en un point, 
mais ne rencontrant pas les autres courbes.

Observons que le système | CJJ | étant unique par construction, 
les courbes alt a2 de (Pl ne peuvent se rencontrer en dehors de AJ. 

Cela étant, on a
T'a = -^o + °i + Pi + P-i + ••• + Pt + °2>

U0 = U0 + °2 + 2 (p1 + p2 + ... + pt) + cr2.

On en conclut que a1 est de degré virtuel — (Ax + 1) et la 
courbe <r2 de degré virtuel — (/xx + 1).

16. Les courbes Cx passent simplement par le point (1, /3 — 1), 
par conséquent les courbes 7\, sur &u rencontrent en un point 
la courbe ctx. D’autre part, on a

pr 0 = pr 1 + ^iCTi + £iPi + ^2P2 + •■• + Ctpt + Î2P2 +

A étant un terme qui provient des autres points de diramation de 
la surface <P.

Exprimons que la courbe a2 ne rencontre que la courbe pt



parmi les courbes figurant dans la relation précédente. Nous 
avons

Cl - (Ml + l)f. = 0.

En exprimant que la courbe p, ne rencontre que pt-1 et <j2, on a 

Cf-1 - 2C« + f, = 0.

On obtient de même

Cl-. - = 0,
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Cl - 2£2 + £3 = 0,
Cl - 2Ca + c. = 0

et enfin, en écrivant que o-j rencontre rr en un point

P — Ci(^i + 1) + Pi — 0.

De ces relations, on déduit

Ci = (pi + 1)C., Ci-i = (2^i + i)f„ Ci-. = (3pi + 1)C„ ...
.... £,= [(<- l)px + l]f„ Cl = («/*! + 1)C„

Ci = [(« + l)Mi + 1]C.»
/) = £2[AjPif + ^îMi + ^1 + Ml].

Comme p est premier, on en déduit £z = 1 et

P = ^iMi« + ^îMi + Ax + Mi-

On a ensuite
a = Xjt -j- Ai -f- 1,

@ — Pi « + pi + 1.

La relation fonctionnelle liant -T0 et ri s’écrit

pr o = pri + Pi[(« + l)CTi + «Pi + (« — 1)é2 + ••• +
2pi-l + pf] + «Il + Pi + P2 + ... + Pt + ^2-

Les courbes ra rencontrent la courbe a2 en un point et un 
raisonnement analogue au précédent conduit à la relation fonc­
tionnelle

pr o = pra + Ai[pi + 2p2 + ... -f (t — l)pi-i + «P( +
(t + 1)ct2] + CTi + pi + p2 + ... + Pt + ^2-



17. Dans les relations précédentes, t peut être pair ou impair. 
En mettant ce fait en évidence, on parvient au résultat suivant :

Le point de diramation A' de la surface 0 correspondant à un 
point uni de seconde espèce et de la première catégorie de Vinvolution 
I„, est multiple d’ordre Aj -f- fj.x pour la surface. Le cône tangent 
en ce point à la surface se compose de deux cônes rationnels l’un 
d’ordre A1; l’autre d’ordre fit, ayant une seule génératrice commune. 
Au point A' est infiniment voisin un point double biplanaire suivi 
d’un certain nombre de points doubles infiniment voisins successifs.

Cette suite se compose de k points doubles biplanaires dont le 
dernier est ordinaire si

p = (2k -fi- 1) Aj/ij + Aj -fi n1

et on a alors

a = (2k + 1)AX + 1, P = (2k + 1K + 1.

Cette suite se compose de k points doubles biplanaires suivis 
d’un point double conique si

p = (2k -j- 2)\1p1 + Aj -fi

et on a alors

a = (2k + 2)Aj + 1, j8 = (2k + 2K + l-

Si p = 3, on a nécessairement a = 2, /3 = 2, Ax = = 1,
k = 0. Le point A' est double biplanaire ordinaire pour la sur­
face 0.

Si p = 5, trois cas peuvent se présenter :
a) a = 2, p = 3, k = 0, Ax = 1, /xt = 2. Le point A' est 

triple pour la surface 0, le cône tangent se décomposant en un 
plan et un cône du second ordre coupant le plan suivant une 
seule droite.

b) a — 3, j8 = 2, k = 0, Aj = 2, jUj = 1. La singularité de 
A' est la même que dans le cas précédent.

c) a = p = 4, k = 1, Ax = 2, = 1. La surface 0 possède en
A' un point double biplanaire auquel est infiniment voisin un 
point double biplanaire ordinaire.

Envisageons encore le cas a = /3, d’où Aj = fix. On ne peut 
avoir

p = (2k -j- 2) A1^1 + Aj + jj.u
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car p serait divisible par 2. On a donc 

p = (2Æ + l)A1p.1 + Aj + fx1 = Aj[(2Æ 1)AX + 2] = Aj(a -f- 1).

Comme p est premier et a supérieur à l’unité, on a A, = ^ = 1, 
a = fi = p — 1. Le point A' est double biplanaire pour la sur­
face <P et celle-ci possède k points doubles biplanaires dont le 
dernier est ordinaire, infiniment voisins successifs de A'.

18. Nous nous occuperons maintenant de la structure du point 
uni A et nous commencerons par examiner le cas où a = fi ; 
comme nous venons de le voir, nous avons alors Ax = pj = 1,

a = fi = p — 1, p = 2k + 3.

Les solutions de la congruence

A -f- (p — i)fi = 0, (mod. p)

sont alors

Ai — = i, (i = 1, 2, ..., v).

Les courbes ont en A un point double et passent simple­
ment par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, p — 2) et (a, 1), (a, 2), ..., 
(a, p — 2).

Les courbes C'0 ont en A un point quadruple et ne peuvent 
plus passer par les points (1 ,p — 2), (a, p — 2), puisque la somme 
des multiplicités aux points de chaque suite principale est égale 
à p.

Comme les courbes Cq ont deux de leurs tangentes en A con­
fondues avec AA! et avec AAa, elles passent au plus deux fois 
par les premiers points de chacune des suites principales. Sup­
posons qu’elles passent deux fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., 
(1, x) et une fois par le point (1, x + 1). Nous devons avoir

4 + 2x + 1 = p = 2k + 3,

d’où x = k — 1. Les courbes CÔ passent par un point infiniment 
voisin du point simple (1, k), point que nous désignerons par 
(1, k, 1).

De même, les courbes C" passent deux fois par les points 
(a, 1), (a, 2), ..., (a, k — 1), une fois par le point (a, k) et une fois 
par un point (a, k, 1) infiniment voisin du précédent.

Reprenons la surface <t>1 et projetons-la du point A( sur un
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hyperplan de l’espace ambiant ; nous obtenons une surface 
<2>2, d’ordre n — 4, sur laquelle apparaissent les droites plt p2k 
images du domaine du premier ordre de Aj sur <5X. Ces droites se 
coupent en un point A'2 double biplanaire pour <P2 si k > 1, 
simple pour cette surface si k = 1. Aux courbes Cg correspondent 
sur <P2 les sections hyperplanes F'g de cette surface. Les droites 
plt p2k correspondent aux domaines des points (1, k, 1), (a, k, 1) 
qui sont donc des points unis de première espèce de l’involution
I,.

Les courbes Cg ont un point sextuple en A, trois tangentes 
étant confondues avec AA1 et trois avec AAa, dans l’hypothèse 
k > 1. Projetons la surface 02 de A2 sur un hyperplan de l’espace 
ambiant ; nous obtenons une surface <f>3, d’ordre n — 6, dont les 
sections hyperplanes ro" correspondent aux courbes Cg. Sur 
cette surface apparaissent deux droites p2, p2r-i images du do­
maine du premier ordre de A2 sur 02- Ces droites se coupent en 
un point A3 qui est double biplanaire ou simple pour la surface 
</>., suivant que k est supérieur ou égal à 2.

Les droites p2, sont les images de deux points Px, Pa
unis de première espèce pour IP, situés dans le voisinage d’un 
certain ordre de A, simple pour les courbes Co'. On voit donc 
que sur chacune de ces courbes, le point A est l’origine de deux 
branches superlinéaires l’une passant simplement par Px, l’autre 
simplement par Pa-

Cela étant, supposons que les courbes Cg passent trois fois 
par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x) et y fois par le point 
(1, x l), y étant compris entre 0 et 3. Nous devons avoir

6 + 3x-fy = 2&-|-3;

nous avons deux hypothèses à faire :
k = 3r) + 1. On a alors 3x + y — 6rj — 1, d’où x = 2rj — 1, 

y = 2. Les courbes C„ passent trois fois par les points (1, 1), 
(1, 2), ..., (1, 2t; — 1), deux fois par le point (1, 217), une fois par 
un point uni de seconde espèce (1, 2t?, 1) infiniment voisin de 
(1, 2rj) et une fois par un point uni de première espèce (1, 2rj, 
1,1), infiniment voisin de (1, 2?7, 1). Le point (1, 2tj, 1,1) coïncide 
avec le point que nous avions désigné par Px.

k = 3rj 2. On a alors 3x + y = 6r) + 1, y = 1, x = 2rj. 
Les courbes Cé' passent trois fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., 
(1, 2t?), une fois par le point (1, 2t) + 1), une fois par deux points

MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES 27



28 MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES

unis (1, 2?? -f 1» 1), (1, 2r) -f 1, 2) infiniment voisins successifs 
de (1, 2rj -f 1), le premier uni de seconde espèce, le second uni de 
première espèce et coïncidant avec Px.

L’hypothèse k = 3^ ne doit pas être considérée car p serait 
alors divisible par 3.

On arrive à des conclusions analogues pour l’autre branche des 
courbes Cô'.

Le raisonnement peut être poursuivi si k > 2. Le point A est, 
sur toute courbe C^, l’origine de deux branches superlinéaires. 
Le dernier point commun à toutes les courbes Cjf* sur une de 
ces branches est simple pour les courbes, uni de première espèce 
pour I„ et à son domaine correspond une des courbes pv p2, ..., 
Pile-

En particulier, les courbes Cÿ') (y = k + 1) ont en A la multi­
plicité 2k + 2 et passent simplement par une première suite de 
points infiniment voisins successifs (1, 1), (1, 1, 1), ..., (1, 1, k) 
unis de seconde espèce pour Ip sauf le dernier, qui est uni de 
première espèce, et par une seconde suite de points infiniment 
voisins successifs (a, 1), (a, 1, 1), (a, 1, k) unis de seconde
espèce pour 1P, sauf le dernier qui est uni de première espèce. 
Les domaines des points (1, 1, k), (a, 1, k) ont pour homologues 
sur 0 les courbes rationnelles pk, pk+1.

Nous avons appelé les points A des points unis symétriques à 
cause de la symétrie des comportements des branches des courbes 
C„, Cp, ... par rapport aux deux suites principales.

19. Nous allons maintenant supposer a =/= fi et, pour préciser, 
a < /3, d’où A, < pv Observons que Ai et p1 doivent être premiers 
entre eux, car autrement p ne serait pas premier.

Rappelons que nous avons

p = (t -\- 1)AjPj + Aj -f p1, a — (t -f- l)Ai + 1,

P — + l)Mi + 1-
Les solutions des congruences

A + ap. = 0, p. -f /?A = 0, (mod. p)

peuvent se mettre sous la forme

A = ma -)- n\x, p = npx — ni, 

où, m, n sont des entiers positifs tels que
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m(a — 1) + n(Aj + /Xi) < p.

Elles peuvent également se mettre sous la forme 

A = n'\ — m', p. — m'\3 + n'p. 1(

en posant
m' = — m, n' = (t -t~ 1 )m -j- n.

Projetons la surface <Pl du point At sur un hyperplan de l’espace 
ambiant et soit 0, la surface obtenue.

Si t = 0, il correspond sur 02 un domaine du point A( sur 0X 
une droite exceptionnelle, le point Aj étant simple pour <PV

Si t — 1, il correspond sur 02 au domaine du point A( de <P1 
une conique plt le point A( étant double conique pour <PV

Si t > 2, il correspond sur 02 au domaine du point A( de <P1 
deux droites plt pt se coupant en un point A2 simple pour 02 si 
t = 2 et double si t > 2.

Aux courbes alt a2 correspondent sur 02 deux courbes que 
nous continuerons à désigner par les mêmes symboles et qui 
sont respectivement d’ordres Aj — 1, p.x — 1. Dans le second cas 
(t = 1), ces courbes s’appuyent sur la conique pu dans le troi­
sième (t > 2), (j 1 rencontre pt et ct2 rencontre p, en un point.

Aux sections hyperplanes r„ de 02 correspondent sur F les 
courbes Cq. Le système | CjJ | correspond à la solution A2, /x2 
telle que A2 -f- p2 soit supérieur à At -(- p.lt mais inférieur à toutes 
les sommes A3 -f- p3, Av -(- p.v provenant des autres solutions 
des congruences

A + ap ~ 0, p + jSA = 0, (mod. p).

Cette solution A2, /x2 est soit

a + Aj, p-x — 1,
soit

2A1( 2Ml.

La première se présente si > tX1: la seconde si pL < IXV

20. Considérons en premier lieu le cas t = 0. On a alors

p = A^j + Aj + nx, o = Ax + 1, /3 = p-i + 1-

On a A2 = a + Ai = 2AX -f- 1, /x2 = pi 1.



30 MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES

Les courbes C0 passent 2AX -f- /i, fois par le point A et ont en ce 
point 2AX + 1 tangentes avec AAa et fi1 — 1 avec AAX. Elles 
passent en outre fir — 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., 
(a, a — 1).

Les courbes C<( passent X1 — 1 fois par le point (1, /3 — 1) 
et à la droite exceptionnelle qui correspond au domaine du point 
A J sur 02, correspond le domaine d’un point P, uni de première 
espèce pour I,,, simple pour les courbes C„. On en conclut que les 
courbes C0 passent 2A2 -f- 1 fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., 
(1, x), y fois par le point (1, x -f- 1) et À2 — 1 fois par les points 
(1, x 2), (1, /? — 1), où y est un nombre compris en Ax
et 2AX et pouvant être égal à l’un de ces nombres.

En exprimant que les courbes C„ sont rencontrées en p points 
confondus en A par les courbes C1( on trouve

(Ai + 1)x + y = fj-i — 1 ; (Ai < y < 2Aj).
Posons

Mi = 0(^i + 2) + A + 1, (A < Ax -f- 2).

Si A > Ai — 1, on posera x = 6, y — h. Si A < Aj — 1, on
prendra x = 6 — 1 et y = A + Ax -f- 2. Observons que l’on ne

-peut avoir A = Ax — 1, car alors, on aurait p = (Ai + 2)(0AX -|- 9
+ Ai) et p ne serait pas premier.

Les courbes Cô passent par le point uni (1, a + 1, 1) avec une 
multiplicité égale à y — Ax + 1. Elles passeront par les points 
(1, x + 1, 2). (1, x + 1, 3), ... de manière que la somme des mul­
tiplicités en ces points (1, x -f- 1,1), (1, x + 1, 2), ... soit égale à 
2Aj — y -f- 1.

Nous allons montrer que les nombres y — Ax + 1, 2AX — y 1 
sont premiers entre eux. En effet, s’ils avaient un facteur com­
mun, ce facteur diviserait Ax -)- 2 et y -f 3 ; par conséquent, il 
diviserait également ^ -(- 2. Mais on a p = (Aj + 2) (//.j + 1) — 
(/ii + 2) et p ne serait pas premier.

Cela étant, posons

2Aj — y + 1 = O^y — Aj + 1) + hv

Les courbes C„ passent y — Ax + 1 fois par les points (1, x + 
1, 1), (1, x + 1, 2), ..., (1 x + 1, #i) et Aj fois par (1, x -f 1, 
0! + 1), ces points étant unis pour Ij,, de seconde espèce et étant 
d’autre part infiniment voisins successifs du point (1, x 1).



Posons ensuite
y — Aj —(— 1 = 02/q -f- 42.

Les courbes Cô passent h1 fois par les points unis de seconde 
espèce (1, x + l, 0X + l, 1), .... (1, x + i, d1+ l, 02) infiniment 
voisins successifs du point (1, x + 1, 0X + 1) et h2 fois par le 
point (1, a + 1, d1 4- 1, d2 + 1), infiniment voisin de (1, x + l,

+ 1, #2)- Et ainsi de suite. Comme 2AX — y + 1 et y — Àx + 1 
sont premiers entre eux, on parviendra finalement à un point 
simple, uni de première espèce, commun à toutes les courbes Cô. 
Le domaine de ce point correspond au domaine du point A) sur 
<P1 ou encore à la droite exceptionnelle qui représente ce domaine 
sur 02.

L’étude des courbes Cô', Cô4), ... se poursuivra de la même ma­
nière, mais en laissant à A1( /xx des valeurs non spécifiées, on est 
conduit rapidement à des notations compliquées. Il nous paraît 
plus utile de traiter un cas où Ax, /u.! ont des valeurs numériques.

21. Supposons At = 2, fj-% = 3, d’où p = 11, a = 3, /3 = 4.
Les solutions des congruences

A + 3p. 0, p + 4A = 0, (mod. 11).

sont Ax = 2, px = 3 ; A2 = 5, p2 = 2 ; A3 = 1, p3 = 7 ; A4 = 8, 

^■4 — 1 J A5 = 4, P5 = 6.

Les courbes Cô passent cinq fois par A, trois fois par les points 
(a, 1), (a, 2) et deux fois par les points (1, 1), (1, 2), (1, 3). Nous 
représenterons le schéma de leur comportement en A par

A5, (a, 1)3, (a, 2)3,
(1, l)2,
(1. 2)3,
(1. 3)3,

en indiquant en exposant les multiplicités des points.
En appliquant la méthode précédente, on trouve que le com­

portement des courbes Cô en A a pour schéma
A7, (a, 1),3 (a, 2)3.

(1, 1,3)3, (1> 1,2)1, (lj i, i)if (i, l)i,
(1. 2)3,
(1, 3)3.
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La même méthode, en intervertissant les rôles des deux suites 
principales, donne le comportement en A des courbes C„ par le 
schéma

A8, (a, l)2, (a, 2)>.
(1, l)h (a, 1, l)h
(1, 2)1, (a, 1, 2)1,
(1, 3)1. (a, 1, 3)1,

K 1, 4)i,
(a, 1, 5)i.

Pour les courbes C{,4), on trouve le schéma
A9, (a, l)i, (a, 2)i.

(1, 1, 3)2, (1, 1, 2)2, (1, 1, l)2, (1, l)2,
(1, 2) °,
(1,3)9.

et pour les courbes Cj,5>,
Al», (a, 1)1, (a, 2)0.

(1, 1,3)1, (1, 1,2)1, (1,1, 1)1, (1,1)1, (a, 1,1)1,
(l,2)o, :
(1, 3)o. (a, 1, 5)i.

Sur la surface <PU les courbes alt a2 sont une conique et une 
cubique gauche se coupant en un point A( simple pour la surface. 
Les courbes PÔ sont découpées par les hyperplans passant par 
A(, les courbes Pn par les hyperplans passant par la tangente 
à (t2 en A(, les courbes Jj4), homologues des courbes C{,4), par les 
hyperplans tangents en A( aux courbes orlt a2, les courbes P(,5), 
homologues des courbes C(,5), par les hyperplans tangents à a1 et 
osculateurs à a2 en A[.

Les courbes Pô, Pô4), Pôs) appartiennent totalement
au système | Pô |.

22. Nous allons maintenant étudier le cas t — 1, d’où 
p = 2ÀJ/X! Àx -f- (ii, a — 2Àt + 1, fî = 2/rx -)- 1

Les courbes C0 passent Àx -f jx1 fois par A, fj,1 fois par chacun 
des points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1) et Ax fois par les points 
(1, 1), (1,2),..., (1,0-1).

On a A2 = 3Àj -f 1, p.2 = fJ-i — 1- Les courbes passent donc
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3AX -f- /ij fois par A et /ij - 1 fois par chacun des points (a, 1), 
(a, 2), (a, a — 1).

Supposons qu’elles passent 3AX -f- 1 fois par les points (1, 1), 
(1, 2), (1, x), y fois par le point (1 x + 1) et Aj — 1 fois par
les autres points (1, % + 2), (1, /3 — 1). Cela se justifie par
le fait que les courbes /10 sont découpées sur la surface <£, par les 
hyperplans passant par A[ et que, d’autre part, sur la surface <f>2, 
les courbes alt a2 sont d’ordres respectifs — 1, p,1 — 1 et qu’il 
existe sur cette surface une conique p1 rencontrant a1 et a2 cha­
cune en un point. La conique p1 représente le domaine de AJ sur 
(&1 et donc correspond au domaine d’un point P, uni de pre­
mière espèce pour I„, commun à toutes les courbes CJJ. Il en 
résulte que sur chaque courbe Cô, le point A est l’origine d’une 
branche superlinéaire qui passe nécessairement par le point (1, 1) 
et qui a le point P comme point double.

En exprimant que les courbes Cx rencontrent les courbes C"0 
en p points confondus en A, on a

2a(à1 + 1) + y — 2 p.x — (X1 + 1).

Posons
p.i = 6(Aj + 1) + h, (h < Ax —(— 1)

d’où
2x(Xl + 1) + y = (29 - 1)(A! + 1 )h + 2h.

On ne peut avoir h = A1( car alors, on aurait

P = (Ax + l)(2flA1 + B + 2 h,) 

et p ne serait pas premier. Cela étant, on prendra 

x = 9 — 1, y = 2h + Aj + 1-

La branche superlinéaire dont il est question plus haut se 
détachera de la suite principale au point (1, x + 1) et passera 
par le point (1, v -f- 1,1) et par d’autres points infiniment voisins 
du précédent. Nous devrons comparer les nombres

3A, + 1 — y = 2(AX - h),

différence entre les multiplicités des points (1, x), (1, #+1) 
pour les courbes CJJ, et

y — (Ax — î) = 2 [h + 1),
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différence entre les multiplicités des points (1, x + 1) et (1, a + 2) 
pour les mêmes courbes.

Si les nombres Ax — h et h + 1 ont un facteur commun, ce 
facteur divise aussi Aj + 1, donc également /q + 1. Or, on a

p = 2(AX + l)(pi + 1) — (A! + 1) — (^i + 1)

et p ne serait pas premier. Il en résulte que les nombres 2(Aj — h) 
et 2 {h 1) ont pour plus grand commun diviseur 2.

Posons
Aj — h = @i(h 4" 1) “b •

Les courbes Cé passent 2 (h + 1) fois par les points unis (1, 
x + 1, 1),..., (1, x + l, 0j) infiniment voisins successifs de 
(1, * + 1) et 2/q fois par le point (1, x + 1, 91 + 1), infiniment 
voisin de (1, x + 1, 0j). On posera ensuite

h 1 = “b h2

et les courbes C2 passeront 2hx fois par les points (1, a + 1, 
0l -j- ljl); (1, x + 1, + 1, 02) infiniment voisins successifs
de (1, x + 1, 01 + 1) et 2h2 fois par le point (1, a: + 1, d1 + 1, 
d2 + 1), infiniment voisin de (1, x + 1, 91 + 1, d2). Et ainsi de 
suite. On parviendra finalement au point P, double pour les 
courbes Cê, uni de première espèce pour Ij,.

On aura ensuite

ou
A3 = 5A3 fi- p-1, P3 — Pi 2 si 3Ai <c pi 

A3 = 2Ai, P3 = 2pi si 3Ai pi-

23. Envisageons la première hypothèse. Les courbes Cg 
passent 3Ai + pi fois par A, pj — 2 tangentes étant confondues 
avec AAX et 3Aj + 2 avec AA„. Elles passent px — 2 fois par cha­
cun des points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1). Sur la surface <P2, 
les courbes r'g sont découpées par les hyperplans passant par 
un point de la courbe a2. Ce point ne peut appartenir à o-j (qui 
ne rencontre pas a2 sur <P2), donc les courbes Cq passent Aj — 1 
fois par le point (1, j3 — 1). Il en résulte que les courbes Cq ne 
peuvent plus passer deux fois par P, car autrement les courbes 
Cj rencontreraient les courbes Cg en plus de p points confondus 
en A. Par suite, sur &2. les courbes r'g sont découpées par les 
hyperplans passant par le point commun aux courbes o2, /q.
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Le point A est, sur chaque courbe C'ô, l’origine d’une branche 
superlinéaire passant par les points (1, 1), (1, x -f- 1), (1, x +
1, 1), (1, x + 1, + 1), ... et aboutissant au point P, qui
est simple puisque les courbes ro‘ ne rencontrent plus la co­
nique pi qu’en un point. Les points (1, x + 2), (1, x + 3), .... 
(1, fi — 1) étant multiples d’ordre Ax — 1 pour les courbes C3 , 
on pourra calculer la multiplicité pour ces courbes des points 
(1, x -f- 1) et (1, x). Cela étant, il doit exister sur chaque courbe 
C'â une branche superlinéaire d’origine A, passant par (1, 1), 
quittant la suite principale en un des points (1, 1), (1, 2), ..., 
(1, x), et aboutissant à un point P1; uni de première espèce 
pour I3, simple pour les courbes Cq , dont le domaine correspond 
à celui du point commun à /q et à a2 sur la surface <P2.

24. Envisageons ensuite la seconde hypothèse : A3 = 2Aj, 
P-3 = 2/q, 3Aj > /q > Aj.

Les courbes C'â passant 2(AX + /q) fois par le point A, ne 
peuvent plus passer /q — 1 fois par le point (a, a — 1) car autre­
ment Ca rencontreraient les courbes C'â en plus de p points 
confondus en A. Il en résulte que sur la surface 02, les courbes 
r'a sont découpées par les hyperplans passant par un point de la 
courbe cr2 et que le point (a, a — 1) est multiple d’ordre q — 2 
pour les courbes C# . De plus, le point par lequel passent les 
hyperplans des courbes E0" ne peut appartenir à la courbe a1 
et les courbes Cq doivent passer Ax — 1 fois par le point (1, y3 — 1).

Sur une courbe Cq, le point A est l’origine d’une branche 
superlinéaire qui doit passer par le point (a, 1) et par un point 
P', uni de première espèce pour Ip. Le domaine de ce point cor­
respond à celui du point commun aux courbes r'â sur 02. Nous 
supposerons donc que les courbes Cq passent 2/q fois par les 
points (a, 1), (a, 2), ..., (a, x'), y' fois par le point (a, x' -f 1), 
Mi — 2 fois par les points (a, a' + 2), ..., (a, a — 1). En expri­
mant que les courbes C'ô sont coupées par les courbes Ca en p 
points confondus en A, on a

^ (Mi + 2) + y' = 3AX — 2, (/q — 1 < y’ < 2/q — 1).

Posons

3Aj — 0'(^i + 2) + h', [h < ynj + 1).

Si h' = /q -f 1, on prendra x' = 6', / = jq — 1. On voit
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tout de suite que les courbes C, passent simplement par les 
points (a, 9' + 1, 1), (a, 9' + 1, 2), (a, 9' + 1, Pi + 1). ce
dernier étant uni de première espèce et coïncidant avec P'.

On ne peut avoir h' = ftlt car alors

P = {pi + 2) (2*i - d')
ne serait pas premier.

Si l’on a h' < Pl, on prendra

x' = 6' - 1, y' = juj + h'

Les points (a, 9' — 1), (a, 9'), (a, 9' + 1) sont alors respective­
ment multiples d’ordres 2[x1, + h', — 2. Le point (a, 9', 1)
sera multiple d’ordre h' + 2 et on pourra procéder comme on 
l’a déjà fait plus haut. Tout revient à chercher le plus grand 
commun diviseur des nombres ^ — h’ et h' + 2 ; ce plus grand 
commun diviseur sera la multiplicité du point P' pour les courbes 
Cq. Or, on a

p = (lH + 2) (2AX - 9' + 1) - (h' + 2),

donc, p étant premier, /xt — h' et h' + 2 sont premiers entre eux 
et le point P' est simple pour les courbes C%.

Le point (1, j3 — 1) est, comme nous l’avons vu, multiple 
d’ordre Ax — 1 pour les courbes C„. Comme le domaine du point 
commun à toutes les courbes K sur CP2 correspond à celui de 
P', il faut nécessairement que les courbes Cg ne passent plus 
qu’une fois par P (dont le domaine corrèspond à Pl). Par suite, 
les courbes Lg sont découpées par <P2 Par ^es hyperplans passant 
par le point commun aux courbes a2, Pl, dont le domaine corres­
pond donc à celui de P'.

Les courbes C„ passent 2A2 fois par les points (1, 1), ..., 
(1, 9-1 ), y ! fois par le point (1, 9), Ax — 1 fois par les points 
(1, 9 + 1), ..., (1, j8 — 1). En exprimant que les courbes C2 ren­
contrent les courbes C„ en p points confondus en A, on trouve 
yt = Ai + h. Il en résulte que les courbes C" passent par chacun 
des points (1, 0 + 1,1),..., P avec une multiplicité égale à la 
moitié de celle des courbes CJ).

Observons que dans chacun des cas étudiés (3A2 < Pl ou 
3Ai > fii), les courbes r„ appartiennent totalement au système
mi-



25. Nous allons maintenant développer deux exemples. Pour 
le premier, nous prendrons A4 = 2, = 7, d’où 3A4 < fiv Nous
avons alors

p = 37, a = 5, p= 15.

Le schéma du comportement des courbes CJ, en A est 
A9, (a, 1)’, (a, 2)7, (a, 3)7, (a, 4)7,

(1, l)2,

(1. 2)2,

(1,14)*.

Nous avons A2 = 7, /r2 = 6 et d’après la théorie que nous 
avons développée plus haut, on trouve que le comportement des 
courbes C'n au point A est caractérisé par le schéma

A“, (a, 1)«, (a, 2)8, (a, 3)9, (a, 4)9,
(M)7.

(1, 2, l)2, (1, 2)5,
(1, 2, 1, l)2. (1, 3)i,

(1,14)1.

On a ensuite A3 = 12, f*3 = 5 et, pour le comportement des 
courbes C3 au point A, le schéma

A17, (a, 1)5, (a, 2)5, (a, 3)5, (a,4)5, 

(l,l,7),i..., (1,1, l)i, (1,1)5,

(1,2, l)i, (1,2)2,
(1,2, 1, l)i. (l,3)i,

(1, 14)i.

Les valeurs de A4, sont A4 = 4, /x4 = 14. Le schéma du com­
portement des couches C|,4) au point A est

A18, (a, l)7, (a, 2)i, (a, 3)\ (a, 4)«.
(1, I)*, (a, 1, I)2,

(1, 2, 1)1, (1, 2)5, (a, 1, 2)5,

(1, 2, 1, 1)1. (1, 3)i, (a, 1, 3)1, (a, 1, 3, l)i, (a, 1, 3, 2)\

(1, 14)1.
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Sur la surface <P2, les courbes r^\ homologues des courbes 
C[,4), sont découpées par les hyperplans touchant la courbe 
ct2 au point de rencontre de celle-ci avec la conique pv Au do­
maine du point infiniment voisin de ce point sur ct2, correspond 
le domaine du point (a, 1, 3, 2), uni de première espèce pour 1^,.

26. Le second exemple correspond aux valeurs Ax = 2, /x4 = 3 
(3Aj > /u4). On a

p = il, a = 5, 0 = 7.

Le comportement des courbes CJ, au point A a pour schéma 

A5, (a, 1)*, (a, 2)3, (a, 3)3, (a, 4)3.

(1, l)2.

(1. 2)2,

(1, 6)2.

On a A2 = 7, p2 = 2, donc pour les courbes C3, on a le schéma

A», (a, 1 )2, (a, 2)2, (a, 3)2, (a, 4)2.
(1. 1, 2)2, (1, 1, l)2, (1, l)3,

(1. 2)\

(1, 6)1.

On a A3 = 4, /Lt3 = 6, donc le comportement des courbes C" 
au point A est fixé par le schéma

A10, (a, 1)*, (a, 2)1, (a, 3)1, (a, 4)h
(1, 1, 2)1, (1, 1, 1)1, (1, l)2, (a, 1, l)2, (a, 1, 1, 1)1,

(1, 2)1, (a, 1, 1, 1, 1)1.

(1, 6)1.

On a ensuite A4 = 1, p4 = 10. Il en résulte que les courbes C{,4) 
passent simplement par les points (1, 1), ..., (1, 6) ; elles ne 
peuvent plus passer par le point (1, 1, 2) et par conséquent, 
sur la surface <P2, les courbes T^4) ne rencontrent plus la conique 
p4 ; ces courbes sont donc découpées par les hyperplans passant 
par la tangente à p4 au point de rencontre de cette conique avec 
o-2. Il en résulte que les courbes C|,4) passent une fois par le point
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(a, 4). On trouve facilement que le comportement des courbes 
C(4) en A est fixé par le schéma

A11, (a, l)3, (a, 2)1, (a, 3)1, (a, 4)1.

(1, l)1, (a, 1, l)2,
i (a, 1, 2)2,

(1, 6)h (a, 1, 3)2,
(a, 1, 4)h (a, 1, 4, l)i.

Au domaine du point infiniment voisin sur pl du point (plt cr2) 
correspond le domaine du point (a, 1, 4, 1) sur F.

On a A5 = 12, /x5 = 1. Les courbes Cjf* passent simplement 
par les points (a, 1), ..., (a, 4) et ne peuvent plus passer par le 
point (1, 6). On en conclut qu’aux courbes C(05) correspondent 
sur <P2 les courbes r[p découpées par les hyperplans contenant 
la conique pv Le comportement des courbes Cj,5) au point A a 
pour schéma

Ai3, (a, 1)1, (a, 2)i, (a, 3)1, (a, 4)h
(1,1,2)*, (1,1,1)*, (1,1)*,

(1, 2)°.

Les courbes ax, px, <j2 ont respectivement pour degrés virtuels 
— 3, — 2, — 4 et on a

^0 = ^0 + °i 4" Pl + °2>
F 0 = L0 4" °T + 2px + <r2,

= n5) + °T + fyi + ct2.

Les courbes r'ô, appartiennent totalement au système
\n\.

27. Nous allons enfin supposer t > 2. Rappelons que nous 
avons

p = (t 1)Axp.x + At -f- p.x, a = (t -f- l)Ai + 1, fi = [t + 1)/*! + 1

et que nous supposons a < fi, d’où At < px.
Les valeurs de A2, p2 sont

A2 — 2Aj, p2 — 2tpx si p*x < fAj,

et

a2 = a Aj, p,2 — pLx — 1 si ju.j > t\l.
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Envisageons le premier cas. Projetons la surface 0, du point 
A[ sur un hyperplan de l’espace ambiant. Aux courbes C(( cor­
respondent les sections hyperplanes de la surface 02 ainsi obte­
nue et sur cette surface, les courbes a,, a2 sont respectivement 
d’ordre Ax — l, p, — 1. De plus, au domaine du point A( de <P, 
correspondent deux droites plt pt. Ces droites correspondent à 
deux points unis P1( P, de première espèce, du domaine de A et 
les courbes C„ passent Aj — 1 fois par le point (1, /? — 1) et 
P! — 1 fois par le point (a, a — 1).

Supposons que les courbes C"a passent 2AX fois par les points 
(1,1), (1, 2), ..., (1, x), y fois par le point (1, x + 1) et Ax — 1 fois 
par les points (1, x -j- 2). ..., (1, /I — 1). En exprimant que les 
courbes Cx coupent les courbes C'ô en p points confondus en A, 
on obtient

(Ai -(- l)x -j- y — tp, — 1.

Posons

tpi — 9(X, -)- 1) + h, (h < X])

et observons que l’on a

P = (K + i) (ex, + pO + x, (h + i).

Si l’on avait h — A1( p serait divisible par Ax -f- 1, ce qui est 
impossible. On a donc h < At. D’autre part, y doit être compris 
entre Aj — 1 et 2AX. On doit donc avoir

x — 9 — 1, y = Ax + h.

Au point (1, 9), multiple d’ordre y = Ax -f- h pour les courbes 
Cq, est infiniment voisin un point (1, 9, 1), multiple d’ordre

y - (A, - 1) = h + 1.

Observons que la différence entre la multiplicité des points 
(1, 9 - 1), (1, 9), soit

2AX — (Aj + h) = Aj — h
et le nombre h + 1 sont des nombres premiers entre eux, sans 
quoi, p ne serait pas premier. En procédant comme il a été fait 
plus haut, on voit qu’au point (1, 9, 1) font suite des points unis 
(de seconde espèce sauf le dernier) infiniment voisins successifs, 
communs à toutes les courbes C^. Le dernier point de la suite



est simple pour les courbes et uni de première espèce pour I„ ; 
c’est précisément le point Pj.

On trouve de même qu’en posant

+ 1) + h',
les courbes C3 passent 2/iq fois par les points (a, 1), (a, 2), .... 
(a, 9' — 1), p.1 + h' fois par le point (a, 9'), et — 1 fois par 
les points (oq, 6' + 1), (a, a — 1). Ces courbes passent de
plus par un certain nombre de points fixes, infiniment voisins 
successifs de (a, 9'), unis de seconde espèce pour sauf le dernier, 
qui est uni de première espèce et simple pour les courbes, coïnci­
dant avec le point P*.

Cela étant, on peut avoir soit

A3 = 3Aj, p3 = 3fii si 2p,1 < (t — 1)A1,
soit

A3 = a -f Ai, fJ.3 = /Lq — 1 si 2/Xj > {t — 1)AX.

Dans le premier cas, on trouvera, en répétant le raisonnement 
précédent, que les courbes C3 passent simplement par deux 
points unis de première espèce P2, Pt_1( dont les domaines cor­
respondent aux courbes p2, pt-v Nous reviendrons plus loin sur 
ce cas.

Dans le second cas, les courbes C3 passent (t -f- 2)Aj -(- p.t 
fois par A et /Mj — 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1) ; 
elles ne peuvent donc plus passer par le point Pt. Il en résulte 
que sur la surface les courbes P0' homologues des courbes 
C3, sont découpées par les hyperplans passant par un point de 
la droite pt.

Nous aurons à distinguer deux cas suivant que les courbes 
C’ô passent Ax — 1 fois où Ax — 2 fois par le point (1, fi — 1). 
Dans le premier cas, les courbes C3 ne peuvent plus passer par 
le point P3 car autrement elles seraient rencontrées en plus de p 
points par les courbes Cx. Les courbes r'ff sont découpées sur 
&2 Par les hyperplans passant par le point A3 commun aux 
droites plt pt.

Si t = 2, il existe une suite de points unis appartenant aux 
courbes C3 et précisément à une branche superlinéaire d’origine 
A de chacune de ces courbes, terminée par un point P', uni de 
première espèce pour 1^,, dont le domaine correspond à celui du 
point A'2 commun aux droites p1, pt sur <P2, point qui est simple
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pour cette surface. Cette suite de points est consécutive à un 
point de la suite (1, 1), (1, 2), ..., (1, /3 — 1).

Si t = 3, on a un résultat analogue, mais le point P' est double 
pour les courbes Cÿ et son domaine correspond à la courbe p2.

Soit t > 3, il existe, sur chaque courbe C,, deux branches 
superlinéaires d’origine A, contenant le point (1, 1). Sur chacune 
de ces branches, il y a un certain nombre de points unis de I„, 
infiniment voisins successifs à un point de la suite (1, 1), (1, 2), ..., 
(1, j8 — 1), appartenant à toutes les courbes Cq, le dernier 
point de cette suite étant uni de première espèce et simple pour 
les courbes. Les deux points unis de première espèce ainsi obte­
nus correspondent aux courbes p2, pt-i-

Supposons au contraire que le point (1, j3 — 1) soit multiple 
d’ordre — 2 pour les courbes C'ô. Alors, les courbes P"' 
sont découpées, sur la surface 0.2, par les hyperplans passant 
par un point de cr1 et par un point de pt. Pour respecter les nota­
tions introduites au début, nous supposerons que le point Pt 
correspond à px et le point Pj à pt. Les courbes r„ passent alors 
par le point Aja, commun à p1 et à alt point qui est simple pour 
la surface.

Les courbes C'ô doivent passer une fois par le point Px et ces 
courbes ont donc le même comportement le long de la suite de 
points (1, d, 1), ..., Px que les courbes C'ô- Il en résulte que les 
courbes C„ passent Àj -f- h — 1 fois par le point (1, 8) et 2A, — 1 
fois par le point (1, 6 — 1). Au domaine du point simple A[2 
correspond le domaine du point P' proche de A. On est donc con­
duit à supposer que les courbes C„ passent a + X1 fois par les 
points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x), y fois par le point (1, x + 1), 
2Aj — 1 fois par les points (1, x + 2), ..., (1, d1 — 1), Aj + h — 1 
fois par (1, d') et Ax — 2 fois par les points (1, 6' + 1), ..., (1, 
/J — 1). Au point (1, x + 1) seront infiniment voisins successifs 
des points (1, x + 1,1), ..., uni pour I,,, appartenant à toutes les 
courbes Cq . Le dernier sera le point P', uni de première espèce, 
simple pour les courbes Cô. On aura d’ailleurs

(£Aj + 2)x + y — (t -f- 2)/j.j — (t — 2)Ai — 1,
2AX < y < (i! + 2)Aj.

La discussion se fera comme dans les cas précédents.
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28. Supposons que l’on ait > t\1 et par suite 

A2 = a 4“ Ax, p2 = Mi — 1-
Les courbes Cô passent a + Ax + — 1 fois Par A et /ax — 1 

fois par les points (a, 1), (a, 2), (a, a — 1). Elles passent
Àj — 2 fois par le point (1, j8 — 1). Ces courbes doivent passer 
une fois par deux points Px, P( du domaine de A, dont les domai­
nes sont représentés par les droites plt pt de <P2. Sur une courbe 
C”0, le point A est l’origine de deux branches superlinéaires dont 
les premiers points sont communs à toutes les courbes Cô- Une 
de ces branches passe par les points (1, 1), (1, *x) et par une
suite de points (1, xu 1), ... infiniment voisins successifs de (1, xx), 
le dernier point de cette suite étant le point Px, uni de première 
espèce pour I,,. L’autre branche passe par les points (1, 1), ..., 
(1, x2) et par une suite de points (1, x2, 1), ... infiniment voisins 
successifs de (1, x2), le dernier point de cette suite étant P,, 
uni de première espèce.

On peut maintenant avoir soit

A3 = 2ÀX, p3 = 2/ax si p2 < (2/ + l)Aj,
A3 = 2a + Ax = (21 4~ 3)AX 2, p3 = p-i — 2 si p1 > (21 -j- 1)AX.

Dans la première hypothèse, on procédera comme au début 
du paragraphe précédent et on trouvera que les courbes C„ 
passent 2(AX + /xx) fois par A, 2AX fois par les points (1, 1), (1, 2), 
..., (1, d — 1), Ax -f h fois par le point (1, 6), Ax — 1 fois par les 
points (1, 9 4- 1), ..., (1, y3 — 1) et par une suite de points (1, 6, 1), 
..., infiniment voisins successifs de (1, 9), suite se terminant 
par un point P2, uni de première espèce pour I„, simple pour les 
courbes C3, dont le domaine est représenté par la droite p2. On trou­
vera ensuite que les courbes C3 passant fAx — 1 fois par le point 
(a, 1), à cause de ^ > t\lt /xx — 1 fois par les points (a, 2), ..., 
a(a — 1) et par une suite de points (a, 1, 1), ... infiniment voisins 
successifs de (a, 1), suite se terminant par un point P, .x, uni de 
première espèce pour lp, simple pour les courbes C0 dont le 
domaine est représenté par la droite pf-v

Si l’on a A3 = (21 + 3)AX 4- 2, ^ — 2, les courbes Cô'
passent (21 -f- 3)AX 4- H-1 fois par le point A et ju,j - 2 fois par 
les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1), donc les courbes sont 
découpées sur la surface <P2 par les hyperplans passant par un 
point de a2. D’autre part, les courbes Cô doivent passer Ax — 1
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fois par (1, /J — 1), car autrement les courbes alt a2 auraient 
un point commun sur 0., ; elles ne peuvent donc plus passer par 
les deux points P1; Pt. Les hyperplans des courbes Pô' sur $2 

doivent donc passer par le point commun à la courbe <r2 et à la 
droite pt, donc les courbes C3 passent par le point Pj mais non 
par le point Pt.

Au domaine du point commun à cr2, pt sur 02, point qui est 
simple pour la surface, correspond sur F le domaine d’un point 
P0, uni de première espèce pour Ij,, simple pour les courbes C„. 
Sur chacune de ces courbes, il existe une branche superlinéaire 
d’origine A, passant par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x0) et par 
une suite de points (1, x0, 1), unis pour l’in volution, se ter­
minant au point P0.

La détermination des nombres xlt x2, x0 exige l’étude du 
comportement au point A des courbes CJ,4), CJ,5), ... On devra 
se rappeler que la différence entre les multiplicités des courbes 
C'ô (ou Co) aux points (1, x1 — 1), (1, xx) et celle des multiplicités 
des mêmes courbes aux points (1, %), (1, xx -f- 1), doivent être 
des nombres premiers entre eux. Il en est de même pour les points 
(1, *2 — 1), (1, x2), (1, %2 + 1) et (1, x0 — 1), (1, x0) et (1, Xq +1).

29. Nous allons actuellement étudier deux exemples. Le pre­
mier est donné par

p = 53, a = 10, /3 = 16, t = 2, X1 = 3, = 5.

Nous avons

A2 = 6, = 10 ; A3 = 13, p-3 = 4 ; A4 = 2, p4 = 21 ; A5 = 9,
p5 = 15.

Comme nous l’avons vu, les courbes Cô passent 8 fois par le 
point A, cinq fois par les points (a, 1), (a, 2), .... (a, 9) et trois 
fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 15). Le point A est multiple 
d’ordre huit pour la surface 0 et si n est l’ordre de celle-ci, la 
surface est d’ordre n — 8 et contient deux courbes ration­
nelles u1, d’ordre trois, a2, d’ordre cinq, se coupant en un point 
A), double biplanaire ordinaire pour la surface.

D’après la théorie exposée plus haut, le schéma du comporte­
ment des courbes C" au point A est le suivant :
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A16, (a, l)5,
(1, l)6, (a, 1, l)1,

(1, 2, 1) 1 y (1, 2)5, (a> 1, 2)1,
(1.2,1, l)1, (1, 3)2,
(1,2,1, 2)1. (a , 1, 5)1

(1, 15)2.

Au domaine du point (1, 2, 1, 3) correspond, sur la surface &2, 
la droite p1 et au domaine du point (a, 1, 5), la droite p2. La sur­
face 02 est d’ordre n — 10.

Le comportement des courbes C|, au point A est, d’après ce 
que nous avons vu, caractérisé par le schéma

A17,(a,l)4,...,(a, 9)4.

(1, 1, 1)*, (1, l)8,
(1, 1, 1, 1, 4)1,—(1, 1, 1, 1, l)1, (1, 1,1, l)1, (1, 2)2,

(1. 3)1,

(1, 15)2.

Le domaine du point (1, 1, 1, 1, 4) a pour homologue, sur 02, 
le domaine du point A2 commun à plt p2, point simple de la surface.

Les courbes C(4) ont la multiplicité 23 en A et ne peuvent 
plus passer que trois fois par (a, 9) ; leur comportement en A a 
pour schéma

A22, (a, l)6, (a, 2)3, ..., (a, 9)3.
(1, l)2, (a, 1, l)3,
(1, 2)2, (av 1, 2)3,

(1, 15)2. (a, 1, 5)3.

Sur la surface 02, les courbes homologues des courbes 
C<,4), sont découpées par les hyperplans passant par la droite p2.

Le schéma du comportement en A des courbes C(,5) est

A24, (a, l)6, (a, 2)3....... (a, 9)3.
(1, l)9,

(1,2, l)2, (1,2)»,
(1,2, 1,1)\ (1, 3)1,
(1, 2, 1, 2)2. :

(1, 15)1.
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Aux courbes C|,o) correspondent sur la surface 02 les courbes 
r^ découpées par les hyperplans passant par les droites p1 et p2.

On a ro = P0 o-j -)- p! -(- p2 <j2,
r<, = F0 + a1 + 2 (px + p2) -j- a2, 
r0 = r!?1 + <^1 + 2pj -f- 3p2 + o-2, 
r0 = n3) + + 3(px + p2) + a2.

Les courbes P" appartiennent totalement au système | L0' |.

30. Le second exemple est donné par

p = 73, a = 10, 0 = 22, t = 2, A, = 3, ^ = 7,

On a

A2 = a + Aj = 13, p.2 = — 1 = 6 ; A3 = 2Ai = 6 ;
p3 = 2/ax = 14 ;

A4 = 2a + Aj = 23, = p1 — 2 = 5; A5 = a + 2A4 = 16,
P* = 2^ - 1 = 13,

A6 = 3Aj = 9, /a6 = 3/1! = 21 ; A, = Ax — 1 = 2,

^7 = P + Ml = 31.
Les courbes C' passent dix fois par A, sept fois par les points 

(a, 1), ..., (a, 9) et trois fois par les points (1, 1), ..., (1, 21). Le 
point de diramation A' est multiple d’ordre dix pour la surface 
0. Si n est l’ordre de celle-ci, la surface 0! est d’ordre n — 10 et 
contient deux courbes rationnelles ox, a2, d’ordres trois et sept, 
se coupant en un point Aï double biplanaire ordinaire pour la 
surface.

Les courbes C" passent 19 fois par A et six fois par les points 
(a, 1 ),..., (a, 9). Il y a deux branches superlinéaires d’origine A, 
passant par (1, 1) et contenant l’une le point Pj représenté par 
Pit l’autre le point P2 représenté par p2. Nous commencerons par 
l’examen du comportement des courbes C" au point A. On 
trouve facilement que celui-ci a pour schéma

A20, (a, l)13, (a, 2)5, ..., (a, 9)5.
(1, 1)«, (a, 1, 1)\ (a, 1, 1, I)*, ..., (a, 1, 1, 1)\

(1, 2)«,
(1, 3, 1)1, (1, 3)5,

(1, 3, 1, l)i, (1, 4)2,
(1,3, 1,2)1. :

(1, 21)2.



Le domaine du point (1, 3, 1, 2) correspond à l’une des droites 
Pl, p2 et les courbes C" doivent donc passer simplement par les 
points (1, 3, 1), (1, 3, 1, 1) et (1, 3, 1, 2). On en déduit facilement 
le schéma du comportement en A des courbes C", à savoir

A« (a, l)6, (a, 9)6.

(1.1, 6)i,...f (1, 1, l)1, (1,1)7,
(1. 2)6,

(1.3, l)1, (1, 3)5,
(1,3, 1, l)i, (1,4)2,
(1.3, l,2)i. :

(1, 21)2.
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Sur la surface 02, d’ordre n — 12, se trouvent tracées la co­
nique olt deux droites px, p2 et une courbe cr2 d’ordre six. La droite 
(Oj correspond au domaine du point (1, 3, 1, 2) et la droite p2 à 
celui du point (1, 1, 6). Les courbes T'" sont découpées sur 02 
par les hyperplans passent par le point A22 commun à p2 et à 
ct2, car les courbes C"' ne passent plus par le point (1, 1, 6) et 
n’ont plus que la multiplicité 5 au point (a, 21). Le domaine du 
point (a, 1, 1, 7) correspond à celui du point A22 sur la surface 
<P2, point simple pour cette surface.

Le comportement des courbes Ci4* en A a pour schéma

A2», (a, l)5, ..., (a, 9)5.
(1, 1,6)3, .... (1, 1, l)3, (1,1)2,

(1. 2)2,

(1. 21)2.

Aux courbes C[,4) correspondent sur <P2 les sections r^1 par les 
hyperplans passant par la droite p2.

Les schémas des comportements en A des courbes Cjf*, CJ,6), 
C<7> sont les suivants : Pour les courbes C(,5),

A28, (a, l)i2, (a> 2)4, ..., 
(1, 1, 6)2, ..., (1, 1, 1)2, (1, 1)4 (a, 1, 1)1, (a, 1, 1, 1)

(1, 2)2,

(a, 9)4.
h-, (a,1,1,7)1.

(1, 21)2.
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Pour les courbes C[,6),

A30, (a, l)11, (a, 2)4, ..., (a, 9)4.
(1, 1, 6)1, (1, 1, I)3, (1, l)3, (a, 1, l)i,

(1, 2)2, (a, 1, 2)3, (a, 1, 2, l)3, (a, 1, 2, 2)*,
: (a, 1,2,2,1)1,

(1, 21)2. (a, 1,2,2,2)i.

Pour les courbes Cj,7),

A31, (a, l)10, (a, 2)4, ..., (a, 9)4.
(1, l)2, (a, 1, 1)«,

i (a, 1, 2)6,
(1, 21)2. (a, 1, 3)*,

(a, l,4)i, (a>lj4, I)4, ..., (a, 1,4, 5)i.

Sur la surface <P2, aux courbes C(05) correspondent les sections 
par les hyperplans passant par p2, ces courbes passent par 

le point A22. Aux courbes C*,6> et CJ,7) correspondent sur &2 les 
courbes r[*\ P-,7' découpées par des hyperplans passant égale­
ment par la droite p2 ; les courbes Pj,6) touchent la droite p2 
au point A22 et les courbes Pj,7) osculent cette droite au même 
point.

Nous avons

r0 = pô + cti + Pi + Pi +
P0 = P() + CT1 + 2(pi + p2) + ff2.
Fa = P1),4* + ci + 2px + 3p2 <x2.

Les courbes P” appartiennent totalement au système | P" | 
et les courbes PJ,5*, P)-6’, Pÿ71 au système | P,i:,4)|.

31. Pour terminer l’étude des points unis de seconde espèce 
de la première catégorie, nous considérerons le cas où l’on a

(i — l)pi < (t — i -f- 2)A1,

pour i = 2, 3, ... (2i < t + 3).
Pour toutes les valeurs possibles de i, nous avons alors

f(Àx fij) < a Àx -f- fx1 — 1 

et par conséquent

Ai = iX j, P,- = i(iv



Il en résulte que les courbes C® passent At — 1 fois par le 
point (1, /8 — 1) et /xj — 1 fois par le point (a, a — 1).

Supposons que les courbes Cpassent fAx fois par les points 
(1, 1), (1, x), y fois par le point (1, * + 1) et A;-! fois par les
points (1, x + 2), (1, /? — 1). En exprimant que les courbes

sont rencontrées en p points réunis en A par les courbes C1( 
on a

[(» - l)Ai + 1 ]x + y={t - i + 2)^ - (i - 2)AX - 1.

On posera

(t - * + 2)/xj = et[(i - 1)AX + 1] + hit \hi < (i - 1)A1+1], 

et en remarquant que l’on a

P = (Mi + Mi)C(» - l)Ar + 1] + MK + 1).
on verra que ht doit être inférieur à (i — 1)AX. On est conduit à 
poser

x = 6t 1, y — Aj -|- ht.

La différence entre les multiplicités des courbes C(0i} aux points 
(1, di — 1), (1, 6t) et celle entre les multiplicités des mêmes 
courbes aux points (1, 6{), (1, d{ + 1) sont des nombres premiers 
entre eux. Par conséquent, les courbes C^> ont en commun un 
certain nombre de points unis (1, 0,-, 1), infiniment voisins 
successifs de (1, 0,), situés sur une branche superlinéaire d’origine 
A, se terminant par un point Pf, simple pour les courbes et uni 
de première espèce pour l’involution I„.

De même, si l’on pose

(<-*' + 2)AX = 0'[(i - l)Ml + 1] + K,

les courbes passent ifi1 fois par les points (a, 1), .... 
(a, 0^ — 1), (i! + h\ fois par le point (a, 0'-), ^ — 1 fois par les 
points (a, 0' + 1), ..., (a, a — 1) et par une suite de points 
(a, 0'-, 1), ... infiniment voisins successifs de (a, 0[), situés sur une 
branche superlinéaire d’origine A, se terminant par un point P< 
simple pour les courbes et uni de première espèce pour l’involu­
tion Ij,.

Retournons à la surface On obtient <f>2 en projetant 01 du 
point Aj commun aux courbes <r1, o-2 sur un hyperplan. Les droites 
Pu pt tracées sur <t>2 se coupent en un point Pj et on obtient tf>3
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en projetant <P2 de A'2 sur un hyperplan. En continuant de la 
sorte, on obtient une suite des surfaces <P1, <P2t •••> dont les
sections hyperplanes sont respectivement les courbes -T'11, 
r^\ ..., r®, ... qui correspondent aux courbes Cj,1*, Cj,2), ..., 
C^', ... Sur la surface <Pt se trouvent deux droites p^, pt-i+2> 
qui représentent les domaines respectivement des points P,-, P'.

Supposons t — 2k ; les développements précédent sont va­
lables pour i < k + 1 et la dernière surface obtenue <Pk+1 con­
tient deux droites pk, pk+2 se coupant en un point A*+1 simple pour 
la surface.

Considérons les courbes C*f+2). On a

a —|— Aj_ —|— /*i — 1 < (k + 2)(Aj + mO
et par suite

Afc+2 = a + ^l> Mfc+ 2 = Mi 1-

Les courbes C<f+2> passent (2k + 2)AX + Mi fois par A, — 1 
fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1). Si nous posons

(2k + 1K = [(2k + 1)AX + 2 ]6 +h,

on voit, en raisonnant comme précédemment, que les courbes 
passent (2k + 2) + 1 fois par les points (1, 1), ..., (1, 9 — 1), 
Ax + h + 1 fois par le point (1, 9), — 1 fois par les points
(1, 6 + 1), ..., (1, /? — 1). Les différences entre les multiplicités 
des points (1, 9 — 1), (1, 9) et entre les multiplicités des points 
(1, 9) et (1, 9 + 1) sont respectivement

(2k -j- l)Aj — h), h + 2.

Si ces nombres n’étaient pas premiers entre eux, il en serait de 
mêmes des nombres (2k + 1) Ax 2 et h + 2. Comme on peut 
écrire

(2k + 1)(mx - AO = [(2k + 1)AX + 2](0 - 1) + h + 2,

un facteur commun à (2k + 1) Ax + 2 et à h + 2 devrait diviser 
Mi — 'C et comme on peut écrire

p = [(2k + 1)AX + 2 ]p1 -f- Aj — Mi,

p ne serait pas premier. Il en résulte que les courbes C{f+2)l 
ont en commun une suite de points (1, 9, 1), ..., infiniment 
voisins successifs de (1, 9) situés sur une branche superlinéaire 
d’origine A, dont le dernier Point P est uni de première espèce.



pour I„ et simple pour les courbes. Le domaine du point P cor­
respond à celui du point simple A*+1 de <Pk+1 sur cette surface.

Supposons maintenant t = 2k -(- 1. Le point A*+1 est double 
conique pour la surface <Pk+1. En répétant le raisonnement pré­
cédent, on est conduit à poser

(k -f- l)^i — [(& + 1)AX -f- 1]À -f- h

et les courbes Cj,i+2) passent (2k + 3)At + 1 fois par les points 
(1, 1), ..., (1, 9 — 1), Ax + 2h + 1 fois par (1, 9), Ax — 1 fois par 
(1, 9 + 1), ..., (1, /3 — 1). Les nombres (k -f l)Aj — h et h 1 
sont premiers entre eux et les différences entre les multiplicités 
des courbes aux points (1, 9—1), (1, 9) d’une part, aux points 
(1, 9), (1, 9 -f 1) d’autre part, c’est-à-dire les nombres

2(k + l)At - 2h, 2h + 2

ont pour facteur commun 2. Les courbes C(0t+2> passent par une 
suite de points (1, 9, 1), ... infiniment voisins successifs de (1, 9), 
situés sur une branche superlinéaire, se terminant par un point P, 
double pour les courbes, uni de première espèce pour 1^,. Sur la 
surface (Pk . x se trouvent tracées les droites pk, pk+2 et le domaine 
du point P correspond au domaine pk+1 du point A*+1.

III. Points unis de seconde espèce et de seconde

CATÉGORIE.

32. Supposons que A soit un point uni de seconde espèce et 
de la seconde catégorie et que nous ayons précisément

Ax + a pj = hp, /xj + £AX = p,

h étant supérieur à l’unité et A1; p.k étant la solution des con­
gruences

A + ap. = 0, p + |SA = 0, (mod. p) (1)

telle que Ar -|- p.k soit minimum.
Les courbes C'0 passent Ax + fois par le point A et X1 fois 

par les £ — 1 points (1, 1), (1, 2), ..., (1, fi — 1). Nous allons 
montrer que les courbes C' passent un certain nombre de fois 
par le point (a, a — 1).
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Sur les courbes C', le point A est l’origine d’un certain nombre 
de branches passant par le point (a, 1) et comprenant des suites 
de points infiniment voisins successifs du précédent, mais de 
seconde espèce pour l’involution, chaque suite se terminant par 
un point uni de première espèce. Soient Plf P2, Pfc ces points 
et vx, v2, vk leurs multiplicités pour les courbes C,',.

Considérons la surface <2>x, dont les sections hyperplanes T' 
correspondent aux courbes C'. Au domaine du point (1, /3 — 1) 
correspond une courbe rationnelle a1 d’ordre Àx ; aux domaines 
des points P1( P2, Pk correspondent des courbes r1( t2> rk, 
rationnelles, d’ordres respectifs vx, v2, ...,vk.

Aux courbes Ca, qui passent simplement par les points A, 
(a, 1), ..., (a, a — 1), correspondent sur <P1 des courbes ra qui doi­
vent rencontrer une des courbes tx, r2, ..., rk, par exemple rk, 
en un point variable. Il en résulte que le point P*, coïncide avec 
le point (a, a — 1). Les courbes C' passent donc par ce point. 
Elles y passent d’ailleurs avec une multiplicité pi = vk inférieure 
à px, car les courbes Ca coupent les courbes C'0 en p points 
confondus en A.

Pour conserver les notations antérieures, nous désignerons 
par a2 = Tk la courbe qui correspond, sur <£x, au domaine du 
point (a, a — 1). Cette courbe est rationnelle et d’ordre pi < px.

Posons pi = pi + x0 et soient pi + xlt pi + x2, ..., px + 
xa~2 les multiplicités des points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 2) 
pour les courbes Cj. On a

a—2

Ai + api + 27 Xi = p,
t=0

donc

A* = Ai + 2 xu p* = pi
*=0

est une solution des congruences (1). Les courbes C* qui cor­
respondent à cette solution passent A* + p* fois par A et p* = pi 
fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1) ; elles ne passent 
donc plus par les points Px, P2, .... Pfc-X.

Aux courbes C* correspondent sur la surface <ÊX des courbes 
r* découpées par des hyperplans rencontrant les courbes tx, 
t2, ..., T(_x en des points fixes. Les points de rencontre avec rx 
par exemple ne peuvent être distincts, car les courbes C* ne 
peuvent passer par des points fixes situés dans le domaine du
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premier ordre de Px. Par conséquent, les hyperplans qui décou­
pent sur &1 les courbes r* ont un contact d’ordre — 1 en un 
point avec la courbe r1( un contact d’ordre v2 — 1 en un point 
avec la courbe r2, un contact d’ordre vk-x — 1 en un point 
avec la courbe Tk-X.

La surface 0, s’obtient en projetant la surface 0 du point de 
diramation A' homologue du point A sur un hyperplan de l’espace 
ambiant. Il en résulte que le cône tangent à 0 en A' est le cône 
projetant de ce point l’ensemble des courbes alt r1, r2, ..., rk-x, 
ct2 ; le point A' est donc multiple d’ordre

Ax + Pl + V1 + v2 + ••• + vk-1 

pour la surface 0.

33. Considérons les systèmes linéaires de courbes |C"|, |C"' |, ... 
compris entre | C' | et | C* |. Aux courbes de ces systèmes corres­
pondent sur 0, des courbes P", P"', ... dont chacune est un 
cas particulier des précédentes ; il en résulte que les courbes 
P", P"', ... rencontrent la courbe a2 en pi points variables, 
c’est-à-dire que les courbes C", C“, ... passent toutes pi fois 
par le point (a, a — 1).

Fixons en particulier l’attention sur les courbes C". Les courbes 
P" qui leur correspondent sur 0x sont découpées par les hyper- 
plans passant par un point Ai de la surface. Les courbes C0 
passant A2 + p2 > Ax + Fi fois Par A, ne peuvent plus passer 
que Aj — 1 fois par le point (1, y3 — 1) et par conséquent, le point 
Ai appartient à la courbe a1. Pour la même raison, les courbes 
Ci ne peuvent plus passer que p.i -j- vx + v2 + ... + vk-x — 1 
fois par l’ensemble des points (a, a — 1), Plf P2, ..., Pfc_i. Et 
comme elles passent p-i fois par (a, a — 1), elles passent une fois 
de moins que les courbes CJ, par un des points P1( P2, ..., Ps_i, 
par exemple par le point Px. Le point Ai est donc situé sur la 
courbe tx.

Parmi les systèmes | C" |, | O*'11, .... | C* | se trouve un système 
soit | CJ,®* | tel que les courbes homologues r® sont découpées 
sur 0j par les hyperplans ayant un contact d’ordre vx — 1 avec 
tx en Ai. Ces courbes rencontrent les courbes r2, t3, ..., 
Tft_x respectivement v2, v3, ..., vk-x points variables. Désignons 
par £,• les hyperplans contenant les courbes r^K

Les hyperplans ^ passant par un point de rx distinct de Ai
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contiennent cette courbe et découpent, sur &lt un système 
linéaire de courbes dont la dimension est inférieure d’une unité 
à celle de \T^\, c’est donc le système r{0i+1] j. Les courbes 
ry+1) rencontrent la courbe t1 en un certain nombre de points 
variables et par conséquent les courbes C{,<+1) passent un certain 
nombre de fois par le point Pj. Mais alors, comme la multiplicité 
de A pour les courbes ($+1) est supérieure à celle du même 
point pour les courbes C^, il faut que les courbes C£+1) passent 
par un des points P2, P3, Pj.^ avec une multiplicité inférieure 
d’une unité à celle des courbes Cjj0 au même point. Supposons, 
pour fixer les idées, que les courbes passent avec la multi­
plicité v2 — 1 par le point P2.

Les hyperplans contenant la courbe découpent sur (P1 les 
courbes ne rencontrant plus la courbe r2 qu’en v2 — 1
points, par conséquent la courbe r2 doit s’appuyer en un point 
A42 sur la courbe rv

Les hyperplans passant par la courbe rx et ayant un contact 
d’ordre v2 — 1 en A[2 avec la courbe t2 découpent sur des 
courbes auxquelles correspondent sur F des courbes ne passant 
plus par P2. Les hyperplans contenant les courbes tv t2 ne 
peuvent plus rencontrer une des courbes r3, r4+1 ..., rk-lt par 
exemple r3, qu’en v3 — 1 points. La courbe r3 s’appuie donc en 
un point sur r2. Et ainsi de suite, la courbe r4 s’appuie en un 
point sur t3, ..., la courbe Tk-X en un point sur rk-x.

Nous allons voir d’ailleurs que l’on a k = 2.

34. Nous allons maintenant former des solutions des congruen­
ces (1).

Posons
p -— ao. b,

où b est inférieur à a. Une solution des congruences (1) est donnée 
par A = b, fi = a. D’autres solutions sont données par À = b -\- a, 
p = a — 1 ; A = & —2a, p. = a — 2 ; ... (à condition naturel­
lement que ces nombres soient compris entre o et p). D’autres 
solutions seront A = 26, p = 2a ; A = 3b, p = 3a ; ... Il est clair 
que pour qu’il existe une solution A1( pt telle que l’on ait

Ai “I- Pi < a -f- b, 

il doit exister un entier positif r tel que
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(r — 1)6 < a < rb. (2)

On a alors la solution

A = rb — a, /x = ra + 1

et pour que la somme A + yu. soit inférieure à a + b, on doit avoir 

(r — 1) (a -f- b) < a — 1. (3)

Soit m le plus grand entier positif tel que l’on ait

ma < \m{r — 1) -f 1 ]b. (4)

Les congruences (1) admettent les solutions

A1 = m[(r — 1)6 — a] + b, Mi = m\{r — 1 )a + 1] +
A;= (m — 1 )[(r - 1)6 - a] + 6, ^ = (m - l)[(r - l)a + 1] + a,

A'+1 = (»i—t)[(r—1)6 — a] + b, n'i+1 = (m — i)[(r — 1 )a + 1] + a,

A'm = rb — a, fi!» = ra + 1,
= Pm+1

On a
a + 6 > ... > A! + fi't > ... > Ai + fxx,

mais entre deux solutions A!, /x' et A!+1, /x!+1, il peut exister d’au­
tres solutions A, fx telles que

A! + fq < A + /x < Aj+1 + /xLi ;

nous reviendrons plus loin-sur ce point.
Observons que l’on a

A!+1 + a/x!+1 = [(m - *) (r — 1) + 1]£.

En particulier, pour t = 0, on trouve

h = m(r — 1) + 1.

Par hypothèse, on a d’aileurs
m[(r — l)a + 1] + a + jS { m[(r — l)b — a] + b ) = p.

35. Désignons par | ÔJ11 le système de courbes qui correspond 
à la solution A!, fx!_ Le système |C')m+1)| coïncide évidemment 
avec le système que nous avons appelé plus haut | C* | et on a
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donc = a. Il en résulte que les courbes C', C", C^, C(0m>
passent a fois par le point (a, a — 1).

Envisageons les courbes CJ0m'1 ; nous allons voir que sur chacune 
d’elles, le point A est l’origine d’une branche superlinéaire pas­
sant parles points (a, 1), (a, 2), (a, x), (a, x + 1), (a,x + 1,1),
... et finalement par un point fixe P, commun à toutes les courbes.

Les courbes C*,m) passent r(a -f- b) — a + 1 par le point A ; 
supposons qu’elles passent ra -f- 1 fois par les points (a, 1), 
(a, 2), .... (a, x), y (> a) fois par le point (a, x -\- 1 ),a fois par les 
points (a, x -f- 2), ..., (a, a — 1). En exprimant que la somme des 
multiplicités des courbes C[,m) aux points A, (a, 1), ..., (a, a — 1) 
est égale à p, on trouve

[{r — l)a + l\x -f- y = a — 1 — (r — 1) (a + b) + a.
Posons

a 1 {r 1)6 = 9[(r - l)a -f 1] + r, ;
on a

x — 0 — 1, y = a -f + 1.

Le point (a, 9, 1), infiniment voisin du point (a, 9), multiple 
d’ordre a + ^ + 1 pour les courbes appartient certaine­
ment aux courbes précédentes, avec la multiplicité au plus égale 
k y — a sss rj -1-1.

Posons

(r — 1 )a — r/ — 91(r] + 1) + Ai, 
f] + 1 = 92h1 + h2,

Ai = 9.Ji2 -)- h2)

ht-2 — 9tht-1 -f- ht, 
ht-1 = 9t+1ht.

Les courbes Qm) passent rj 1 fois par les points (a, 9, 1), ...,
(a, 0, 9!), hx fois par les points (a, 9, 9± + 1), (a, 9, 9t -f 1, 1)......
(a, 9, 9t + 1, 02), h2 fois par les points (a, 9, 91 + 1, 92 -)- 1), 
(a, 9, 9X -fl, 02 -f- 1, 1), ... et ainsi de suite, jusqu’au moment 
où l’on arrivera à une suite de 9t+1 points multiples d’ordre ht 
dont le dernier est le point P. Tous ces points sont infiniment 
voisins successifs du point (a, 9), ils sont unis de seconde espèce



pour l’involution I, sauf le dernier, P, qui est uni de première 
espèce.

Le nombre ht est le plus grand commun diviseur de (r — i)a 
— 17 et de tj -f- 1 ; nous allons voir que ht — 1, c’est-à-dire que 
les nombres précédents sont premiers entre eux.

En effet, ht divise (r — 1 )a — 77 et rj -f 1, donc aussi (r — 1 )a 
+ 1. Si l’on se reporte à la définition de 0, on voit que ht divise 
également a — (r — i)b, donc aussi

a[{r - 1 )a + 1] - [a - {r - 1)6] = {r - 1 )p.

p étant premier, ht divise r — 1. Mais ht divise également (r — 1 )a 
+ 1, donc aussi l’unité et par conséquent ht = 1.

Les courbes Cj,m) passent donc simplement par le point P.
Envisageons maintenant les courbes On a

C* = (2r - l)b - 2a, jC* = (2r - 1 )a + 2.

Ces courbes passent (2r — 1 )(a b) — 2(a — 1) fois par le 
point A. Supposons qu’elles passent (2r — 1) a + 2 fois par les 
points (a, 1), (a, 2), ..., (a, x), y(> a) fois par le point (a, x + 1), 
a fois par les points (a, x -f 2), ..., ..., (a, a — 1). On doit avoir

2[(r - 1 )a + i]x + y = 2[a — 1 — (r — 1 ){a + 6)] + a, 

d’où

x = 6 — 1, y = a-p2r; + 2.

La différence entre les multiplicités des courbes aux
points (a, 6—1) et (a, 6) est 2 [(r — l)a — tj] et la différence 
entre les multiplicités des mêmes courbes aux points (a, 6), 
(a, 0 + 1) est 2(tj + 1). Ces nombres ont plus grand commun 
diviseur 2 et par conséquent les courbes C*,m_1) passent 2(rj + 1) 
fois par les points (a, 9, 1), ..., (a, 6, 0+ 2hx fois par les points 
(a, 0, 0X + 1), (a, 0, 0X + 1,1), ..., (a, 0, 61 + 1, 02) et ainsi de 
suite ; elles passent finalement deux fois par le point P.

Un raisonnement analogue peut-être repris pour les courbes 
C*,m_2>, ..., G)), C'. On trouvera que le point P est respectivement 
multiple d’ordres 3, ..., m — 1, m pour ces courbes.

Le point P est certainement un des points P1; P2, ..., P^—! 
et d’après le résultat qui vient d’être obtenu, un seul de ces 
points appartient aux courbes C'. Cela signifie que l’on a k = 2,
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le point P coïncidant avec le point Px. Les courbes t2, t3, 
tjc— j n’existent donc pas. Nous désignerons par t la courbe tx ; 
son ordre est = m.

Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

En un point de diramation de la surface 0 homologue d’un point 
uni de seconde espèce et de la deuxième catégorie, le cône tangent à 
cette surface se scinde en trois cônes rationnels.

Le point de diramation A' est donc multiple d’ordre 

+ vi + Pi = >«[(r — 1)6 — a] -f a + b + m.

36. Désignons par £m+1 les hyperplans qui découpent, sur la 
surface &lt les courbes C(Qm fl). Ces hyperplans ont un contact 
d’ordre v1 — 1 avec la courbe r au point A J et rencontrent la 
courbe r2 en = a points.

Soient £m+2 les hyperplans passant par un point de r distinct 
de Aï ; ces hyperplans contiennent la courbe r et découpent 
sur la surface €>1 des courbes que nous désignerons par r^m+2). 
Ces courbes rencontrent certainement la courbe r en des points 
variables et par conséquent les courbes C<,m+2) qui leur correspon­
dent sur F passent certainement par le point Px.

Supposons que les courbes Qm+2) passent a fois par le point 
(a, a — 1) et par conséquent a fois au moins par les points 
(a, a — 2), ..., (a, 0 + 1). Comme elles passent par donc 
par le point (a, 6, 1), elles passent certainement plus de a fois 
par les points (a, 9 — 1), (a, 6 — 2), ..., (a, 1). Comme les courbes 
Cf+1) passent exactement a fois par les points (a, 1), ..., (a, 
<x — 1) et que leur multiplicité en A est inférieure à celle des 
courbes C[,m+2), on en conclut que la somme des multiplicités des 
courbes C{,m+2) aux points A, (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1) est 
supérieure à la somme des multiplicités des courbes C„m+1; 
aux mêmes points. Or, ces deux sommes doivent être égales 
à p et nous parvenons donc à une absurdité. On en conclut que 
les courbes Cj,m+2) ne peuvent passer a fois par le point (a, a — 1), 
mais y passent a — 1 fois, En d’autres termes, sur la surface 
<Z>1; les courbes r et a2 ont un point commun A)'.

37. Sur la surface <d>1} les points A(, A2 sont simples ou doubles.
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Chacun de ces points peut être simple, double conique ou double 
biplanaire et dans ce dernier cas, il peut exister une suite de 
points doubles biplanaires infiniment voisins successifs se ter­
minant soit par un point double biplanaire ordinaire, soit par 
un point double conique.

Nous supposerons que le point A* est équivalent à une suite 
de courbes rationnelles de degré — 2.

Pi> Pz< •••> Pt,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point, 
mais ne rencontre pas les autres. De plus, la courbe p± rencontre 
oq en un point et la courbe pt rencontre t en un point. Si t = 0, 
le point Ai est simple pour la surface <P1( si t est pair, on a une 
suite de points doubles biplanaires terminée par un point double 
biplanaire ordinaire, si t est impair, on a une suite de points 
doubles biplanaires terminée par un point double conique.

De même, nous supposerons que le point Aî est équivalent à 
une suite de courbes rationnelles de degré virtuel — 2,

oq, a>2, ..., o)u,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point, 
mais ne rencontre pas les autres. De plus, w1 rencontre r en un 
point et cüu rencontre <j2 en un point.

Dans ces conditions, on a

D0 = r'0 + oq + Pi -f- p2 + ... + pt + t + o>i + oi2 + ...

+ + °2 
et

D0 = ro + <7i + 2 (p1 + p2.+ ... + Pt) + T + OJl + OJ2 + ...

+ + ff2-

Les courbes rationnelles oq, r, a2 ont respectivement les degrés 
virtuels — (Àt -f- 1), — (vx + 2) = — (m + 2), — (/q + 1) .= — 
(a -f- 1).

On peut trouver une relation entre les entiers t, u de la manière 
suivante : La courbe ra satisfait à la relation fonctionnelle

pr o = P^a + /îO-i + giPi + g2Pi + •■• + gtpt + fT + liwi +

+ luœu + / 2^*2*

Cette courbe ra rencontre la courbe a2 en un point variable.
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En calculant l’intersection de la courbe précédente successive­
ment avec les courbes a1( px, ..., pt, t, wj, wu, on obtient les 
relations

?i = (Ai + 1) fi> gi = (2Aj + 1)/!, gt = (t\1 + 1 )/1(
/ — [{t + l)Ai + l]/i, li = [Aj {m(t -\-\.)2}1 ]/1( 

^2 = [Ai{2m(i + 1) + ^ + 3}-f 2m 1]/1( 
lu — [Aj {um(t —|— 1) —|— ^ m 1 }■ —|— utn -f- l]/j,

fi = [Ai {m(u + l)(f + 1) + t 4 u -f- 2]} + (u -f- l)m + l]/i.

En exprimant que Ea rencontre a2 en un point, on a

P — + l)/2 — K-
Dans le second membre, on peut mettre fx en évidence et par 

conséquent, on a fx = 1 et

p = + 1 )(u -f 1) + t + u 4 2] + Ax[m(t + 1) + 1]
+ a[m(u -)- 1) + 1] + m.

On a donc la relation fonctionnelle

pr0 = pra + <*1 + Ai[px + 2p2 -f-... 4- tpt 4- (t i)r] + pi
+ pi + ••• + pt + t

+ [Ai {m{t + 1) + 1} + tri][a>i + 2o>2 + ... + uwu + (u -f- l)a2] 
4" [Al(< 4" 1) 4 1] [«^>x 4" ^>2 4- ••• 4" <*>u + aï\- 

On trouve de même la relation fonctionnelle 

pro = prx + [a {m(u + 1) + u + 1} + m][(t + 1 )ax + tpx
+ ••• + Pt]

+ [a(U + 1) + 1] (<Ti + Pl + ••• + Pt)
+ a[(u + 1)t -)- iua>i -f- ... -|- aiu]
+ T + uji -|- 4* ••• 4- 4- °ï<

exprimant que les courbes E, rencontrent la courbe a1 en un 
point.

38. Nous avons

m[(r — 1)« 4- 1] + « + /3Aj = p.
En remplaçant p par la valeur trouvée plus haut, on a

a\i[m(t 4- l)(u + 1) + t + u + 2] 4- Ax[m(< + 1) 4- 1]
4- am(u -(- 2 — r) = p\v
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On a donc nécessairement

u = r — 2

et par conséquent
p = -\- 1 )h + r — 1] + Ai[m(t + 1) + 1] + flA + w,
0 = «[(* + 1)A + r - 1] + m{t + 1) + 1,

en remarquant que
h = m(r — 1) + 1.

Observons que l’on a
A i = bh — nia 

et, en posant p = aa + b,

bh{t + 1) + b(r - 1) + 1 = a[m{t + 1) + 1], 

ou encore

b(r — 1 )[m(t + 1) + 1] 4- b(t + 1) + 1 = a[m(t + 1) + 1].

Il en résulte que b(t + 1) + 1 doit être divisible par m(t + 1) 
+ 1, ce qui permet de déterminer t. Observons d’ailleurs que de 
(r-l)b < a, on déduit m < b.

Traitons quelques exemples :
1) P = Qr) + 1, a = 3r) + 2, Ty étant choisi de manière que p 

soit premier.
On a « = 1, b = 3rj — 1. D’après la relation (2),

(r - 1) (3V - 1) < 3V + 2 < r(3v - 1),

on a r = 2. Ensuite, par la relation (4),

m(3rj + 2) < (m + 1) (3ry - 1),

on a m = t] - 1.
L’expression

b(t + 1) + 1 = {3r, - 1) {t + 1) + 1 
m(t + 1) + 1 (r) — 1) (t + 1) + 1

doit être un entier. On peut l’écrire sous la forme
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ce qui entraîne t = 0. On a alors /} == 217 + 1.
2) p = 677 + 5, a = 3ry + 4, 77 étant choisi de manière que p 

soit premier.
On a encore a = 1 et b = 3-q + 1. De la relation (2),

(r - 1) (3^7 + 1) < 3^7 + 4 < r(3r, + 1), 

on déduit r = 2. De la relation (4),

m(3r) + 4) < (m + 1) (377 + 1), 

on déduit m = 77.
(3?7 + 1) (t + 1) + 1 devant être divisible par ri[t + 1) + 1, 

on a t = 1 et fi = 4ij + 4.
3) p = 9t72 — 3ij + 1, a = 6?72 — 77 + 1, 7j étant choisi de 

telle sorte que p soit premier.
On a a — 1, b = 3rf — 2t], La relation (2) donne

(r — 1) (3t72 — 277) < 6rj2 — rj 4- 1 < r(3r)2 — 2r]), 

d’où r — 3. La relation (4) donne ensuite

m(6r)2 - 77 + 1) < {2m + 1) (3t72 - 2rj),
d’où m = 77 — 1.

La quantité
(3t72 — 2t7)(< + 1) + 1 o , A , ^ — (377 — 1)

(n - 1)(* + 1) + 1 “ + + (7, - 1)(* + 1) + 1 ’

doit être un entier, ce qui exige t = 3rj — 1.
On a alors /? = 9t72 — 677 + 3.

39. La singularité du point de diramation A' pour la surface 0 
est complètement déterminée par ce qui précède. Nous allons 
cependant reprendre l’étude des systèmes | C' |, C’ |, ...

Reprenons tout d’abord le système | C' | et cherchons à déter­
miner son degré effectif, c’est-à-dire le nombre de points absorbés 
par A dans l’intersection de deux courbes C' ; si x est ce nombre, 
le degré effectif de | | est np — x. Notons que x doit être mul­
tiple de p. Comme le point A' est multiple d’ordre A1-\- a -\- m 
pour la surface 0, on doit précisément avoir x = ^(À1 + a + m).

Rappelons que les courbes C' passent Ax + ^ fois par A, 
Ax fois par les y3 — 1 points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 73 — 1), ^ fois 
par les 6 — 1 points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 9 — 1), a + m (77 + 1)
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fois par le point (a, 8), a fois par les points (a, 9 1), (a,
a — 1), m (77 + 1) fois par 9t points infiniment voisins successifs 
de (a, 9), him fois par 92 points successifs des précédents, 
ht-1 m fois par 9t points infiniment voisins successifs, enfin 
htm = m fois par 9t+1 points faisant suite aux précédents et 
dont le dernier est Pi (n° 34).

Observons que l’on a

ht-\ht = 9t+1h2t, 
ht-vfat-i — Qfht-i d-

h\h2 = 92h2 "fi h2h2t 
hi(r] -)- 1) = 9Ji\ -f- h1h2,

[(r — 1 )a — 17 ](n + 1) = 8^-rj + l)2 + ^(17 + 1), 

d’où par addition,

[(r — 1 )a — + 1) = 9^-q + l)2 + 82h\ + + St+1h2t.

Il en résulte que les points infiniment voisins de (a, 9) apparte­
nant à toutes les courbes C'0 absorbent

(v + l)[(' - l)« — vl™2
points de l’intersection de deux de ces courbes.

Cela étant, on doit avoir

(Ai + Pi)2 + 03 — 1)Ai + (9 - 1 )fil + (a + mr) + m)2 
+ (a — 1 — 8) a2 + m2(r] + l)[(r — 1 )a — 17] = p{ Ax + a + m).

Cette relation se vérifie identiquement.
Si tt est le genre des sections hyperplanes de la surface <P, les 

courbes C0 ont le genre p(-n — 1) + 1. Supposons que lasingula-
1

rité des courbes C’ en A abaisse le genre de — X unités. Les

courbes r'0 ont le genre n — (X1 + a -f- m — 1) et dans la cor­
respondance entre une courbe P' et la courbe C' homologue, il y a 
Ai + a + m points de diramation ; la formule de Zeuthen donne

2p\rr — 1 — (Ax-\- a m — 1)] + (P — 1) (Ai + ® + m)
= 2p(r - 1) - X,

d’où

X = (A, + a + m) (p + 1) - 2p.
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Si i est la multiplicité pour les courbes C„ d’un point du do­
maine de A, on a

X = Si2 - Si.
Mais Si2 = p{Ax -)- a + ni), donc

Si = 2p — (Àj -f- a + m).

Observons que la somme des multiplicités des courbes C'0 au 
point A et soit aux points (1, 1), ..., (1, £ — 1), soit aux points 
(a, 1), (a, a — 1), vaut p. Donc

2 P — [K + Mi) + »»[0i(i7 + 1) + 02h2 + ... + 0(A*_1 + et+1]
= 2p — (Ax -f- a + m)

et enfin

m[8X{r] + 1) + 02^1 + 03^2 + ••• + 8 At-1 + 0<+i]
= fj-x — a — m = am (r — 1),

8i(v + 1) + 02^i + 83h2 -f ... -f 9tht-x 4- 0(+1 = a(r — 1).

40. Comme nous l’avons vu, les courbes C3 ont la multiplicité 
m — 1 au point Px et la multiplicité a aux points (a, a — 1), ..., 
(a, 0+1). Elles ont la multiplicité (m — 1) (r) + 1) aux points 
(a, 9, 1), ..., (a, 9, 9j), la multiplicité (m — 1) hx au point (a, 9, 
0t + 1), donc la multiplicité (m — 1) (77 + 1) + a au point 
(a, 9) et la multiplicité

[m 1) \(r — 1 )a + 1] + a = /x.|

au point (a, 0 — 1). On a donc fx2 > /x2.
Sur la surface &lt les courbes r"0 sont découpées par les hyper- 

plans passant par le point Ax commun aux courbes ax et r.
On peut avoir p2 > \x2 lorsque l’on a

À2 = 2Àj, fx2 — 2p.x.

Cela exige

2(AX + /xx) < À2 + p.2,

c’est-à-dire

[(m + 1) (r — 1) + 1 ]{a + b) < {m + 1) (a — 1), 

inégalité compatible avec les inégalités écrites plus haut.



Considérons la surface <P2 dont les sections hyperplanes sont les 
courbes F'f. Sur cette surface sont tracées : la courbe alt d’ordre 
Aj — 1 ; la droite plt rencontrant o1 en un point ; la droite pt, 
rencontrant p1 en un point (simple si t = 2, double si t > 2) ; la 
courbe t, d’ordre m — 1, rencontrant pt en un point ; la courbe 
tr2, d’ordre a, rencontrant t en un point.

Les courbes C" passent plus de /x2 fois par (a, 1), donc sur cha­
cune de ces courbes, le point A est l’origine d’une branche super­
linéaire passant par le point (a, 1) et par une suite de points 
fixes dont le dernier, Q1; est uni de première espèce pour l’involu- 
tion et simple pour les courbes C". Le domaine de Qx correspond 
à la droite p1.

De même, les courbes Cê passent par une suite de points fixes 
dont le dernier, Q(, est uni de première espèce et simple pour les 
courbes. Sur chaque courbe Cg, le point A est l’origine d’une 
branche superlinéaire passant par le point (1, 1) et par le point 
Q(. Le domaine de Qt correspond à la droite pt.

Si A2 = À', le point A est, sur chaque courbe C",
l’origine de deux branches superlinéaires passant par le point 
(1, 1) et par des suites de points fixes se terminant respective­
ment à des points Q1( Qt, unis de première espèce et simples pour 
les courbes. Les domaines de Qx, Qt correspondent respective­
ment aux droites px, p,.

Nous ne pousserons pas plus avant l’étude des systèmes | C"' |, 
... ; cette étude ne présente de difficulté qu’en vertu des nom­
breuses notations que l’on doit introduire. Dans chaque cas 
particulier, elle est simple.

41. Résumons les résultats obtenus.
En un point de diramation homologue d’un point uni de seconde 

espèce et deuxième catégorie, le cône tangent à la surface & se 
scinde en trois cônes rationnels (or), (r), (a2).

Si l’on pose
p = aa -f b, (b < a),

il existe un nombre r tel que l’on ait

(r — l)b < a < rb, (r — 1) (a + b) < a — 1, 

et un nombre m tel que l’on ait

ma < [m(r —■ 1) -f- l]b.
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Le cône (of) a l’ordre
Aj = m[(r — l)b — a] + b,

le cône (r), l’ordre m et le cône (of), l’ordre a.
Les cônes (of), (<t2) ne se rencontrent pas en dehors du sommet, 

mais rencontrent chacun le cône (r) suivant une droite, ces deux 
droites étant distinctes.

Le point infiniment voisin du point de diramation sur la droite 
commune aux cônes (of), (r), peut être double pour la surface et 
être équivalent à t courbes rationnelles de degré vitruel — 2, t 
étant l’entier tel que b(t + 1) + 1 soit divisible par m(t + 1) + 1. 
Le point infiniment voisin du point de diramation sur la droite 
commune aux cônes (r), (cr2) peut être double pour la surface et 
être dans ce cas équivalent à un ensemble de r — 2 courbes ration­
nelles de degré — 2.

La valeur de t peut s’obtenir par la relation

(t + 1 )[bm(r — 1) + b — ma) = a — 1 — b(r — 1).

Traitons rapidement un exemple : Supposons p = 211, a = 60.
On a a = 3, b =.31, r = 2, m = 1, t = 13. Ensuite, on a

Ai = 2, /X! = 7.

Le point de diramation A' est pour la surface <î> multiple d’ordre 
six, le cône tangent se décomposant en un cône rationnel du 
second ordre, un cône rationnel du troisième ordre n ayant 
aucune génératrice commune avec le précédent et un plan ren­
contrant chacun des deux cônes suivant une droite.

IV. Points unis de seconde espèce et de troisième

CATÉGORIE.

42. Si A est un point uni de seconde espèce et de troisième 
catégorie, on a

Ax + api = hap, fii + /&! = hpp,
ha et hp étant des entiers supérieurs à l’unité.

Considérons les courbes C’. Sur chacune de ces courbes, le 
point A est l’origine d’un certain nombre de branches ayant un 
certain nombre de points fixes (unis pour l’involution) en com­
mun. Nous supposerons précisément que sur les branches con-



tenant le point (1, 1), les derniers points fixes sont P1; P2,
P*, respectivement multiples d’ordres vlt v2, vk pour les courbes 
Cg ; ces points sont unis de première espèce pour l’involution I. 
Sur les branches contenant le point (a, 1), les derniers points 
fixes seront P(, P2, P,, unis de première espèce pour l’in volu­
tion I, respectivement multiples d’ordres v[, v'2t ..., v[ pour les 
courbes C'.

Sur la surface 01; dont les sections hyperplanes F'a corres­
pondent aux courbes C', aux domaines des points Px, P2, P*,
correspondent des courbes t1( t2, r;, et aux domaines des
points Pî, P2, P J, des courbes t(, r2, ..., r\. Aux courbes C1(
qui passent simplement par les points A, (1, 1), (1, /3 — 1),
correspondent des courbes F1 qui doivent rencontrer une des 
courbes rlt t2, rk en un point variable. Ce sera par exemple 
Tk et le point Pfc coïncide avec le point (1, /3 — 1).

De même, les courbes ra, homologues des courbes Ca, passant 
simplement par les points A, (a, 1), (a, a — 1), doivent ren­
contrer en un point variable l’une des courbes r{, r2, t[,
par exemple r[. Il en résulte que le point P'; coïncide avec le 
point (a, a — 1).

Soient \[ = vk la multiplicité du point (1, /S — 1) pour les 
courbes C’ et //] = v\ celle du point (a, a — 1) pour les mêmes 
courbes.

Désignons par Aï + xlt A( + x2, ..., A( + x^_2 les multiplicités 
des points (1, 1), (1, 2), ..., (1, £ — 2) pour les courbes C' et 
posons Ax = A( -+- xg. Les courbes Cx rencontrant les courbes 
C' en p points confondus en A, on a

0-2
Mi + PK + F Xi = p. 

o
Par conséquent,

A* = A(, m* = Mi + Z%i 
est une solution des congruences

A + a/u = 0, p + A = 0, (mod. p). (1)

Les courbes C* qui correspondent à cette solution passent A( 
fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, $ — 1). Il leur correspond 
sur des courbes r* découpées par des hyperplans ayant avec 
les courbes tx, t2, ..., rk^1, des contacts d’ordres v1 — 1, v2— 1 
..., Vfc-! — 1 respectivement.
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Envisageons les courbes C" ; elles passent A[ fois par le point 
(1, yS — 1) et comme A2 + /a2 > At -f yoq, il faut qu’elles passent 
une fois au moins par un des points P1( P2, Ps-1( par exemple
par Px. Reprenons le raisonnement fait à propos des points unis 
de la seconde catégorie. Les courbes auxquelles correspondent 
des courbes F'^ contenant t1 comme partie, doivent passer une 
fois de moins par un des points P2, P3, Pfc-i, par exemple 
par P2. La courbe r2 s’appuie donc en un point sur t1. De même, 
la courbe r3 doit s’appuyer en un point sur r2, ..., la courbe 
t£—j en un point sur ts_2.

Un raisonnement analogue montre que sur &lt la courbe r2 
s’appuie en un point sur r[, la courbe t3 en un point sur r2, ..., 
la courbe ren un point sur tj_2.

Notons que sur (Êq, les courbes F'„ sont découpées par les hyper- 
plans passant par un point commun aux courbes tv r[.

43. Nous pouvons former, comme dans le cas des points de 
la seconde catégorie, les premières solutions des congruences (1).

Posons
P — bifi + ai>

où ax est inférieur à /3. Pour que hp soit supérieur à l’unité, il 
doit exister un entier rx tel que

(rx — i)ax < j3 < r1al, (rx — 1) (ax + bx) < fi — 1.

Soit mj le plus grand entier satisfaisant à l’inégalité 

mjP < [mx(rx — 1) -\- 1 }ax.

Parmi les solutions des congruences (1), on a

K+1 = imi - *)[(yi — + 1] + K
Hi+1 = (mx - i)[{rx — 1K — P] + «i,

(i = 0, 1, 2, ..., mx).

En particulier, on a, pour i = 0,

Ai = m1[(r1 — i)bx + 1] + bv ^ = mx[(rx — 1 )ax — 0] + ax 

et par suite
hp = m1(r1 — 1) + 1,

Aj = bxhp + mlt /ix — axhp — mxf}.
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Posons de même

p a2a -f- b2,

où b2 < a. Pour que le nombre ha soit supérieur à l’unité, il doit 
exister un entier r2 tel que

(r2 — 1 )b2 < a < r2b2, (r2 — 1) (a2 + b2) < a — 1.

Soit alors m2 le plus grand entier tel que

m2a < \m2(r2 — 1) + 1 ]b2.

Parmi les solutions des congruences (1) se trouvent les solu­
tions

Ai+i = (m2 i) [(r2 1 )b2 — a) b2, fii+1
= {m2 - i) [{r2 — 1 )a2 + 1] + a2,

{i = 0, 1, 2, .... m2).
En particulier, on a, pour i — 0,

Ai = m2 [(iy2 — l)b2 — a] + b2, ^ = m2[(r2 — 1 )a2 + 1] + a2 
et par conséquent

K = m2(r2 — 1) -f 1,
Ai —■ b2pd iu2o., jLq === ci2ftd —j- yyi2.

44. Nous pouvons maintenant démontrer que l’on a k = l = 2. 
Tout d’abord, pour i = mlt on a

^mj+i = ^i> Mmj+i = ai>
d’où AJ = bv De même, pour i = m2, on a

An __ 7 n __m2+1 —• °2> Mnij+l —’ ai
et par suite /uj = a2.

Les courbes C'0 passent donc bl fois par le point (1, /3 — 1) 
et a2 fois par le point (a, a — 1).

Posons

J8 - 1 - (D - 1K = [K - l)6i + 1] + Vv

Les courbes qui correspondent à la solution \'m , fi’m (pour 
i = «1 - 1), passent r^[ax + bx) — fi -f- 1 fois par le point A, 
r1b1 + 1 fois par les points (1, 1), (1, 2), .... (1, 61 — 1), bx + rj1 
+ 1 fois par le point (1, dj), b1 fois par les points (1, d1 -f- 1),
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(1, /3 — 1). Elles passent en outre par une suite de points infini­
ment voisins successifs du point (1, 0X) dont le premier, (1, dt, 1), 
est multiple d’ordre ■q1 -f- 1 et le dernier, que nous désignerons 
par P, est simple pour les courbes. Les nombres (rx — 1) b1 — q1 
et 7]1 -j- 1 sont en effet premiers entre eux.

On en déduit que les courbes correspondant à la solution 
A<, /x' des congruences (1) passent ml — i fois par le point P. 
En particulier, les courbes C(, passent m1 fois par le point P. 
Celui-ci est un des points P1( P2, ..., Pt_j et les k — 2 autres 
points ne peuvent exister. On a donc k = 2 et sur la surface 
0lt au domaine du point Px, multiple d’ordre m1 pour les courbes 
C(, correspond une courbe rationnelle t1 d’ordre v± = mv

Posons maintenant

a — 1 [Y% 1)^2 = ^[(^2 1)®2 "P 1] H” rl2-
Les courbes qui correspondent à la solution A'„2, p4» (pour 

i — m2 — 1), passent r2(a2 + b2) — a -f- 1 fois par le point A, 
r2a2 -f 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 62 — 1), a2 + tj2 
+ 1 fois par le point (a, 92), a2 fois par les points (a, d2 + 1), ..., 
(a, a — 1) et en outre par une série de points infiniment voisins 
successifs du point (a, d2) dont le premier, (a, d2, 1) est multiple 
d’ordre t]2 + 1 pour les courbes et dont le dernier, qui sera 
désigné par P', est simple. En effet, les nombres (r2 — 1)«2 — r}2, 
t]2 + 1 sont premiers entre eux.

Les courbes qui correspondent à la solution A", p." passent 
m2 — i fois par P' et en particulier, les courbes C(, passent m2 
fois par P'. Il en résulte qu’il ne peut exister qu’un seul point 
P(, P2, ..., Pj_j et que ce point coïncide avec P'. On a donc 
l = 2.

Nous modifierons nos notations et désignerons dorénavant 
par P2 le point P' dont il vient d’être question. La courbe qui 
lui correspond sur la surface &1 sera désignée par r2 et son ordre 
est donc m2.

En un point de diramation correspondant à un point uni de 
seconde espèce et de la troisième catégorie, le cône tangent à la 
surface 0 se scinde en quatre cônes rationnels.

Le point A' est multiple d’ordre bl + + m2 -f- a2 pour la
surface 0.

De ce qui précède, on conclut que les courbes C' passent 

hp{al + b J — mx(/3 — 1) = ha(a2 + b2) — m2(a — 1)
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fois par le point A ;

bjha + m1 fois par les points (1, 1), (1, 0X — 1) ;
bx + m1(7]1 + 1) fois par le point (1, 9X) ; 
bx fois par les points (1, 9X + 1), (1, j8 — 1) ;
a2ha + m2 fois par les points (a, 1), (a, d2 — 1) ;
a2 -f- ^2(772 + 1) fois par le point (a, 92) ; 
a2 fois par les points (a, 02 -j- 1), (a, a — 1) ;
Wi(i)j + 1) fois parle point (1, 9X, 1), mx fois par le point Pt ; 
m2(-q2 + 1) fois Par le point (a, 92, 1), ...,m2 fois par le point P2.

45. Considérons les sections de la surface <PX par les hyperplans 
ayant en A[, avec la courbe r1( un contact d’ordre v, — 1 = mx 
— 1 et désignons par F(̂  ces sections. Il leur correspond sur 
F des courbes C® ne passant plus par P, et passant précisément 
b2 fois par les points (1, 1), (1, fi — 1). Envisageons ensuite
les courbes r® passant par un point de rx distinct de A{ ; elles 
comprennent ces courbes comme partie et les courbes F^ — tx 

rencontrent certainement rx en quelques points variables. Les 
courbes qui leur correspondent sur F passent donc par Px avec 
une certaine multiplicité et comme la multiplicité de ces courbes 
en A est supérieure à celle des courbes Ctf1, il faut que les courbes 
en question passent b2 — 1 fois par le point (1, fl — 1). On en 
conclut que sur la surface <P1, les courbes a, et rx se rencontrent 
en un point A{1.

On démontre de même que les courbes r2 et u2 se rencontrent 
en un point Aj2.

Les points A{, A^, A(2 peuvent être simples ou doubles pour 
la surface <PV Nous supposerons que :

Le point K'x est équivalent à un ensemble de i courbes ration­
nelles plt p2, ..., pt, de degré virtuel — 2 ;

Le point A^ est équivalent à un ensemble de ux courbes 
rationnelles cou, cox2, œ1Ui de degré virtuel —■ 2 ;

Le point A(2 est équivalent à un ensemble de u2 courbes ra­
tionnelles w2X, eu22, ..., oj2U i de degré virtuel — 2.

On aura alors la relation fonctionnelle

Fg = r'e + <7X + COn + OJ12 + ... + C0ltIi + Tj + px + p2 

+ ••• + Pt + r2 + W21 + ^22 + ••• + œ2u2 +
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On en conclut que les courbes a1, t1( t2, o2 ont respectivement 
les degrés virtuels

— (^1 + 1). — (mi + 2), — (tn2 + 2), — (a2 + 1).

Les courbes r’0 satisfont à la relation fonctionnelle

F'o =: ^~o + Pi + P2 + ••• + Pt-

Les courbes rencontrent la courbe en un point variable 
et donnant lieu à la relation fonctionnelle

PF 0 = Pl'l + + £gli<*>U + ll2Tl + ZgiPi + hiT2 +
£g2iOJ2i + ^21ct2 + A

A provenant de la présence d’autres points de diramation.
Considérons les intersections de Fx avec les courbes a, r, tu, p 

en commençant par <r2 ; nous trouvons, en faisant abstraction 
du facteur Z21, qui figure dans tous les seconds membres,

g'2ua = U2 + L •••. g21 — U2a2 + 1» ^22 = («2 + l)a2 + 1 J 
gt — \{U2 + 1)(W2 + 1) + f]®2 + m2 + L 
gi = [(«2 + 1 )(tm2 + 1) + 1]«2 + tm2 + 1,

^12 = \(U2 + 1) {(Z + 1)^*2 + 1 } 4" 1]<*2 + (Z + 1)WÎ2 + 1, •••

L’intersection avec cr1 donnera

P — {b î + l)^u — S'il
et on en déduira la valeur de p. Le second membre contiendra 
en facteur Z21, nécessairement égal à l’unité et on obtiendra ainsi

P = [M(mx + l)(w2 + 1) + (% + 1 )m1 + (u2 + \)m^a2bx 
+ [(% + 1)M -p m2\bx -p [(«2 -f- 1)M -p m1]a2 

+ {tw2 -|- 1)[(m2 -p l)^j + 1]<*2>
en posant

M = (t -p 1 )m1m2 -f mx + m2.

La considération des courbes ra, qui rencontrent o2 en un 
point variable, donne

p = [M (ux + 1)(m2 + 1) + (% + 1 )m1 + («2 + 1 )m2]a2b1 
■p [(% "b 1)M -p m2]b1 -p [(% + 1)M + tnx]a2 

~b [tmx + 1) [(wx + l)a2 + l]èj.
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On doit donc avoir

(tm1 + 1)[(mx + 1 )a2 + l]èx = (tm2 + 1 )[(w2 + l)èx + 1 ]«2- (I)
On remarquera en outre que p étant premier, a2 et b1 doivent 

être premiers entre eux.
De la relation (I), on déduit que, a2 doit diviser tm1 + 1 et 

blt tm2 + 1.

46. On peut arriver à d’autres relations entre les nombres 
introduits en observant que le point A absorbe p(a2 bx mx 
+ m2) des intersections de deux courbes Cg.

Remarquons tout d’abord que l’on a

Ax = — 1)6X + 1] + 6i = m2[(r2 — 1 )b2 — a] + b2< (2)
Mi = — l)«i — P] + “i = w2[(r2 — l)a2 + 1] + a2. (3)

Dans l’intersection de deux courbes Cg, les points (1, 1),
(1, /S — 1), (1, 91, 1), ..., Px absorbent

mx\m, { (rx - 1)6, + 1 } + 2èJ [fi - 1 - (rt - 1) («x + K)]
+ (p-m

points et les points (a, 1), ..., (a, a — 1), (aj02, 1), ..., P2,

m2[m2 {{r2 — 1 )a2 + 1} + 2aJ [a — 1 — (r2 — 1) (a2 + 62)]
+ (a - l)at

points.
En calculant le nombre de points absorbés en A dans l’inter­

section de deux courbes C„ en tenant compte des relations (1), (2) 
pour éliminer a et /?, on trouve

m1 [(rj — l)6j + l](ax — a2) + m2[(r2 — 1 )a2 + 1 ){b2 — bx]
+ u2{b2 — bx) + bx(ax — a2) = p(mx + w2),

c’est-à-dire
(«i - a2)\x + (b2 - bx)fix = p{mx + m2). (4)

De la relation (4), on peut déduire les valeurs de a, j3 en rem­
plaçant Ax par la seconde des valeurs (2) et fix par la seconde des 
valeurs (3), ce qui donne a, ou en remplaçant Àx, /ix par les pre­
mières des valeurs (2), (3), ce qui donne fi. On trouve ainsi

[axm2 + «2mj)a = \m2(r2 — 1) + 1 ]{axb2 — a2bx)
— (bxm2 + b2mx),
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et

(M*2 + h mjp = [m1(r1 — 1) + l]^, — a2bf)
— (axm2 + a2mx).

47. Il semble difficile d’obtenir des relations entre les nombres 
ult u2, t d’une part et les nombres rlt r2, mu m2 d’autre part. Les 
seconds se déterminent aisément lorsque l’on connait p, a et /3 ; 
les premiers devront être déterminés par l’analyse complète des 
singularités des courbes C„, C", ... au point A. Nous nous borne­
rons à l’énoncé suivant :

En un point de diramation d'un point uni de seconde espèce et de 
la troisième catégorie, le cône tangent à la surface 0 se scinde en 
quatre cônes rationnels (oq), (tx), (t2), (cr2).

Les nombres p et a étant donnés, on détermine le nombre fl compris 
entre 0 et p par la condition

a/3 — 1 = 0, (mod. p).
Si l’on pose

P = ai + bj/3, (aj < 0) ; p = a2a + b2, (b2 < a), 
il existe des nombres r1; r2 tels que

(ri - l)ax < P < (rx — 1) (ax + bx) < £ — 1 ;
(r2 — l)b2 < a < r2b2) (r2 — 1) (a2 + b2) < a — 1

et deux entiers nij, m2, les plus élevés possible, tels que

miP < [m^rj - 1) + l]alt 
m2a < [m2(r2 — 1) + l]b2.

Les courbes C'0 ont alors en A la multiplicité

mi[(ri — 1) (ai + bx) — ^ + 1] + ax + bx 
= ui2[(r2 — 1) (a2 + b2) — a + 1] + a2 + b2.

Les cônes (o-j) ; (rx) ont une génératrice commune et le point 
infiniment voisin de A' sur cette génératrice peut être double pour 
la surface et équivalent à une suite de courbes rationnelles de degré 
-2,

Les cônes (tj), (t2) ont une génératrice commune et le point infini­
ment voisin de A' sur cette génératrice peut être double pour la 
surface et équivalent à un ensemble de courbes rationnelles de degré 
- 2,



MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES 75

Les cônes (r2), (cr2) ont en commun une génératrice et le point 
infiniment voisin de A' sur celle-ci peut être double pour la surface 
et équivalent à un ensemble de courbes rationnelles de degré — 2.

Les cônes (ax) et (t2), (af) et (cr2), (rf) et (<r2) ne se rencontrent pas 
en dehors du sommet.

V. Relations entre les invariants des surfaces F et <P.

48. Désignons par | A | le système canonique de la surface O. 
On sait que les courbes canoniques d’une surface rencontrent 
en v — 2 points une courbe rationnelle de degré virtuel — v 
tracée sur la surface.

Cela étant, supposons que A' soit un point de diramation de 0 
homologue d’un point uni de seconde espèce et de la troisième 
catégorie. Il est équivalent à l’ensemble de courbes rationnelles

^1» wll> •••> Tl> Pl> ,,,J Pt> t2y ^21» •••> Ct,2w2> °r2*

Les courbes a1, t1, t2, o2 ont respectivement les degrés virtuels 
— (bx + 1), — (wij + 2), — (m2 + 2), — (a2 + 1), les autres 
ont le degré virtuel — 2. Par conséquent, seules les quatre pre­
mières courbes sont rencontrées par les courbes canoniques A, 
respectivement en bx — 1, mlt m2, a2 — 1 points.

Conservons les notations du paragraphe IV. Aux courbes A 
correspondent sur la surface F des courbes L' passant bx — 1 fois 
par le point (1, j8 — 1), mx fois par le point P1( m2 fois par le 
point P2 et a2 — 1 fois par le point (a, a — 1). Il en résulte que 
les courbes L' passent b2 — 1 fois par les points (1, /3 — 1), 
(1, £ - 2), ..., (1, 6X + 1), bx + m1{rll + 1) - 1 par le point
(1, 0i),

m1[{rl — 1 )bx + 1] + — 1 = Ai — 1

fois par les points (1, 6X — 1), (1, 9X — 2), ..., (1, 1), a2 — 1 fois
par les points (a, a — 1), (a, a — 2), ..., (a, d2 + 1), a2 + m2
(jrj2 + 1) — 1 fois par le point (a, 62),

m2[(r2 — 1 )a2 + 1] + a2 — 1 — — 1

fois par les points (a, 02 — 1), (a, 02 — 2), ..., (a, 1).
Par conséquent, les courbes L' passent Ax ^ — 2 fois par 

le point A.
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Nous désignerons par H le nombre des points d’intersection 
de deux courbes L' absorbés en A.

Si le point A' est l’homologue d’un point uni de seconde espèce 
et de deuxième catégorie, le même raisonnement peut être tenu ; 
il suffit d’ailleurs de supposer soit mx = 0, soit m2 = 0.

Si le point A' correspond à un point uni de seconde espèce et de 
la première catégorie, il suffira de supposer m1 = 0, m2 = 0.

Supposons enfin que le point A' soit l’homologue d’un point uni 
de première espèce ; il est équivalent à une courbe rationnelle 
de degré virtuel — p, rencontrée en p — 2 points par les courbes 
A. Les courbes L' passent donc p — 2 fois par le point A, avec des 
tangentes variables et on a H = (p — 2)2.

Si pw est le genre linéaire de la surface F et celui de la 
surface 0, en comparant les degrés des systèmes canoniques 
| A | de 0 et | L | de F, on a

pw _ 1 = p^w _ 1) + HU, (1)

la sommation étant étendue à tous les points de diramation de 0.

49. Soient I l’invariant de Zeuthen-Segre de F, F celui de 0. 
Nous allons établir la relation existant entre ces deux nombres.

Considérons un faisceau de sections hyperplanes F0 de 0 et 
soit 8 le nombre de courbes de ce faisceau qui ont un point 
double, c’est-à-dire le nombre d’hyperplans d’un faisceau tan­
gents à la surface 0.

Parmi les courbes jT0 du faisceau considéré, se trouve une 
courbe F0 passant par A', c’est-à-dire la courbe

■^0 + °1 + ^œli + T1 + £pi + T2 + Fw2i -f- 02.

Cette courbe possède

K - bi -(- -j- u2 -(— iq -{- t -f- 3

points doubles.
Si A[ correspond à un point uni de seconde espèce et de seconde 

catégorie, on calcule K de la même manière et on trouve

K = + fHi -|- -p u -f- t -|- 2.

Dans le cas où A( est l’homologue d’un point uni de première 
catégorie, on a

K — b1 a2 -fi t -|" 1.



Enfin, si Ai correspond à un point uni de première espèce, 
on a K = p.

On en conclut, n étant l’ordre de <P et tt le genre de ses sections 
hyperplanes ro,

I' = 8 + EK - n - 4tt, (2)

la sommation s’étendant à tous les points de diramation de <Ê.
Pour calculer I, on utilisera la méthode de C. Segre pour intro­

duire cet invariant.
Commençons par observer qu’à une courbe E0 possédant 

un point double correspond sur F une courbe C0 possédant p 
points doubles, par conséquent, dans un faisceau de courbes 
C0, il y a 8 courbes comptant pour p?> courbes ayant un point 
double. De plus, pour calculer I, il faut tenir compte des courbes 
C0 du faisceau passant par les points unis de l’involution.

Considérons un faisceau de courbes C0 et un faisceau j D | de 
courbes D quelconques et soit T la courbe lieu des points où 
une courbe C0 du faisceau touche une courbe D. M. Severi (x) 
a établi que l’on a (| L | étant le système canonique de F)

T = F + 2C0 + 2D

et par conséquent, si l’on désigne par C0(l l’adjoint à |C0|,

T = C0a + C„ + 2D.

On en conclut que la courbe T se comporte, en un point uni A 
comme une adjointe à C0 passant par ce point, c’est-à-dire comme 
une adjointe à une courbe C„-

Considérons, sur la courbe T, une branche d’origine A ; soit m 
le nombre des points d’intersection de cette branche avec les 
différentes branches d’origine A sur une courbe C,j. Sur la branche 
de la courbe T considérée, le point A compte pour m — 1 points 
de contact ordinaires des courbes C0, D. Faisons la somme des 
nombres obtenus pour les différentes branches d’origine A de la 
courbe T. On obtient ainsi le nombre K' exprimant que la courbe 
Cg du faisceau de courbes C0 équivaut à autant de courbes C0 
ayant un point double. On en conclut que l’invariant de Zeuthen- 
Segre I de F a pour valeur

MÉMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES 77

(!) F. Severi, Sérié, sistemi d’equivalenze et correspondenze algebriche suite 
varietà algebriche (Rome, éd. Cremonese, 1942). Voir p. 199 et suiv.



I = pB SK' — pn — 4/>7t -(-4p — 4, (3)

la sommation étant étendue à tous les points unis de l’involution. 
On observera en effet que | C01 est de degré pn et de genre p{ir — 1) 
+ 1-

Éliminons 8 entre les relations (2), (3) ; on obtient

I + 4 = p(l' + 4) - 27(K' - pK). (4)

50. Connaissant les relations entre les genres linéaires des 
surfaces F et 0, on peut trouver la relation que lie les genres 
arithmétiques de ces deux surfaces en utilisant la formule de 
Noether

P{1) + I = 12 pa + 9.

En désignant par pa le genre arithmétique de F et par p'a 
celui de <P, on trouve

12(Pa + 1) = 12p(p'a + 1) + 27(K' -PK + H). (5)

Une involution étant donnée et la structure de chacun de ses 
points unis et de chacun des points de diramation correspon­
dants étant connue, il sera facile de calculer l’apport K' — pK 
+ H de chacun de ces points dans la formule précédente.

Les relations (1), (4) et (5) auraient pu se déduire de formules 
très générales dues à M. Severi (*) et donnant les relations entre 
les invariants de deux surfaces liées par une correspondance 
algébrique à indices quelconques. Nous avons préféré reprendre 
le calcul dès le début.
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(*) F. Severi, Sulle relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie 
in corrispondenza algebrica (Rendiconti. Istituto Lombardo, 1903, pp. 495-511).
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