Académie royale de Belgique Koninklijke Belgische Academie

CLASSE DES SCIENCES KLASSE DER WETENSCHAPPEN
MEMOIRES VERHANDELINGEN
Collection in-8°. — Tome XXVII Verzameling in-8° — Boek XXVII
Fascicule 3. Aflevering 3.

MEMOIRE SUR LES

SURFACES MULTIPLES

LUCIEN GODEAUX

MEMBRE DE L’ACADEMIE

Exemplaire hors commerce

BRUXELLES BRUSSEL
PALAIS DES ACADEMIES PALEIS DER ACADEMIEN
Rue Ducale, i Hertogelijkestraat, i
1952

N» 1626.






AVANT - PROPOS

Le probléme que nous nous proposons de résoudre dans ce
mémoire est le suivant : Soit F une surface algébrique contenant
une involution cyclique lIp, d’ordre premier p, n'ayant qu'un
nombre fini de points unis. Construisons une surface O image de
I'involution, normale, telle gu'aux points unis de lv correspon-
dent des points de diramation isolés. Il s’agit de déterminer la
singularité de la surface O en un point de diramation, c’est-a-dire
ce que nous appelons la structure de ce point.

Soient A un point uni de I'involution la sur F et A' le point de
diramation correspondant sur O. Nous construisons sur F un
systeme |CO|, appartenant a l'involution 1" et aux courbes
duquel correspondent, sur O, les sections hyperplanes r,, de O.

Les points unis peuvent étre de deux espéces. Nous disons
que le point uni A est de premiére espéce lorsque dans le domaine
du premier ordre de ce point, la transformation birationnelle de
F en soi, génératrice de I'involution I,,, détermine l'identité. Il
est alors facile de prouver que le point de diramation A' est
multiple d’ordre p pour la surface O, le cne tangent en ce point
a la surface étant rationnel. Nous disons que le point uni A est de
seconde espéce lorsque, dans le domaine du premier ordre de A,
la transformation T détermine une involution d’ordre p. Celle-ci
présente alors deux éléments unis, c'est-a-dire qu'il existe, dans
le domaine du premier ordre de A, deux points unis, infiniment
voisins de A.

Pour étudier les points unis de seconde espéce, nous considérons
les courbes C0 passant par A, courbes que nous désignons par
Co. puis les courbes Cg assujetties a la seule condition de passer
par un point infiniment voisin de A qui ne soit pas uni pour
I'involution ; nous désignons ces courbes par 0, et ainsi de suite.
Nous formons ainsi une suite de systémes linéaires |C«|, |Cj|, ...,
dont les courbes ont en A des multiplicités croissantes et des
tangentes fixes, sauf le dernier systéme dont les courbes ont en A
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la multiplicité p et des tangentes variables. Les courbes de cha-
cun de ces systemes passent par certaines suites de points infini-
ment voisins successifs de A, unis de seconde espéce pour I'invo-
lution 1,,, sauf les derniers points de chaque suite qui sont unis de
premiere espece. La configuration formée par ces suites de points
est ce que nous appelons la structure du pointuni A. La déter-
mination de cette structure conduit a celle de la structure du
point de diramation A'.

Nous avons établi que le cone tangent a la surface O, en un
point de diramation qui correspond a un point uni de seconde
espece, se decompose en deux, trois ou quatre cones rationnels.
Précisons ce résultat.

Dans le faisceau des tangentes a la surface F en A, T détermine
une involution d’ordre p présentant deux éléments unis (passant
par les unis infiniment voisins de A). Rapportons le plan tan-
gent & F en A a un triangle de référence dont un sommet se
trouve en A, les deux cbtés passant par A étant précisément les
tangentes unies. T determine dans ce plan une homographie qui
peut se représenter par

Xg.Xi.X2==*0 "L+~

€ étant une racine primitive d’ordre p de I'unité. Cette homogra-
phie peut également étre représentée par

Xg ! X1\ X2 = X0 . 1)fiXn . V)X%

en posant rj = e°.

Les courbes Cd ont en A la multiplicité Ai + Al px tangentes
étant confondues avec la droite X2 = o, pt avec la droite x1 = o.
Xl et pi sont des entiers positifs tels que Ax + apx et pt + £AX
soient des multiples de p, Aj + px étant le plus petit possible. On a

Ax + apx = hap, Pi + PK — hé&p-

Lorsque ha = 1, hp = 1, le cone tangent en A" a la surface O
se scinde en deux coOnes rationnels. Lorsque lI'un des nombres
ha hp est égal a l'unité, I'autre étant supérieur, le cone tangent
a <P en A' se scinde en trois cones rationnels. Enfin, lorsque les
deux nombres, ha, hp sont supérieurs a ! unite, le cone tangent a
O en A' se scinde en quatre cOnes rationnels.

Dans les trois cas, la surface O peut posséder des suites de
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points doubles infiniment voisins successifs a A" dont le premier
se trouve sur une des droites communes & deux cones.

Nous terminons en établissant les relations qui lient les genres
linéaires, les genres arithmétiques et les invariants de Zeuthen-
Segre des surfaces F et <P.

Les premiéres recherches sur les involutions cycliques ne pré-
sentant qu’'un nombre fini de points unis, appartenant a une
surface algébrique, sont dues a F. Enriques et & M. F. Severi.
Ces géometres, dans le Mémoire qui recut le Prix Bordin en 1907,
ont considéré les involutions de ce type lorsque la surface F est
une surface de Jacobi (1). Plus tard, sur les conseils d’Enriques,
nous avons entrepris I’étude des involutions cycliques de genres
un (pa = P4 = 1) appartenant a une surface de genres un
(pa = P4 = 1). Nous avons considéré ensuite le cas ou I'involu-
tion est de bigenre un {pa = P3 = 0, P2 = 1), F étant de genres
un ou de bigenre un. Dans ces cas, la recherche est simplifiée
par le fait que la surface O ne peut posséder de points de multipli-
cité supérieure a deux.

Nous avons ensuite abordé le cas général en considérant en
premier lieu les involutions engendrées dans un plan par une
homographie cycliqgue non homologique, puis les involutions
appartenant a une surface algébrique quelconque.

Il résulte de nos recherches que la structure d’'un point uni ne
dépend pas de la nature de la surface F, mais bien des nombres
a, 3 introduits plus haut, et éventuellement, de la nature de la
surface O si la multiplicité des points singuliers de celle-ci est
limitée. On peut dire que toutes les structures possibles de points
unis, et par conséquent des points de diramation correspondants,
se rencontrent a propos des homographies cycliques non homo-
logiques du plan (sauf cependant les points unis de premiére es-
péce). Dans ce cas, on peut prendre pour systéeme | CO! le systéeme
des courbes d'ordre p, privé de points-base, appartenant a
I'involution engendrée par I’nomographie. L’analyse de la struc-
ture des points unis peut se faire en utilisant des transformations
quadratiques successives, mais on est ainsi conduit a des calculs
longs et fastidieux. C’est pourquoi nous avons préféré utiliser
une autre méthode : celle qui est développée dans ce mémoire.

O Pour la bibliographie, voir notre exposé cité en téte de la bibliographie
qui termine ce travail.
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Signalons, avant de terminer cet avant-propos, deux mémoires
consacrés au probléme qui nous occupe, I'un de M. S. Littey (),
l'autre de M. Dervvidué (2).

Nous avons d’autre part indiqué, a la fin de notre mémoire,
la liste de nos publications récentes sur la question traitée ici.

Liége, le 5 février 1952.

P) S. Lirney, On the isolated united points of a cyclic involution on an alge-
braic surface (Prooceedings of the London Mathematical Society, 1939, vol. 46,
pp. 312-360).

(2) L. Derwidue, Sur les points unis des involutions cycliques (Mémoires
de la Soc. roy. des Sciences de Liége, 1951, 4e série, t. XI, pp. 1-52).



SUR LES SURFACES MULTIPLES

I. Généralités.

1. Soit F une surface algébrique transformée en soi par une
transformation birationnelle T, cyclique de période p premier.
Cette transformation engendre, sur la surface, une involution
Ip, d'ordre p.

Nous ferons les hypothéses suivantes :

a) L’involution I,, ne possede qu’un nombre fini de points
unis ;

b) L’involution I,, est dépourvue de points fondamentaux,
c’est-a-dire qu’il n’existe aucun point de la surface appartenant
a ool groupes de I'involution.

Nous commencerons par construire un modéle projectif de la
surface F sur lequel I'involution 1,, est déterminée par une homo-
graphie de I'espace ambiant.

Soit | Dj | un systéme linéaire de courbes tracées sur F, simple,
dépourvu de points-base et au moins doublement infini. Les
transformations T, T2, ..., T>_1 font correspondre a ce systéme
des systémes |D2|, |D3|,..., |Dpj (qui peuvent coincider avec
| Dj | si ce systéme est transformé en soi par T). Le systeme linéaire
complet

IC| = |Dx + D2 + ... £ Dj|

est transformé en soi par T. Il en est de méme de ses multiples
et si |C| appartenait a I'involution \v, il est facile de voir que
I'on peut trouver un entier A assez grand pour que le systéme
complet |AC| n’appartienne pas a l'involution. Nous pouvons
donc supposer sans restriction que | C| n’appartient pas a I'invo-
lution.

Soit r la dimension de |C|. Rapportons projectivement les
courbes C aux hyperplans d'un espace linéaire Sr a r dimensions.
Comme d’apreés les hypothéses faites, | C | est simple, il correspond
a F une surface normale de S, birationnellement identique a F
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et que nous continuerons a désigner par F. Nous désignerons
également par C les sections hyperplanes de la surface F, qui
correspondent aux courbes C de la surface primitive.

A la transformation T correspond sur F de Sr une transforma-
tion qui échange entre elles les sections hyperplanes de la surface,
c'est-a-dire les hyperplans de Sr. Cette transformation est par
consequent déterminée sur F par une homographie de période p
de S, Nous continuerons a désigner par T cette homographie.

L’homographie T étant cyclique, est générale. On peut tou-
jours supposer sans restriction, quitte a remplacer |C| par un de
ses multiples convenablement choisi, que I'homographie T pos-
sede p axes ponctuels que nous désignerons par <0, oq, a2 ...,

Nous désignerons par Z'0, Elt Z2, ... Ep~1 les systéemes d’hyper-

plans de Sr passant respectivement par og, cr2, ..., op-It par
Moy A2y eee> par «t0, Cj, Cg, par (7q, (Tj,
Les hyperplans de £0, Ev Z2, ..., Ep* découpent sur F des
systémes linéaires partiels que nous désignerons par |C,,|, | Cx|,
|C2],..,, [C™X; ces systémes appartiennent & I'involution Ip.
Nous désignerons par r0, rv r2, ..., rv_1 les dimensions de ces
systemes ; ce sont les dimensions des espaces linéaires a0, og,
az ..., av-i. On a dailleurs

U+ + e +rv-l+p=r+1
La courbe réductible

L>i + D2 + ... + Op

est transformée en soi par T ; elle appartient donc a un des
systemes précédents, par exemple a |CO|. Puisque |Dx| est par
hypothése dépourvu de points-base, il en est de méme de |CO|.
Par conséquent, les axes og, 02, ..., ap_! de I’homographie T ne
rencontrent pas la surface F.

Il en résulte que les points unis de I'involution I,, appartien-
nent a I'axe al de T. Nous ferons I’hypothése que chacun de ces
points est simple pour la surface F et que le plan tangent a cette
surface au point considéré ne rencontre al qu’en ce point.2

2. Nous pouvons supposer que r0 est aussi grand qu’on le veut,
quitte a remplacer |C| par un de ses multiples d’ordre suffisam-
ment élevé. Rapportons projectivement les courbes C0 aux hyper-
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plans d’'un espace linéaire a r0 dimensions, ou encore, projetons
la surface F sur l'espace al a partir de I'espace linéaire de dimen-
sion minimum contenant clt u2, .... ov-v Nous obtenons, dans
0, une surface normale O, dont les points correspondent aux
groupes de !involution Ip de F. La surface O est une image de
I'involution v,

Aux courbes C0 correspondent les sections hyperplanes de O,
nous les désignerons par A- Nous désignerons de méme par
A» A. «» A-i les courbes qui correspondent sur O respective-
ment aux courbes CL; C2, ..., CB-.1 de F ; elles forment des systémes
complets |A], |r2], ..., | A-il-

Désignons par n I'ordre de la surface O et par v le genre de ses
sections hyperplanes A- Le systéme | C0| a le degré pn et puisque
| COl est dépourvu de points-base, |C| a le degré pn, c'est-a-dire
que la surface F est d'ordre pn.

Entre une courbe F0 et la courbe C0 homologue, nous avons
une correspondance (1, p) en général privée de points unis ;
par conséquent, la courbe C, est, d’aprés la formule de Zeuthen,
de genre p(ir — 1) + 1. Les courbes C ont le méme genre.

Les courbes A, A. »> A-i sont d’ordre n.

3. Soit A un point uni de I'involution Ip. Le plan tangent
e en ce point a la surface F est uni par I'homographie T et par
hypothese, il ne rencontre I'espace cr0 qu’'au seul point A ; il
doit donc s’appuyer suivant une droite sur I'un des espaces
ol( €12, ..., ou suivant des points sur deux de ces espaces.
Nous sommes donc conduit a classer les points unis de 1,, en
deux catégories :

Points unis de premiere espéce. — En un A de ces points unis,
le plan tangent £ a F coupe suivant une droite a un des axes
> 02 ..., de T. Cette homographie détermine dans £ une
homologie de centre A et d’axe a. Tous les points de F infiniment
voisins de A sont unis pour T et dans le domaine du premier
ordre de A sur F, cette homographie détermine I'identiteé.

Points unis de seconde espéce. — En un tel point uni A, le
plan tangent £ & F s’appuie en un point At sur un des axes alt
2, ..., ov~1 et en un point A2 sur un autre de ces axes. Dans £,
T détermine une homographie non homologique dont les points
unis sont A, Aj, A2
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Dans le domaine du premier ordre de A sur F, T détermine
une involution d’ordre p ayant deux points unis infiniment voi-
sins de A, I'un situé sur la droite AAL( l'autre sur la droite AA2

Nous allons établir que, quelle que soit I'espéce du point A, il
existe toujours un systéme linéaire appartenant a | CO! dont les cour-
bes ont, en A, un point multiple d’ordre p a tangentes variables.

Commencons par supposer que le point A soit uni de seconde
espece. Considérons les courbes Di passant par A et y touchant
la droite AAj. Les courbes qui leur correspondent dans |D2)],
D3|, .... |Dj,| passent par A et y touchent également la droite
AAV La somme de ces courbes est une courbe C, ayant en A
la multiplicité p et possédant, sur AAX, un point multiple d’ordre
p infiniment voisin de A.

En partant de AA2, on obtient de méme un second systéme de
courbes C) ayant la multiplicité p en A et un point multiple
d’ordre p infiniment voisin de A sur AA2

Les deux systémes linéaires de courbes C0 ainsi obtenus appar-
tiennent nécessairement & un systéme linéaire, compris dans
| COL, dont les courbes ont en A un point multiple d’ordre p a
tangentes variables.

Si le point A est uni de premiére espéce, il suffit de reprendre le
raisonnement précédent en remplacant les droites AAX, AA2 par
deux tangentes quelconques a F en A4

4. Soit A un point uni de premiere espece ; il lui correspond
sur O un point de diramation A' que nous dirons étre un point
de diramation de premiére espéce.

Les courbes C0 passant par A et que nous désignerons par Cé,
sont découpées sur F par les hyperplans de Ul passant par A et
par conséquent contenant le plan tangent £ & F en ce point.
Les courbes C, ont donc en A un point multiple d’ordre t supérieur
a l'unité et au plus égal a p d'aprés le théoréme précédent. Elles
ont de plus en A des tangentes variables. Le degré du systéeme
|C,|est pn — t2 et comme ce systéme appartient a l'involution 1,,,
ce degré doit étre multiple de p et on a nécessairement t — p.

Au systtme |CO|, de dimension r,, — 1, correspond sur O le
systéme des sections découpées par les hyperplans passant par
A' et que nous désignerons par \r'OL

Le systtme |[r'0| a le degré n — p, puisque |Cg| a le degré
pn — /> et par conséquent, le point A" est un multiple d’ordre p
pour la surface O.
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Considérons une courbe C0 et la courbe r'0 qui lui correspond.
A un point de I,, correspond un groupe de 1,, situé sur Cq. Lorsque
le point considéré tend vers A' sur r'lt le groupe correspondant
tend vers un point infiniment voisin de A compté p fois, situé
sur Cq. Il en résulte que la courbe r'0 a, en A', p tangentes dis-
tinctes en général et que le point A" est conique. De plus, le cone
tangent a O en A’ est rationnel puisque ses génératrices sont en
correspondance biunivoque avec les droites du faisceau des
tangentes a F en A.

Le point A" est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, a une courbe rationnelle irréductible y et on a

ro - + y-

Il en résulte que la courbe y a le degré virtuel — p.

A un point uni de premiére espece correspond sur O un point de
diramation multiple d’ordre p pour la surface, a cone tangent
rationnel. Ce point est équivalent a une courbe rationnelle irréducti-
ble de degré virtuel — p.

Le genre des courbes I'0 est égal a n —p - 1; celui des

courbes C0 est égal a p(ir— 1) f- 1 — - p(p — 1). Dans la cor-

respondance (1,p) entre une courbe r'l et la courbe C0 homo-
logue, il y a p points de diramation et la formule de Zeuthen
donne une Vvérification.

Remarquons que si P = 2, tous les points unis de I'involution
sont nécessairement de premiére espéce et les points de dirama-
tion de la surface O sont tous des points doubles coniques.

5. Avant d’aborder I'étude des points unis de seconde espéce,
nous attacherons, a chacun des axes de I’nomographie T, une
racine primitive d’ordre p de l'unité.

Rapportons I'espace S,, & une figure de référence dont les axes
0¢, o1 ..., OV-1 appartiennent aux faces. Soient alors

40), xi \ > < les coordonnées d’un point de a0,
X0\ Xi \ eee. i<r™ les coordonnées d’un point de al(*

=o' 1), x[p 1), ..., xffp I les coordonnées d’un point de
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de telle sorte que les nombres précédents soient les coordonnées
d'un point de l'espace Sr.

Si e est une racine primitive d'ordre p de I'unité convenable-
ment choisie, les équations de I'homographie T peuvent s’écrire

px7 = xff, (i—0,1, r0),
pxli)' = 6%v, (=01 I,

pxf-v = *=0 1 ..

en modifiant éventuellement la numérotation des espaces cr,
ap vee, O-»-l-

Aux axes <0, cg, u2,  a,-! de I'nomographie T sont ainsi
attachés respectivement les racines e° = 1, e, e2 de
I'unité.

6. Soit A un point uni de seconde espéce de l'involution I, ;
supposons que le plan tangent £ & F en ce point s’appuie en un
point A{ sur cg- et en un point A, sur c¢g. On peut d’ailleurs suppo-
ser, moyennant un changement de notation, que i — 1. En effet,
£ = el est une racine primitive d’ordre p de l'unité et il existe
un nombre a, compris entre 1 et p, tel que £a = eh Nous pouvons
alors changer la numérotation des espaces crl, a2, cv 1 et
supposer que $ s'appuie en un point Ax sur cq et en un point
Aa sur aa

Si nous rapportons le plan £ au triangle AA AU, T détermine
dans ce plan I’'homographie

Xo: x[:xa=x0: T £Xa,

les coordonnées étant choisies de telle sorte que les droites AA(
AAa aient respectivement pour équations xa = 0, xx = 0.

Les hyperplans de Ul contiennent les espaces ct,, 0a mais ne
contiennent pas al, par conséquent, ils coupent le plan £ suivant
la droite AAa et les courbes C2 passent simplement par A en y
touchant la droite AAa

De méme, les courbes Ca passent simplement par A en y tou-
chant la droite AAX

Désignons par Co les courbes C0 passant par A ; elles sont dé-
coupées par les hyperplans de Z0 passant par A et par cg, aa
Ces hyperplans contiennent donc le plan tangent £ a F en A
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et par conséquent les courbes C, ont en A une multiplicité au
moins égale a deux et en plus égale a p.

Envisageons le systéme complet |kC | ; il contient p systemes
linéaires appartenant & I'involution lv, nous les désignerons par
|(EC)O,  ("C)L|, |(£C),,_1|. Le premier contient par exemple
les courbes kCO0, le second les courbes CI  (k — 1)CO, le
dernier les courbes + (k — 1)C0, de telle sorte qu'a ces
systémes sont attachées les racines de l'unité e = 1, e,
ep_1.

Observons que les courbes de | (kC)0! passant par A ont en ce
point le méme comportement que les courbes C6, car parmi ces
courbes se trouvent les courbes C,, + (k — 1)C0.

Soient A, ji deux entiers positifs, satisfaisant & la congruence

A+ alx =0, (mod. p).

Il est toujours possible de trouver deux nombres A, Ix tels que
A -f- fi soit inférieure a p ; c'est ce que nous supposerons fait.

Considérons les courbes

ACj -j- juCcf

Puisqu’aux courbes Cj, Ca sont attachés les nombres e, e
aux courbes précédentes est attaché le nombre e>itail = 1. Ces
courbes appartiennent donc au systéme |[(A-j-/a)C],,| et on
en conclut que les courbes Co ont en A une multiplicité inférieure
ap7

7. Les courbes Cn ayant en A une multiplicité inférieure a p,
ne peuvent avoir une tangente variable en ce point, car T déter-
mine dans le domaine du premier ordre de A une involution
d’ordre p et les courbes Cj auraient en A au moins p tangentes
variables. Il en résulte que les tangentes aux courbes Cb en A
sont confondues avec les droites AAa, AAX Nous supposerons
précisement que les courbes C6 ont en A la multiplicité Ax -(- filt
tangentes étant confondues avec AAa et /il avec AAX

Désignons par Cd les courbes C,, assujetties a toucher en A une
tangente a F distincte de AAX, AAa. Ou bien les courbes Co ont
la multiplicité p et p tangentes variables en A, ou bien elles ont
en A la multiplicité A2 + fi2 < p, Al tangentes étant confondues
avec AAa et /x2 avec AAV

Dans ce dernier cas, appelons C* les courbes Co assujetties a
toucher en A une tangente & F distincte des droites AAIt AAa
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Ou bien les courbes C, ont la multiplicité p et p tangentes
variables en A, ou bien elles ont en ce point la multiplicité
A3 + 03 < P> et ainsi de suite.

Nous formons ainsi sur F une suite de systéemes linéaires

PGty 180Y. ey JSV), i1

dont chacun est compris dans les systemes précédents. Le der-
nier de ces systemes est formé de courbes ayant la multiplicité p
et p tangentes variables en A.
Pour i < v, les courbes ont la multiplicité A* -f- p, en A,
A, tangentes étant confondues avec AAa et p, avec AA].
Observons que l'on a

Al + <A < e <A fiv<p.

De plus, les systémes considérés ont respectivement les dimen-
sions r0—1, r0—2, ..., rf0—v, 10— {v+ 1)

Deux courbes Ctf\ C/ se rencontrent, en dehors de A, sui-
vant des groupes de I'involution |,,, par conséquent, le nombre
de points d’intersection de ces deux courbes absorbés en A est
multiple de p.

Une courbe Cx rencontre une courbe C#, en dehors de A, sui-
vant des groupes de I'involution I*, donc le nombre de points
d’intersection 0, de ces courbes absorbés en A est multiple de p.
D’autre part, les courbes Ofi+l) ayant en A une multiplicité
supérieure & celle des courbes C£°, on a 0, < 0l+1. En particulier,
on a (* <0, et 0,t1 = p, puisque les courbes C"tl) ont des
tangentes variables en A.

Nous avons donc

i<0j<Or<..<e<p

et les nombres 01 02, ..., 0, étant multiples de p, on a nécessaire-
ment

01:02:000:0y:P-

On peut faire un raisonnement analogue pour les courbes
Ca, donc

Les courbes CI{ Ca rencontrent chacune des courbes C0t Co, ...,
CM en p points absorbés en A.

8. Les courbes Cf> ont en A la multiplicité A- + /g, A, tan-
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gentes étant confondues avec AAa et fa- avec AAt Dans le do-
maine du point A, T détermine une involution d’ordre p; en
d’autres termes, dans le faisceau des tangentes a F en A, T déter-
mine une involution d’ordre p et les droites unies de cette involu-
tion sont AAt et AAa

D’autre part, au systéme |CO| est attaché le nombre ¢° = 1,
donc, lorsque I'on applique au monome x"x* I’homographie

X0 x[:xa=x0:ext: eaxa @)

induite par T dans le plan £ tangent en A a la surface F, il doit se
retrouver multiplié par e° = 1. On a donc

A + alxf =0, (mod. p).

Ainsi donc, les multiplicités A, lo- des courbes en A sont
données par les solutions de la congruence

A+ ap =0, (mod. p)

telles que A- -f x{ <p.
On peut déterminer le nombre v -f 1 des systémes |C| de
la maniére suivante :

Observons tout d’abord que p, premier, est impair puisque
pour p = 2, tous les points unis sont de premiére espece.

Supposons que la surface F soit précisément le plan £ et pre-
nons pour systéeme | C | le systeme des courbes planes d’'ordre p.

Le systéme |C\ a le degré /> et le genre l{p — Dp —2).

Envisageons une courbe C0, soit C0, ne passant par aucun des
points A, Al( Aa et soit rn une courbe représentant I'involution
d’ordre p engendrée sur C0 par I'hnomographie (1). Dans la série
compléte d’ordre p2 découpée sur C0 par les courbes C, série
certainement non spéciale, il y a p séries partielles composées
au moyen de l'involution engendrée par (1). Ces séries sont dé-
coupées par les courbes C0, CL; C2, ..., Ci)_1 A ces séries corres-
pondent sur la courbe ro des séries complétes, non spéciales,
d’'ordre p. Le genre de la courbe F0 est, d’aprés la formule de

14 Y 1 Yo - by
Zeuthen, egal a-z-(p — 1), donc les séries en questli)n ont, d'apres

le théoréme de Riemann-Roch, la dimension A—(p + 1)- Il en
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résulte que les systemes | Cx|, |C2|, ..., | x| ont la dimension
1 A
ZE-(/> + 1) et le systtme |CO| la dimension -2(/>-(-3).

Actuellement, le systéme |Cy+1>| est formé par les groupes de
P droites passant par A, formant des groupes de I'involution
déterminée par I'homographie (1) dans le faisceau de sommet A.
Ce systéeme |C£'+1)| a donc la dimension un. On a donc

ro-(v+ 1) ="Np+3) - (v+1) =1

d’ou I'on déduit p = 2v +- L.
Le nombre des solutions en nombres positifs de la congruence

A+ afi =0, (mod. p)

telles que A + /i < p est évidemment indépendant de la nature
de la surface F, donc le nombre des systémes

1% ICo] e, 10w, fOf+D)
1
est égal a “p + 1).

9. Transformons birationnellement F en une surface F' de
telle sorte qu'au point A corresponde sur F' une courbe excep-
tionnelle a'. A l'involution Ip correspond sur F' une involution
Ip d’'ordre p engendrée par une transformation cyclique T' de
F' en soi, homologue de T.

La courbe al est transformée en elle-méme par T' et sur cette
courbe, T' engendre une involution d’ordre p présentant deux
points unis AJ, AJ. Ces points sont les transformés des points
unis de I'involution Ip infiniment voisins de A ; ce sont des points
unis de l'involution Ip.

Les points AJ, AJ peuvent étre unis de premiére espéce pour
I'involution I'. Si par exemple Al est dans ce cas, nous dirons que
le point uni infiniment voisin de A qui lui correspond sur F est
uni de premiére espéce pour I'involution Ip.

Supposons que AJ soit uni de seconde espéce pour I'; nous
dirons alors que le point uni infiniment voisin de A qui lui cor-
respond sur F est uni de seconde espéce pour lv. Transformons
F' birationnellement en une surface F" de telle sorte qu'a Al
corresponde une courbe exceptionnelle a[. A linvolution Ip
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correspond une involution 1" qui possede deux points unis

u, Al2 sur ax

Suivant que par exemple est uni de premiére ou de seconde
espéce pour 1", nous dirons que le point qui lui correspond sur
F, dans le domaine du second ordre de A, est uni de premiere
ou de seconde espéce pour Tp. Et ainsi de suite.

On voit ainsi que le point A est, sur F, l'origine d’'une sorte
d'arbre

A

Am

Chaque nceud de cet arbre ou bien est un point uni de premiére
espéce, ou bien c’est un point uni de seconde espéce et il est alors
I'origine de deux rameaux qui portent chacun a leur tour un
second point uni de l'involution Ifl,

Notre but est de déterminer les nceuds de I'arbre par lesquels
passent les courbes C0, Cjj, ..., ; c'est ce que nous appelons
déterminer la structure du point uni A. En méme temps nous
déterminerons la structure du point de diramation A' de <®
homologue de A, c'est-a-dire la singularité de ce point pour la
surface <P et la configuration des courbes équivalentes, au point
de vue des transformations birationnelles, a cette singularité.
Ces courbes seront appelées les composantes du point singulier
A' pour la surface O.

Observons que si les courbes CM, par exemple, passent par
une suite de nceuds de I'arbre de A et que P est le dernier de ces
nceuds commun a toutes ces courbes sur un certain cheminement,
le point P est uni de premiére espéce pour I'involution 1ON
peut en effet, par une suite de transformations birationnelles
de la surface F, étre conduit & une surface F, birationnellement
identique a F, contenant une involution fP, transformée de Ij,,
sur laguelle le transformé P de P est un point propre. Le point P
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est uni pour et les transformées des courbes passent par P
avec des tangentes variables. Comme cette transformée de C{}
est transformée en elle-méme par la transformation T généra-
trice de fs, P doit étre un point uni de premiére espece pour I,,.
Par suite, P est un point uni de premiere espece pour lj,.

10. Parmi les solutions de la congruence
A+ aix =0, (mod. p)

pour lesquelles on a A + /x < p, se trouve la solution
A=p—a fi=1

car on a évidemment a > 1. Désignons par | Q* | le systéme cor-
respondant.

Les courbes Cy> ont en A la multiplicitét p —a -1, une
tangente coincidant avec OU! et p — a avec OOa. Ces courbes
sont rencontrées en p points confondus en A par les courbes Ca,
par conséquent, les courbes Oli] et Ca ont en commun une suite
de a — 1 points communs, infiniment voisins successifs de A,
qui restent fixes lorsque les courbes varient. Nous désignerons
ces points par la notation

@ 1), @ 2), ..., (@ a—2), (@ a— 1.

Ces points sont unis de seconde espéce pour l'involution 1,,,
sauf le dernier, qui est uni de premiére espéece. On le montrerait
en reprenant un raisonnement analogue a celui qui vient d’étre
fait.

Nous obtenons ainsi une branche de I'arbre d’origine A,
terminée par un point uni de premiére espece.

Observons que sur une courbe Cy, le point A est l'origine
d’une branche linéaire passant par les points de la suite qui vient
d’étre rencontrée. Pour cette raison, nous appellerons cette suite
de points infiniment voisins successifs de A une suite principale.

Observons encore que si I'on a

A + afi = p,

les courbes C,, correspondantes passent fi fois par tous les points
de la suite principale.

11. L’homographie (1) déterminée dans le plan tangent £ a
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F en A par T pourrait également étre représentée par les équa-
tions

Xq . Xi . Xa = Xq . Tj*Xi . TjXa,

en posant rj = ea. Le nombre fi est compris entre 0 et p et sa-
tisfait a la congruence

al3—1=0, (mod. p).
Les solutions A, p. de la congruence
Af-ax =0, (mod. p)
satisfont également a la congruence
Ix - BA =0, (mod. p)

Parmi ces solutions, se trouve A=1 p,=p—3 et les
courbes correspondantes, que nous désignerons par ont en A
la multiplicité p — fi -\- 1, une tangente coincidant avec AAa et
p — fi avec AAj. On en conclut que les courbes Cjf* et les courbes
Cx ont en commun une suite de fi — 1 points, infiniment voisins
successifs de A, que nous représenterons par

A1, @2, .., Afi—2),Qdfi— 1.

Ces points sont unis de seconde espéce pour l'involution 1,,,
sauf le dernier, qui est uni de premiére espéce. Ces points se
trouvent sur une branche linéaire d’origine A de chacune des
courbes C(J) et constituent la seconde suite principale de I'arbre
des points unis d’origine A.

Pour tout systéme de courbes |Cg | correspondant a des nom-
bres A, Ix tel que

H + BA = p,
les points de la seconde suite principale sont nécessairement
multiples d’ordre A12
12. Considérons le systéme |Cg|, correspondant a la solution
Al fiv On a
Ai + al = hap, [Xj + [3AL = hpp,

ha et hp étant des nombres entiers supérieurs ou égaux a l'unité.
Nous aurons a considérer trois cas et nous appellerons :
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Point uni de la premiére catégorie un point pour lequel ha=
hp=1;

Point uni de la seconde catégorie un point pour lequel un seul
des nombres ha, hp est égal a l'unité ;

Point uni de la troisieme catégorie un point pour lequel les
deux nombres ha, hp sont supérieurs a l'unité.

Observons que pour un point uni de la premiére catégorie,
les courbes C0t d’apres une observation faite plus haut, passent
ljil fois par chacun des points de la premiére suite principale
(@ 1), (& 2), ... (a, a— 1) et Al fois par chacun des points de
la deuxieme suite principale (1, 1), (1, 2), ..., (1, fi — 1). Au con-
traire, si ha > 1 par exemple, les courbes C6 passent par les
points (a, 1), (a, 2), ... (a, a— 1) avec des multiplicités qui
sont en géneéral inférieures a /xj.

Nous étudierons successivement les points des trois catégories,
mais auparavant, nous établirons les relations fonctionnelles
qui lient les courbes ro, PIt ..., Pp_l.

13. Considérons, dans le systéeme |C|, une courbe C( n'appar-
tenant a aucun des systemes |CO|, |Cx|, ..., L’homogra-
phie T et ses puissances lui font correspondre des courbes C<2,
C<3......C(p appartenant & |C|. Les groupes de I,, dont un point
appartient & C(L ont pour homologues sur O les points d’'une
courbe T de méme genre p(n — 1) + 1 que C(D

Soit P un point commun & C*) et a C<. L’homographie
T»-1 lui fait correspondre un point P' commun a C(p et a C(» qui
appartient au méme groupe de I,, que P. A ce groupe correspond
un point double de la courbe P.

De méme, un point commun aux courbes C(, C(3 appartient
a un groupe de I, qui a un point commun a C”-1) et Ob et
auquel correspond sur O un point double de la courbe P, et ainsi
de suite.

Comme le systéeme |C| a le degré pn, la courbe P est de genre
virtuel

pn—1 + 1+ 7~p{p—1D)n

et de degré virtuel
pn + p{p — 1)n = pn.
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La courbe C(1 varie dans un systeme linéaire, donc la courbe F
varie dans un systéme rationnel appartenant totalement a un
systéme linéaire | F| dont le genre et le degré sont égaux aux
genre et degré virtuels de la courbe F. D’ailleurs, a | F| corres-
pond sur F un systeme linéaire appartenant au systéeme [*>C|.

Dans le systeme | C |, faisons varier C(L d’'une maniére continue
en la faisant tendre vers une courbe C0. Les courbes C(2, C(®, ...,
C») tendent vers la méme courbe C0 et la courbe F tend vers la
courbe F0 homologue comptée p fois. On a donc

m = iKoi-

Faisons maintenant tendre la courbe C(1> dans |C|, d'une
maniére continue vers une courbe C{ (* =1, 2, ... p — 1). Les
courbes C<2, C(3), ..., Op) tendent également vers C, et la courbe
F tend vers la courbe Ft comptée p fois. Mais les courbes Cf
sont découpées sur F par les hyperplans de et ces hyperplans
contiennent cr0, donc les courbes CE passent par les points unis
de lj,. Par conséquent, les courbes F, passent par les points de
diramation de O et I'on a

\r\= \prt + at),

Ai étant une certaine combinaison des courbes auxquelles les
points de diramation de O sont équivalents au point de vue des
transformations birationnelles. On a donc les relations fonction-
nelles

pro=pri+ =pr\+al=..=pr-t--avyv

Il. Points unis de seconde espéce et de premiére
CATEGORIE.

14. Supposons que le point uni de seconde espéce soit de la
premiére catégorie. On a donc

Ai + alxx = p, (1 + £Ai = p.

Comme nous l'avons déja observé, les courbes C0 passent
At + fij* fois par O,  fois par chacun des points (a, 1), (a, 2), ...,
(a, a— 1) et Aj fois par chacun des points (1, 1), (1, 2), ...,
(M-1).
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Le nombre des points d’intersection de deux courbes Cq
absorbés en A est

(Aj + MI + (@ — 1) Mi + ifi — 1) Al = p[At + Mi)-

Désignons par LO les sections hyperplanes de O qui correspon-
dent aux courbes Cq ; leurs hyperplans passent par le point de
diramation A' homologue du point uni A. Il en résulte que A’
est multiple d’ordre Ax + Mi pour la surface O.

Projetons O du point A" sur un hyperplan de I'espace ambiant
ct) ne passant pas par A'; nous obtenons une surface O, d’ordre
n — (Ai + Mi) dont les sections hyperplanes sont les courbes Fa

Au domaine du point (1, 8 — 1), qui est multiple d’'ordre XI
pour les courbes C,, correspond sur Ot une courbe rationnelle
ai, d’ordre Ai et au domaine du point (a, a — 1), qui est multiple
d’ordre /q pour les courbes Cb correspond sur OX une courbe
rationnelle c¢r2, d’ordre /g. Le cone tangent & O en A' s'obtient
en projetant de ce point les courbes <q, a2

15. Envisageons maintenant les courbes C,. Elles ont en A
une multiplicité A2 + /x2 > At + Mi- Par conséquent, elles ne
peuvent plus passer Ax fois par le point (1, j§ — 1), car alors elles
passeraient au moins A, fois par les points (1, £ — 2), (1, 3 — 3),

(1, 1) et les courbes C2 rencontreraient les courbes CI' en plus
de p points confondus en A. Pour la méme raison, les courbes
Cq ne peuvent passer /q fois par le point (a, a — 1). 1) en résulte
que les courbes r,, qui correspondent sur (Pl aux courbes Cb,
sont découpeées sur cette surface par les hyperplans passant par
un point Aj commun aux courbes cg, 02

Comme nous l'avons remarqué, on peut supposer r0 aussi
grand que I'on veut. Les courbes cq, a2, qui sont assujetties a la
seule condition d’étre rationnelles et rencontrées l'une en Ax
points, l'autre en /q points par les hyperplans de I'espace a
r0 — 1 dimensions qui contient (Pl peuvent supposées étre
des courbes normales et par suite dépourvues de points multiples.
Le point Aj est donc simple pour ces courbes et les courbes Co
passent Ax — 1 fois par le point (1, 8 — 1) et /g — 1 f°is Par le
point (a, a — 1).

Mais le point Aj peut étre multiple pour la surface <Pl. Obser-
vons qu'il provient d’un point infiniment voisin de A" situé sur
une génératrice commune aux deux composantes du cone tan-
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gent & O en A'. Par conséquent, AJ est en plus double pour la
surface &v

Un point double pour une surface peut étre composé d'une
suite de points doubles biplanaires infiniment voisins successifs,
terminé soit par un point double biplanaire ordinaire, soit par
un point double conique. Dans le premier cas, il est équivalent
a une suite de courbes rationnelles de degré — 2, en nombre
pair ; dans le second cas, & une suite analogue de courbes en
nombre impair. Nous sommes donc conduit a supposer que le
point AJ est équivalent a une suite de t courbes rationnelles de
degré virtuel — 2,

Pi> P2> eee> Pt>

chacune de ces courbes rencontrant la précédente et la suivante
en un point, mais ne rencontrant pas les autres.

Sur la surface <P, le point de diramation A' est équivalent a la
suite de courbes

CTi> P1> Pi> eee> Ptt °2>

la courbe a, rencontrant pl en un point, mais ne rencontrant
pas les autres courbes et la courbe a2 rencontrant pt en un point,
mais ne rencontrant pas les autres courbes.
Observons que le systéme |Cll| étant unique par construction,
les courbes alt a2 de (Pl ne peuvent se rencontrer en dehors de AJ.
Cela étant, on a

T'a = -0 + °i + Pi + P-i + eee + Pt + °2>
Ul =U0 + °2+ 2(pl +p2 + ... +pt) + 2

On en conclut que al est de degré virtuel — (Ax + 1) et la
courbe <2 de degré virtuel — (xx + 1).

16. Les courbes Cx passent simplement par le point (1, /3 — 1),
par conséquent les courbes 7\, sur &u rencontrent en un point
la courbe ctx. D’autre part, on a

pri = prl + AiCTi + £iPi + "2P2 + & + Cpt + TP, +

A étant un terme qui provient des autres points de diramation de
la surface <P.

Exprimons que la courbe a2 ne rencontre que la courbe pt
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parmi les courbes figurant dans la relation précédente. Nous
avons
Cl — (Ml + Df. =0.
En exprimant que la courbe p, ne rencontre que pt-1 et 2, on a
Cf-1 — 26« + f, = 0.
On obtient de méme
Cl-. — =0,

Cl — 2£2 + £3 =0,
Cl—2Ca+c. =0
et enfin, en écrivant que o rencontre rr en un point
P— Ci("i + 1) +Pi —0.
De ces relations, on déduit
Ci = (pi + 1)C, Ci-i = (2ni + Df,, Ci-. = (3pi + 1)C,, ...
. £,= [(<- Dpx + I]f,, Cl = («*1 + 1)C,,
Ci = [(« + DMi + 1]C»
) = £2[AjPif + NMi + AL + MI].
Comme p est premier, on en déduit £2 = 1 et
P = AiMi« + MMi + Ax + Mi-
On a ensuite
a = Xjt -j- Ai f- 1,
@ — Pic + pi + 1.
La relation fonctionnelle liant -T0 et ri s’écrit
pro = pri + Pi[(« + DCTi + «Pi + (¢« — 1)é2 + oo +
2pi-l + pf] + «ll + Pi +P2 + ... + Pt + "2

Les courbes ra rencontrent la courbe a2 en un point et un
raisonnement analogue au précédent conduit a la relation fonc-

tionnelle
pro = pra + Ai[pi + 2p2 + ... -f (t — Dpi-i + «P( +
(t+ Let2] +CTli + pi +p2 + ... +Pt+ "2
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17. Dans les relations précédentes, t peut étre pair ou impair.
En mettant ce fait en évidence, on parvient au résultat suivant .

Le point de diramation A" de la surface O correspondant a un
point uni de seconde espéce et de la premiére catégorie de Vinvolution
l,,, est multiple d’'ordre Aj -f- fix pour la surface. Le cone tangent
en ce point & la surface se compose de deux cones rationnels I'un
d’ordre AL; l'autre d’ordre fit, ayant une seule génératrice commune.
Au point A’ est infiniment voisin un point double biplanaire suivi
d’un certain nombre de points doubles infiniment voisins successifs.

Cette suite se compose de k points doubles biplanaires dont le
dernier est ordinaire si

p = (2k -i- 1) Ajlij + Aj -fi nl
et on a alors
a= 2k + )AK+1 P=(2k+ 1K + 1,

Cette suite se compose de k points doubles biplanaires suivis
d'un point double conique si

p = (2k -j- 2)\lpl + Aj i
et on a alors
a= 2k +2A]+ 1, 8= (2k + 2K + I-

Si p=23, on a nécessairement a=2, 3=2, A= =1,
k = 0. Le point A" est double biplanaire ordinaire pour la sur-
face O.

Si p = 5, trois cas peuvent se présenter :

aa=2 p=3 k=0 A=1 Ixt=2 Le point A" est
triple pour la surface O, le céne tangent se décomposant en un
plan et un cone du second ordre coupant le plan suivant une
seule droite.

h)a—3, j8=2 k=0, Aj=2, jUy= 1 La singularité de
A' est la méme que dans le cas précédent.

()a=p=4 k=1 AA=2 =1 Lasurface O possede en
A' un point double biplanaire auquel est infiniment voisin un
point double biplanaire ordinaire.

Envisageons encore le cas a = /3, d’'ou Aj = fix. On ne peut
avoir

p=(2k - 2) AIAL+ A + jju
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car p serait divisible par 2. On a donc
p = (& + DAlpl + Aj + fxl = Aj[2E DAL + 2] = Aj(a -f- 1).

Comme p est premier et a supérieur a l'unité, ona A, = ™ = 1,
a=fi=p— 1 Le point A" est double biplanaire pour la sur-
face <P et celle-ci posséde k points doubles biplanaires dont le
dernier est ordinaire, infiniment voisins successifs de A'.

18. Nous nous occuperons maintenant de la structure du point
uni A et nous commencerons par examiner le cas ou a = fi;
comme nous venons de le voir, nous avons alors Ax = pj = 1,

a=fi=p—1 p =2k + 3.
Les solutions de la congruence
A (p— Dfi =0, (mod. p)
sont alors
A— =i (i=1 2 .. v

Les courbes  ont en A un point double et passent simple-
ment par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, p — 2) et (&, 1), (& 2), ...,
(@ p—2).

Les courbes C0 ont en A un point quadruple et ne peuvent
plus passer par les points (1,p — 2), (a, p — 2), puisque la somme
des multiplicités aux points de chaque suite principale est égale
anp.

Comme les courbes Cq ont deux de leurs tangentes en A con-
fondues avec AA! et avec AAa, elles passent au plus deux fois
par les premiers points de chacune des suites principales. Sup-
posons qu’elles passent deux fois par les points (1, 1), (1, 2), ...,
(1, x) et une fois par le point (1, x + 1). Nous devons avoir

4+2x+1=p=2k+3

d’'ot x = k — 1. Les courbes CO passent par un point infiniment
voisin du point simple (1, k), point que nous désignerons par
1, k 1)

De méme, les courbes C" passent deux fois par les points
@@ 1), (& 2), ..., (@, k — 1), une fois par le point (a, k) et une fois
par un point (a, k, 1) infiniment voisin du précédent.

Reprenons la surface <! et projetons-la du point A( sur un
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hyperplan de I'espace ambiant ; nous obtenons une surface
P2, d’ordre n — 4, sur laguelle apparaissent les droites plt p2k
images du domaine du premier ordre de Aj sur <5X Ces droites se
coupent en un point A2 double biplanaire pour <P si k > 1,
simple pour cette surface si k = 1. Aux courbes Cg correspondent
sur <P2 les sections hyperplanes Fg de cette surface. Les droites
plt pZ correspondent aux domaines des points (1, k, 1), (a, k, 1)
qui sont donc des points unis de premiére espéce de I'involution
l,.

Les courbes Cg ont un point sextuple en A, trois tangentes
étant confondues avec AAl et trois avec AAa dans I'hypothése
k > 1. Projetons la surface O2 de A2 sur un hyperplan de I'espace
ambiant ; nous obtenons une surface <3, d'ordre n — 6, dont les
sections hyperplanes ro" correspondent aux courbes Cg. Sur
cette surface apparaissent deux droites p2, p2r-i images du do-
maine du premier ordre de A2 sur O2 Ces droites se coupent en
un point A3 qui est double biplanaire ou simple pour la surface
<, suivant que k est supérieur ou égal a 2.

Les droites p2 sont les images de deux points Px, Pa
unis de premiere espece pour IP, situés dans le voisinage d’un
certain ordre de A, simple pour les courbes Co. On voit donc
gue sur chacune de ces courbes, le point A est l'origine de deux
branches superlinéaires I'une passant simplement par Px, I'autre
simplement par Pa

Cela étant, supposons que les courbes Cg passent trois fois
par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x) et y fois par le point
(1, x 1), y étant compris entre 0 et 3. Nous devons avoir

6 + 3x-fy = 2&-|-3;

nous avons deux hypothéses a faire :

k=23 + 1 Onaalors 3x +y —6rf — 1, dou x = 2rj — 1,
y = 2. Les courbes C,, passent trois fois par les points (1, 1),
1, 2), ..., (4, 2t — 1), deux fois par le point (1, 217), une fois par
un point uni de seconde espéce (1, 2t?, 1) infiniment voisin de
(1, 2rj) et une fois par un point uni de premiere espéce (1, 2r,
1,1), infiniment voisin de (1, 277, 1). Le point (1, 2tj, 1,1) coincide
avec le point que nous avions désigné par Px

k=3 2 On aalors 3x+y=6r)+1 y=1 x=2j
Les courbes Cé' passent trois fois par les points (1, 1), (1, 2), ...,
(1, 2t?), une fois par le point (1, 2t) + 1), une fois par deux points
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unis (1, 27 -f I» 1), @, 2n -f 1, 2) infiniment voisins successifs
de (1, 2rj -f 1), le premier uni de seconde espéce, le second uni de
premiére espéce et coincidant avec Px

L’hypothése k = 3" ne doit pas étre considérée car p serait
alors divisible par 3.

On arrive a des conclusions analogues pour I'autre branche des
courbes Cd.

Le raisonnement peut étre poursuivi si k > 2. Le point A est,
sur toute courbe C”, l'origine de deux branches superlinéaires.
Le dernier point commun & toutes les courbes Cjf* sur une de
ces branches est simple pour les courbes, uni de premiére espéce
pour |, et a son domaine correspond une des courbes pv p2, ...,
Pile-

En particulier, les courbes Cy) (y = k + 1) ont en A la multi-
plicité 2k + 2 et passent simplement par une premiére suite de
points infiniment voisins successifs (1, 1), (1, 1, 1), ..., @, 1, k)
unis de seconde espéce pour lIp sauf le dernier, qui est uni de
premiére espéce, et par une seconde suite de points infiniment
voisins successifs (a, 1), (a, 1, 1), (@, 1, k) unis de seconde
espéce pour 1P, sauf le dernier qui est uni de premiere espece.
Les domaines des points (1, 1, k), (a, 1, k) ont pour homologues
sur O les courbes rationnelles pk, pk+1.

Nous avons appelé les points A des points unis symétriques a
cause de la symétrie des comportements des branches des courbes
C,, Cp, ... par rapport aux deux suites principales.

19. Nous allons maintenant supposer a == fi et, pour préciser,
a <3, d'ou A, < pv Observons que Ai et p! doivent étre premiers
entre eux, car autrement p ne serait pas premier.

Rappelons que nous avons

p=(t-\- 1AjPj + Aj -fpl, a— (t-f DAI + 1,
P— + )Mi+ 1
Les solutions des congruences
A+ap. =0, p-FPA =0, (mod. p)
peuvent se mettre sous la forme
A=ma-)-n\%x p =npx—ni

ou, m, n sont des entiers positifs tels que
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m(a — 1) + n(Aj + IXi) <p.
Elles peuvent également se mettre sous la forme
A=n"\—m', p—mB3+ npl
en posant
m=—m, n =(-4 1)m--n.

Projetons la surface <Pl du point At sur un hyperplan de I’espace
ambiant et soit O, la surface obtenue.

Si t =0, il correspond sur O2 un domaine du point A( sur OX
une droite exceptionnelle, le point Aj étant simple pour <PV

Si t — 1, il correspond sur O2 au domaine du point A( de <Pl
une conique plt le point A( étant double conique pour <PV

Si t > 2, il correspond sur O2 au domaine du point A( de <P!
deux droites plt pt se coupant en un point A2 simple pour O? si
t = 2 et double si t > 2.

Aux courbes alt a2 correspondent sur O2 deux courbes que
nous continuerons a désigner par les mémes symboles et qui
sont respectivement d’ordres Aj — 1, px — 1. Dans le second cas
(t = 1), ces courbes s’appuyent sur la conique pu dans le troi-
sieme (t> 2), (j» rencontre pt et c¢t2 rencontre p, en un point.

Aux sections hyperplanes r,, de O2 correspondent sur F les
courbes Cq Le systeme |CjJ| correspond a la solution A2 /x
telle que A2 -f- p2 soit supérieur & At -(- p.It mais inférieur a toutes
les sommes A3 -f- p3, Av -(- pv provenant des autres solutions
des congruences

A+ap ~0, p+jA=0, (mod. p).
Cette solution A2, /x2 est soit
a+ A, px—1,
soit
2A1(  2MI,

La premiére se présente si > tXl: la seconde si plL < IXV

20. Considérons en premier lieu le cas t = 0. On a alors
p=AN+A+n o=A+1 B=pi+1

OnaA=a+A=2AH1 Ix=pi 1.
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Les courbes C0 passent 2AX -f- /i, fois par le point A etonten ce
point 2AX + 1 tangentes avec AAa et fil — 1 avec AAX Elles
passent en outre fir — 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ...,
(a a—1).

Les courbes C« passent X! — 1 fois par le point (1, 3 — 1)
et a la droite exceptionnelle qui correspond au domaine du point
Al sur 02, correspond le domaine d’un point P, uni de premiére
espece pour |,,, simple pour les courbes C,,. On en conclut que les
courbes C0 passent 2A2 -f- 1 fois par les points (1, 1), (1, 2), ...,
(1, x), y fois par le point (1, x -- 1) et A2 — 1 fois par les points
1, x 2, (4, 7 — 1), ou y est un nombre compris en Ax
et 2AX et pouvant étre égal a I'un de ces nombres.

En exprimant que les courbes C,, sont rencontrées en p points
confondus en A par les courbes CI( on trouve

A+ Dx +y=fj-i—1; (Al <y < 2A)).
Posons
Mi= 0" + 2) + A+ 1, (A < Ax - 2).

Si A> Ai—1lon posera Xx =6, y—h. Si A<Aj—1 on
prendra x =6— 1 et y = A + Ax -f- 2. Observons que I'on ne
peut avoir A=Ax — 1, car alors, on aurait p= (Ai + 2)(0AX -- 9
+ Ai) et p ne serait pas premier.

Les courbes Co passent par le point uni (1, a + 1, 1) avec une
multiplicité égale a y — Ax + 1. Elles passeront par les points
(1, x+ 1, 2). (1, x + 1, 3), ... de maniéere que la somme des mul-
tiplicités en ces points (1, x -f- 1,1), (1, x + 1, 2), ... soit égale a
2Aj —y - 1.

Nous allons montrer que les nombresy — Ax + 1, 2Al —y 1
sont premiers entre eux. En effet, s'ils avaient un facteur com-
mun, ce facteur diviserait Ax -)- 2 et y -f 3 ; par conséquent, il
diviserait également /™ -(- 2. Maison ap = (Aj + 2)(/lj + 1) —
(ii + 2) et p ne serait pas premier.

Cela étant, posons

A —y+1=0—Aj+ 1)+ hv

Les courbes C, passent y — Ax + 1 fois par les points (1, x +
1,1, 4 x+1 2, ., 0x+1 #) et A fois par (1, x - 1,
0! + 1), ces points étant unis pour lj,, de seconde espéce et étant
d’autre part infiniment voisins successifs du point (1, x 1)
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Posons ensuite
y — A4+ 1= 04q - 42

Les courbes Co passent hl fois par les points unis de seconde
espéce (1, x + I, 0t + I, 1), ... (1, x + i, d1+ I, 02) infiniment
voisins successifs du point (1, x + 1, 0X + 1) et h2 fois par le
point (1, a + 1, dl 4- 1, d2 + 1), infiniment voisin de (1, x + 1,

+ 1, #2)- Et ainsi de suite. Comme 2Af —y + L ety — Ax + 1
sont premiers entre eux, on parviendra finalement a un point
simple, uni de premiére espéce, commun a toutes les courbes Co.
Le domaine de ce point correspond au domaine du point A) sur
<Pl ou encore a la droite exceptionnelle qui représente ce domaine
sur 02

L’étude des courbes Cd', Cd4), ... se poursuivra de la méme ma-
niere, mais en laissant & Al( /xx des valeurs non spécifiées, on est
conduit rapidement & des notations compliquées. Il nous parait
plus utile de traiter un cas ou Ax, lu! ont des valeurs numériques.

21. Supposons At =2, it =3, dou p=11, a=3, 3 =4
Les solutions des congruences

A+3p 0 p+4A=0, (mod. 11).
sont x =2, px=3;, =5 pl=2;, =1 p3=7;M=28,
w1 A5=4, P5 = 6.

Les courbes Co passent cing fois par A, trois fois par les points
(a, 1), (a, 2) et deux fois par les points (1, 1), (1, 2), (1, 3). Nous
représenterons le schéma de leur comportement en A par

A5 (a, 1)3, (a, 2)3,

1, n2

(1. 2)3,

(1. 3)3,
en indiquant en exposant les multiplicités des points.

En appliquant la méthode précédente, on trouve que le com-
portement des courbes Co en A a pour schéma

Al (a 1)3 (a 2)3.

1, 13)3, (> 1.2)1, (1 i, i)if (i, D,

(1. 2)3,
(1, 3)3.
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La méme méthode, en intervertissant les roles des deux suites
principales, donne le comportement en A des courbes C,, par le
schéma

A8, (a2 (a, 2)>.

(1, bh (@1, Hh

1, 2)1, (a, 1, 2)1,

(1, 3L (a1, 3)1,

K 1, 4)i,

(a, 1, 5)i.

Pour les courbes C{4), on trouve le schéma
A9, (a, Di, (a, 2)i.

1, 1,32 (1, 1,22 (1, 1, D2 (1, D2
1 2"

(1,3)8.

et pour les courbes Cj»,

Al», (a, 1)1, (a, 2)0.
@ 1,31, (1, 1,2)1, (1,1, 11, (1,11, (a, 1,1)1,
(1,2)o, :
(1, 3)o. (a, 1, 5)i.

Sur la surface <PU les courbes alt a2 sont une conique et une
cubigue gauche se coupant en un point A( simple pour la surface.
Les courbes PO sont découpées par les hyperplans passant par
A(, les courbes Pn par les hyperplans passant par la tangente
a (tz en A(, les courbes Jj4), homologues des courbes C{4), par les
hyperplans tangents en A( aux courbes oflt a2, les courbes P(}5),
homologues des courbes C(5), par les hyperplans tangents a al et
osculateurs a a2 en A[.

Les courbes PO, Po4), Pbs) appartiennent totalement
au systeme | P0 |.

22. Nous allons maintenant étudier le cas t — 1, d’'ou

p = 2AUX!  Ax f- (ii, a — 2At + 1, fi = 2/rx-)-1
Les courbes C0 passent Ax -f jx! fois par A, fj! fois par chacun
des points (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1) et Ax fois par les points

@D, 1,.2),..., 1,0-1.
On a A? = 3Aj -f 1, p2 = fli — 1- Les courbes  passent donc
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3AX - /ij fois par A et /ij — 1 fois par chacun des points (a, 1),
(a 2), (a a—1).

Supposons qu’elles passent 3AX -f- 1 fois par les points (1, 1),
(1, 2), (1, x), y fois par le point (1 x + 1) et Aj — 1 fois par
les autres points (1, % + 2), (1, 3 — 1). Cela se justifie par
le fait que les courbes /10 sont découpées sur la surface <£, par les
hyperplans passant par A[ et que, d’autre part, sur la surface <2,
les courbes alt a2 sont d’ordres respectifs — 1, pl — 1 et quil
existe sur cette surface une conique p! rencontrant al et a? cha-
cune en un point. La conique p! représente le domaine de AJ sur
(&! et donc correspond au domaine d’un point P, uni de pre-
miére espéce pour I, commun a toutes les courbes Cll. Il en
résulte que sur chaque courbe C6, le point A est I'origine d’une
branche superlinéaire qui passe nécessairement par le point (1, 1)
et qui a le point P comme point double.

En exprimant que les courbes Cx rencontrent les courbes C'0
en p points confondus en A, on a

2a(al + 1) +y — 2px — (Xt + 1).
Posons
pi = 6(Aj + 1) + h, (h <A+ 1)
d’ou
XXl + 1) +y = (29 — 1)(A! + 1)h + 2h.
On ne peut avoir h = Al( car alors, on aurait
P = (A& + I)(2flAl + B + 2h,)
et p ne serait pas premier. Cela étant, on prendra
XxX=9—1 y=2h+A + 1

La branche superlinéaire dont il est question plus haut se
détachera de la suite principale au point (1, x + 1) et passera
par le point (1, v -f- 1,1) et par d’autres points infiniment voisins
du précédent. Nous devrons comparer les nombres

3A, + 1 —y = 2Al — h),

différence entre les multiplicités des points (1, x), (1, #+1)
pour les courbes CJJ, et

y— (Ax—1) = 2[h + 1),
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différence entre les multiplicités des points (1, x + 1) et (1,a + 2)
pour les mémes courbes.

Si les nombres Ax — h et h + 1 ont un facteur commun, ce
facteur divise aussi Aj + 1, donc également /q + 1. Or, on a

p=2A+Dpi+1)—A+1)—"i+1

et p ne serait pas premier. Il en résulte que les nombres 2(Aj — h)
et 2¢h 1) ont pour plus grand commun diviseur 2.
Posons
Al—h=@ih4" 1)

Les courbes Cé passent 2(h + 1) fois par les points unis (1,
x+ 1 1),.., (1, x+ 1, 0j) infiniment voisins successifs de
(1, * + 1) et 2/q fois par le point (1, X + 1, 91 + 1), infiniment
voisin de (1, x + 1, 0j). On posera ensuite

h 1= “b h?

et les courbes C2 passeront 2hx fois par les points (1, a + 1,
ol -j- Ijb; 1, x+ 1, + 1 02 infiniment voisins successifs
de (1, x + 1, 01 + 1) et 2h? fois par le point (1,a + 1, dl + 1,
d2 + 1), infiniment voisin de (1, x + 1, 91 + 1, d2). Et ainsi de
suite. On parviendra finalement au point P, double pour les
courbes Cé uni de premiere espece pour lj,.

On aura ensuite

A =5A3fi-pl, P3—Pi 2 si 3Ai<cnpi
ou
A3 = 2Ai, P3=2pi si 3Ai pi-

23. Envisageons la premiére hypothése. Les courbes Cg
passent 3Ai + pi fois par A, pj — 2 tangentes étant confondues
avec AAX et 3Aj + 2 avec AA,,. Elles passent px — 2 fois par cha-
cun des points (a, 1), (a, 2), ..., (&, a — 1). Sur la surface <P,
les courbes r'g sont découpées par les hyperplans passant par
un point de la courbe a2 Ce point ne peut appartenir a o (qui
ne rencontre pas a2 sur <P2), donc les courbes Cq passent Aj — 1
fois par le point (1, 3 — 1). Il en résulte que les courbes Cq ne
peuvent plus passer deux fois par P, car autrement les courbes
Cj rencontreraient les courbes Cg en plus de p points confondus
en A. Par suite, sur &2 les courbes r'g sont découpées par les
hyperplans passant par le point commun aux courbes 02 /q.
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Le point A est, sur chaque courbe C'0, I'origine d’une branche
superlinéaire passant par les points (1, 1), 1 x-f1,@x+
1 1), (1, x+1,  + 1), ... et aboutissant au point P, qui
est simple puisque les courbes ro' ne rencontrent plus la co-
nique pi qu’en un point. Les points (1, X + 2), (1, X + 3), ...
(1, fi — 1) étant multiples d’ordre Ax — 1 pour les courbes C3,
on pourra calculer la multiplicité pour ces courbes des points
(1, x - 1) et (1, x). Cela étant, il doit exister sur chaque courbe
C'd une branche superlinéaire d'origine A, passant par (1, 1),
quittant la suite principale en un des points (1, 1), (1, 2), ...,
(1, x), et aboutissant a un point P, uni de premiere espéce
pour 13, simple pour les courbes Cq, dont le domaine correspond
a celui du point commun a/q et a a2 sur la surface <P2

24. Envisageons ensuite la seconde hypothése . A3 = 2A],
P-3=2/q, 3A] > /q > A

Les courbes C& passant 2(AX + /q) fois par le point A, ne
peuvent plus passer /q — 1 fois par le point (a, a — 1) car autre-
ment Ca rencontreraient les courbes C4 en plus de p points
confondus en A. Il en résulte que sur la surface O2 les courbes
I'a sont découpées par les hyperplans passant par un point de la
courbe cr2 et que le point (a, a — 1) est multiple d’ordre q — 2
pour les courbes C#. De plus, le point par lequel passent les
hyperplans des courbes EI" ne peut appartenir & la courbe al
et les courbes Cq doivent passer Ax — 1 fois par le point (1,3 — 1).

Sur une courbe caq, le point A est l'origine d’une branche
superlinéaire qui doit passer par le point (a, 1) et par un point
P', uni de premiére espece pour Ip. Le domaine de ce point cor-
respond a celui du point commun aux courbes r'a sur 02 Nous
supposerons donc que les courbes Cq passent 2/q fois par les
points (a, 1), (a, 2), ..., (a, x'), y' fois par le point (a, x' -f 1),
Mi — 2 fois par les points (a, a' + 2), ..., (@, a— 1). En expri-
mant que les courbes C'0 sont coupées par les courbes Ca en p
points confondus en A, on a

AMi+2)+y =3AA—2, (lq—1<y <2q-—1).
Posons
3Aj — O'(Ni + 2) + h, [h < yj + 1)
Si h"=/q-f1 on prendra X' =6, / =jg— 1 On voit
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tout de suite que les courbes C, passent simplement par les

points (a 9"+ 1, 1), (a, 9 + 1, 2), (@ 9+ 1, Pi+ 1) ce

dernier étant uni de premiére espéce et coincidant avec P'.
On ne peut avoir h' = ftlt car alors

P={pi+2 (2% - d)

ne serait pas premier.
Si I'on a h' < PI, on prendra

X=6—1 y =ijuj+h

Les points (a, 9" — 1), (a, 9, (a, 9 + 1) sont alors respective-
ment multiples d’ordres 2[xl, + h', — 2. Le point (a, 9, 1)
sera multiple d'ordre h' + 2 et on pourra procéder comme on
I'a déja fait plus haut. Tout revient a chercher le plus grand
commun diviseur des nombres ™ — h' et h' + 2 ; ce plus grand
commun diviseur sera la multiplicité du point P' pour les courbes
Cq. Or, on a

p=(H+2 QA — 9"+ 1) — (h" + 2),

donc, p étant premier, /xt — h' et h' + 2 sont premiers entre eux
et le point P’ est simple pour les courbes C%.

Le point (1, 3 — 1) est, comme nous l'avons vu, multiple
d’ordre Ax — 1 pour les courbes C,,. Comme le domaine du point
commun a toutes les courbes K sur CP2 correspond a celui de
P', il faut nécessairement que les courbes Cg ne passent plus
gu’une fois par P (dont le domaine corréspond a PI). Par suite,
les courbes Lg sont découpées par <P2 Par “es hyperplans passant
par le point commun aux courbes a2 Pl, dont le domaine corres-
pond donc a celui de P'.

Les courbes C, passent 2A? fois par les points (1, 1), ...,
(1, 9-1), y! fois par le point (1, 9), Ax — 1 fois par les points
1,9+ 1), .. (18 —1). En exprimant que les courbes C? ren-
contrent les courbes C,, en p points confondus en A, on trouve
yt = Ai + h. Il en résulte que les courbes C" passent par chacun
des points (1, 0 + 1,1),..., P avec une multiplicité égale a la
moitié de celle des courbes C).

Observons que dans chacun des cas étudiés (3A2 <Pl ou
3Ai > fii), les courbes r,, appartiennent totalement au systeme

mi-
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25. Nous allons maintenant développer deux exemples. Pour
le premier, nous prendrons Al = 2, =7, d’'ou 3Ad < fiv Nous
avons alors

p=37, a=25 p=15
Le schéma du comportement des courbes CJ, en A est
A9 (a, 1), (a, 2)7, (a, 3)7, (a, 4)7,
1, N2

@ 2)2

(1,14)*.

Nous avons A2 =7, /2 =6 et d’apres la théorie que nous
avons développée plus haut, on trouve que le comportement des
courbes Cn au point A est caractérisé par le schéma

A (a, 1« (a, 2)8, (a, 3)9, (a, 4)9,
(M.
(1, 2, D2, (1, 2)5,
1, 2,1, D2 (1, 3)i,

(1,14)1.

On a ensuite A3 = 12, 3 =5 et, pour le comportement des
courbes C3 au point A, le schéma
Al7, (a, 1)5, (a, 2)5, (a, 3)5, (a,4)5,
a,uL,7),i..., (1,1, ni, 1,1)5,
1,2, bi, (1,2)2,
(1,2, 1, bi. (1,3)i,

@, 14)i.

Les valeurs de A4, sont A4 = 4, /x4 = 14. Le schéma du com-
portement des couches C|4) au point A est

A8, (& D7, (a 2)i, (@ 3\ (a 4«
1, hH*, (a, 1, 12
(1, 2, 11, (1, 2)5, (a, 1, 2)5,
@21 DL @3, @13 (@ 13 Di, @ 1, 3, 2)\

(1, 14)1.
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Sur la surface <P2, les courbes r”™\ homologues des courbes
C[4), sont découpées par les hyperplans touchant la courbe
ct2 au point de rencontre de celle-ci avec la conique pv Au do-
maine du point infiniment voisin de ce point sur ct2, correspond
le domaine du point (a, 1, 3, 2), uni de premiére espece pour 1*,

26. Le second exemple correspond aux valeurs Ax = 2, /x4 = 3
(3Aj > /uf). On a
p=il, a=5 0=7
Le comportement des courbes CJ, au point A a pour schéma
A5 (a, 1)* (& 2)3, (a 3)3 (a 4)3
, n2
d. 2y,

., 6y2.
On a A2 = 7, p2 = 2, donc pour les courbes C3, on a le schéma
A», (a, 1)2, (a, 2)2, (a, 3)2, (a, 4)2
(1. 1,22 (1, 1, D2 (1, 13
. 2\

d, 6)1

On a A3 = 4, I3 = 6, donc le comportement des courbes C"
au point A est fixé par le schéma

AL, (a, D* (a, 2)1, (a, 3)1, (a, 49h
(1, 1,21, (1, 1, 11, (1, D2 (a 1, D2, (a 1,1, 1)1,
1, 21, (a1, 1,1, DL

(1, 6)1

On a ensuite A4 = 1, p4 = 10. Il en résulte que les courbes C{4)
passent simplement par les points (1, 1), ..., (1, 6); elles ne
peuvent plus passer par le point (1, 1, 2) et par conséquent,
sur la surface <P, les courbes T™) ne rencontrent plus la conique
pd: ces courbes sont donc découpées par les hyperplans passant
par la tangente a pt au point de rencontre de cette conique avec
0-2. Il en résulte que les courbes C|4) passent une fois par le point
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(@, 4). On trouve facilement que le comportement des courbes
C(4) en A est fixé par le schéma

All, (a, D3 (a, 2)1, (a,3)1,(a, 4)L
1, Dy, @ 1, D2
i (@ 1, 2)

(1,6)h (@ 1, 3)2
(& 1, Hh (a, 1, 4, Di.

Au domaine du point infiniment voisin sur pl du point (plt cr2)
correspond le domaine du point (a, 1, 4, 1) sur F.

On a A5 = 12, x5 = 1. Les courbes Cjf* passent simplement
par les points (a, 1), ..., (a, 4) et ne peuvent plus passer par le
point (1, 6). On en conclut qu’aux courbes Cl5 correspondent
sur <P? les courbes r[p découpées par les hyperplans contenant

la conique pv Le comportement des courbes Cjj) au point A a
pour schéma

A3 (3 1)1, (a 2)i, (a 3)1, (a 4)h
(1,1,2* (1,1,1* (1,1
@, 2)°.

Les courbes ax, px (2 ont respectivement pour degrés virtuels
—3, —2, —4 etona

N ="+ °i 4Pl +°2
Fo = L0 4" °T + 2px + <12,
=nb + °T + fyi + 2
Les courbes r'd, appartiennent totalement au systéme

\n\.

27. Nous allons enfin supposer t > 2. Rappelons que nous
avons
p=( 1LApx+At-f-pxa=(t-FNHAi+ 1fi=1[t+ 1) +1

et que nous supposons a < fi, d'ou At < px
Les valeurs de A2 p? sont

A2 — 2Aj, p2 — 2tpr si px < fA],
et

al=a A pl—px—1 si juj=> t\lL
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Envisageons le premier cas. Projetons la surface 0, du point
A[ sur un hyperplan de I'espace ambiant. Aux courbes C(( cor-
respondent les sections hyperplanes de la surface O? ainsi obte-
nue et sur cette surface, les courbes a,, a2 sont respectivement
d’'ordre Ax — I, p, — 1. De plus, au domaine du point A( de <P,
correspondent deux droites plt pt Ces droites correspondent a
deux points unis P1( P, de premiére espece, du domaine de A et
les courbes C, passent Aj — 1 fois par le point (1, /? — 1) et
P! — 1 fois par le point (a, a — 1).

Supposons que les courbes C'a passent 2AX fois par les points
(1,1), (1, 2), ..., (1,x), y fois par le point (1, x + 1) et Ax—1 fois
par les points (1, X -j- 2). ..., (1, / — 1). En exprimant que les
courbes Cx coupent les courbes C6 en p points confondus en A,
on obtient

(Ai -(- DX -y — tp, — L.
Posons
tpi — 9(X, -)- 1) + h, (h < X))
et observons que I'on a
P=(K+i) (ex, + po + X, (h + i).

Si I'on avait h — Al p serait divisible par Ax - 1, ce qui est
impossible. On a donc h < At D’autre part, y doit étre compris
entre Aj — 1 et 2AX On doit donc avoir

X—9—1 y = A+ h
Au point (1, 9), multiple d’ordre y = Ax -f- h pour les courbes
Cq, est infiniment voisin un point (1, 9, 1), multiple d’ordre
y—(A —1)=h+1
Observons que la différence entre la multiplicité des points
(1,9 -1), (1, 9), soit
2AF — (Aj + h) = Aj—h
et le nombre h + 1 sont des nombres premiers entre eux, sans
quoi, p ne serait pas premier. En procédant comme il a été fait
plus haut, on voit qu’au point (1, 9, 1) font suite des points unis

(de seconde espece sauf le dernier) infiniment voisins successifs,
communs a toutes les courbes C* Le dernier point de la suite
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est simple pour les courbes et uni de premiére espece pour I, ;
c’est précisément le point Pj.
On trouve de méme qu’en posant

+ 1) + h'

les courbes C3 passent 2/iq fois par les points (a, 1), (a, 2), ....
(@ 9'— 1), pl + h' fois par le point (a, 9), et — 1 fois par
les points (og, 6" + 1), (a, a— 1). Ces courbes passent de
plus par un certain nombre de points fixes, infiniment voisins
successifs de (a, 9'), unis de seconde espece pour  sauf le dernier,
qui est uni de premiére espece et simple pour les courbes, coinci-
dant avec le point P*.
Cela étant, on peut avoir soit

A3 =3A), p3=3fii si 2pl < (t— DAL
soit
mM=a-fAi, 3=1g—1 si 2xj= {t — 1AX

Dans le premier cas, on trouvera, en répétant le raisonnement
précédent, que les courbes C3 passent simplement par deux
points unis de premiéere espéce P2, Pt I( dont les domaines cor-
respondent aux courbes p2, pt-v Nous reviendrons plus loin sur
ce cas.

Dans le second cas, les courbes C3 passent (t-f- 2)Aj -(- pt
fois par A et Mj — 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (8, a — 1) ;
elles ne peuvent donc plus passer par le point Pt Il en résulte
que sur la surface les courbes P0" homologues des courbes
C3, sont découpées par les hyperplans passant par un point de
la droite pt

Nous aurons a distinguer deux cas suivant que les courbes
CO passent Ax — 1 fois ou Ax — 2 fois par le point (1, fi — 1).
Dans le premier cas, les courbes C3 ne peuvent plus passer par
le point P3 car autrement elles seraient rencontrées en plus de p
points par les courbes Cx. Les courbes r'ff sont découpées sur
&2 Par les hyperplans passant par le point A3 commun aux
droites plt pt.

Si t = 2, il existe une suite de points unis appartenant aux
courbes C3 et précisement a une branche superlinéaire d’origine
A de chacune de ces courbes, terminée par un point P', uni de
premiére espéce pour 1", dont le domaine correspond a celui du
point A2 commun aux droites pl, pt sur <P2, point qui est simple
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pour cette surface. Cette suite de points est consécutive a un
point de la suite (1, 1), (1, 2), ..., (1, B3 —1).

Sit = 3, on a un résultat analogue, mais le point P' est double
pour les courbes Cy et son domaine correspond a la courbe p2

Soit t > 3, il existe, sur chaque courbe C,, deux branches
superlinéaires d’origine A, contenant le point (1, 1). Sur chacune
de ces branches, il y a un certain nombre de points unis de 1,
infiniment voisins successifs a un point de la suite (1, 1), (1, 2), ...,
(1, 8 — 1), appartenant a toutes les courbes Cq, le dernier
point de cette suite étant uni de premiére espéce et simple pour
les courbes. Les deux points unis de premiere espéce ainsi obte-
nus correspondent aux courbes p2, pt-i-

Supposons au contraire que le point (1, j3 — 1) soit multiple
d'ordre  — 2 pour les courbes C'0. Alors, les courbes P™
sont découpées, sur la surface 0.2, par les hyperplans passant
par un point de crl et par un point de pt. Pour respecter les nota-
tions introduites au début, nous supposerons que le point Pt
correspond a px et le point Pj a pt. Les courbes r,, passent alors
par le point Aja commun a pl et & alt point qui est simple pour
la surface.

Les courbes Co doivent passer une fois par le point Px et ces
courbes ont donc le méme comportement le long de la suite de
points (1, d, 1), ..., Px que les courbes Co- Il en résulte que les
courbes C,, passent Aj -f- h — 1 fois par le point (1, 8) et 2A, — 1
fois par le point (1, 6 — 1). Au domaine du point simple A[2
correspond le domaine du point P' proche de A. On est donc con-
duit a supposer que les courbes C, passent a + X! fois par les
points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x), y fois par le point (1, x + 1),
2Aj — 1 fois par les points (1, x + 2), ..., (1, d — 1), Aj+ h—1
fois par (1, d') et Ax — 2 fois par les points (1, 6" + 1), ..., (4,
3 — 1). Au point (1, x + 1) seront infiniment voisins successifs
des points (1, x + 1,1), ..., uni pour l,, appartenant a toutes les
courbes Cq. Le dernier sera le point P', uni de premiére espéce,
simple pour les courbes C6. On aura d’ailleurs

(A + 2)x +y — (t - 2)ij — (t — 2)AI — L,
W <y < (I + DA

La discussion se fera comme dans les cas précédents.
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28. Supposons que l'on ait > t\l et par suite
N=ad4A pl=M—1L

Les courbes Cd passent a + Ax +  — 1 fois Par A et fax — 1
fois par les points (a, 1), (a, 2), (a, a— 1). Elles passent
Aj — 2 fois par le point (1, j§ — 1). Ces courbes doivent passer
une fois par deux points Px, P( du domaine de A, dont les domai-
nes sont représentés par les droites plt pt de <P2. Sur une courbe
CO0, le point A est l'origine de deux branches superlinéaires dont
les premiers points sont communs a toutes les courbes Cé- Une
de ces branches passe par les points (1, 1), (1, *x) et par une
suite de points (1, xu 1), ... infiniment voisins successifs de (1, xx),
le dernier point de cette suite étant le point Px uni de premiére
espece pour |, L’autre branche passe par les points (1, 1), ...,
(1, x2) et par une suite de points (1, x2, 1), ... infiniment voisins
successifs de (1, x2), le dernier point de cette suite étant P,
uni de premiere espece.

On peut maintenant avoir soit

A3 = 2AX, p3 = 2/a sipl < (2/ + A,
M =2a+ M= (2 4&IA 2 pi=pi—2 sipl> (2 DA

Dans la premiére hypothése, on procédera comme au début
du paragraphe précédent et on trouvera que les courbes C,
passent 2(AX + /xx) fois par A, 2AX fois par les points (1, 1), (1, 2),
oy (1, d — 1), Ax -f h fois par le point (1, 6), Ax — 1 fois par les
points (1, 9 4- 1), ..., (1,3 — 1) et par une suite de points (1, 6, 1),
..., infiniment voisins successifs de (1, 9), suite se terminant
par un point P2, uni de premiere espéce pour l,, simple pour les
courbes C3, dont le domaine est représenté par la droite p2. On trou-
vera ensuite que les courbes C3 passant fAx — 1 fois par le point
(a, 1), a cause de ™ > t\It /xx — 1 fois par les points (a, 2), ...,
a(a — 1) et par une suite de points (a, 1, 1), ... infiniment voisins
successifs de (a, 1), suite se terminant par un point P, .x, uni de
premiere espéce pour lp, simple pour les courbes C0 dont le
domaine est représenté par la droite pf-v

Si 'on a A3 = (21 + J)AX 4- 2, N — 2, les courbes Co'
passent (21 -f- 3)AX 4- H1 fois par le point A et juj — 2 fois par
les points (a, 1), (a, 2), ..., (&, a — 1), donc les courbes sont

découpées sur la surface <P2 par les hyperplans passant par un
point de a2. D’autre part, les courbes Cé doivent passer Ax — 1



44 MEMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES

fois par (1, J — 1), car autrement les courbes alt a? auraient
un point commun sur 0., ; elles ne peuvent donc plus passer par
les deux points Pl Pt Les hyperplans des courbes P§' sur s=
doivent donc passer par le point commun a la courbe <2 et a la
droite pt, donc les courbes C3 passent par le point Pj mais non
par le point Pt

Au domaine du point commun & cr2, pt sur 02, point qui est
simple pour la surface, correspond sur F le domaine d’un point
PO, uni de premiere espece pour lj,, simple pour les courbes C,,
Sur chacune de ces courbes, il existe une branche superlinéaire
d’origine A, passant par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, x0) et par
une suite de points (1, x0, 1), unis pour l'involution, se ter-
minant au point PO,

La détermination des nombres xIt x2, x0 exige I'étude du
comportement au point A des courbes Cl4), Cl5), ... On devra
se rappeler que la différence entre les multiplicités des courbes
€6 (ou Co) aux points (1, xI — 1), (1, xx) et celle des multiplicités
des mémes courbes aux points (1, %), (1, xx -f- 1), doivent étre
des nombres premiers entre eux. Il en est de méme pour les points
(1,*2—1), (1, x2), (1, %2 + 1) et (1, x0 — 1), (1, x0) et (1, Xq +1).

29. Nous allons actuellement étudier deux exemples. Le pre-
mier est donné par

p=253 a=10, 3= 16, t =2, Xl = 3, = 5.
Nous avons
A2 = 6, =10; =13, p3=4; MM=2, pA=21; A5 =09,
p5 = 15.

Comme nous I'avons vu, les courbes Co passent 8 fois par le
point A, cing fois par les points (a, 1), (a, 2), .... (a, 9) et trois
fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 15). Le point A est multiple
d’ordre huit pour la surface O et si n est I'ordre de celle-ci, la
surface est d’ordre n — 8 et contient deux courbes ration-
nelles ul, d’ordre trois, a2, d'ordre cing, se coupant en un point
A), double biplanaire ordinaire pour la surface.

D’apres la théorie exposée plus haut, le schéma du comporte-
ment des courbes C" au point A est le suivant :
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AlS, (a, D5,
1, ne (a1 N
w20 125 (@2
(1.2,1, n1, (1, 3)2
(1,21, 2L @ 1 5
(1, 15)2
Au domaine du point (1, 2, 1, 3) correspond, sur la surface &2
la droite pl et au domaine du point (a, 1, 5), la droite p2 La sur-
face O? est d’ordre n — 10.
Le comportement des courbes C|, au point A est, d'aprés ce
gue nous avons vu, caractérisé par le schéma
Al7,(a,D4,...,(a, 9)4
1, 1, 1)* (1, D,
1,11 149,—1 1,11 D1 (1 1,1, DL (1, 2)2
(1. 3)1,

(1, 15)2

Le domaine du point (1, 1, 1, 1, 4) a pour homologue, sur O2,
le domaine du point A2 commun aplt p2, point simple de la surface.
Les courbes C() ont la multiplicité 23 en A et ne peuvent
plus passer que trois fois par (a, 9) ; leur comportement en A a
pour schéma
A2, (a, D6, (a, 2)3 ..., (&, 9)3
1, D2, (a 1, D3
1, 2)2, (av 1, 2)3

1, 152 (a 1, 5)3

Sur la surface 02 les courbes homologues des courbes
(<4), sont découpées par les hyperplans passant par la droite p2
Le schéma du comportement en A des courbes C(5) est
A2, (a, D6 (a, 2)3..... (a, 93

1, Dy,
(1,2, 2 (1,2)»,
(1,2, 1,1\ (1, 3)1,
@ 2 1 22

(1, 15)L
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Aux courbes Clg) correspondent sur la surface O2 les courbes
r” découpeées par les hyperplans passant par les droites p! et p2
On a ro=P0 oj-)-p-(-p2 42
r<, = F0 + al + 2(px + p2) -j- a2,
r0 =rl?2l + M + 2pj f- 3p2 + 02
r0l=n3 + + 3(px+p2 + a2
Les courbes P" appartiennent totalement au systéme |L['|.

30. Le second exemple est donné par

p=73, a=1., 0=22,t=2 A =3, ™~ =7,
On a

A =a+ Aj =13, p2= —1=6; AA=2Ai=6;

p3 = 2/ax = 14 ;
Al = 2a + Aj = 23, =pl—2=5; Ab=a+ 2A = 16,
P* = 2~ — 1 = 13,
AA=3Aj=9 fa=31U=21; A=A—-1=2
AT =P+ Ml = 3L

Les courbes C' passent dix fois par A, sept fois par les points
(@ 1), ..., (a, 9) et trois fois par les points (1, 1), ..., (1, 21). Le
point de diramation A' est multiple d’ordre dix pour la surface
0. Si n est I'ordre de celle-ci, la surface O! est d’ordre n — 10 et
contient deux courbes rationnelles ox, a2, d’ordres trois et sept,
se coupant en un point Ai double biplanaire ordinaire pour la
surface.

Les courbes C" passent 19 fois par A et six fois par les points
(@ 1),..., (& 9). Il y a deux branches superlinéaires d’origine A,
passant par (1, 1) et contenant I'une le point Pj représenté par
Pit I'autre le point P2 représenté par p2 Nous commencerons par
I’'examen du comportement des courbes C" au point A. On
trouve facilement que celui-ci a pour schéma

A2, (a, D1 (a, 2)5 ..., (a, 9)5
1D  @LI\N@L1LD* .., (1 1 D\
(1, 2)«,
(1, 3, 1)1, (1, 3)5,
1,3 1 Di, (1, 42
.3, 1,2)1.
(1, 21)2.
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Le domaine du point (1, 3, 1, 2) correspond a I'une des droites
Pl, p2 et les courbes C" doivent donc passer simplement par les
points (1, 3, 1), (1, 3, 1, 1) et (1, 3, 1, 2). On en déduit facilement
le schéma du comportement en A des courbes C", & savoir

A« (a, DS, (a, 9)6.
(1.1, 6)i,...f (1, 1, DL, (1,2)7,
d. 2y,
(1.3, D1, (1, 3)5
(1,3, 1, bi, (1,4)2,
(1.3, I,2)i.
Q. 2152

Sur la surface 02, d'ordre n — 12, se trouvent tracées la co-
nique olt deux droites px p2 et une courbe cr2 d’ordre six. La droite
(0j correspond au domaine du point (1, 3, 1, 2) et la droite p2 a
celui du point (1, 1, 6). Les courbes T" sont découpées sur O2
par les hyperplans passent par le point A2 commun a p? et a
ot2, car les courbes C" ne passent plus par le point (1, 1, 6) et
n’'ont plus que la multiplicité 5 au point (a, 21). Le domaine du
point (a, 1, 1, 7) correspond a celui du point A2 sur la surface
<P2, point simple pour cette surface.

Le comportement des courbes Ci4 en A a pour schéma

A, (a, D5, ..., (a, 9)5
1, 1,6)3 .... (14, 1, D3, (1,1)2,
. 2y,

. 2152

Aux courbes C[4) correspondent sur <P2 les sections r”\ par les
hyperplans passant par la droite p2
Les schémas des comportements en A des courbes Cjf*, Cl6),
(<P sont les suivants : Pour les courbes C(5),
A28, (a, 1)i2, (&> 2)4, ..., (a, 9)4
@,16)2, ..., (1,1, 12 @4 @1, 11 (11 1)h-, (a,117)1.
(1, 2)2,

., 212
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Pour les courbes C[f),
A3, (a, D1L, (a, 2)4, ..., (a, 9)4

@, 1,61 (L10D3@aD3 (@D
@, 22 (a1 2)3 (& 1,2 D3 (a1 2 2%
: (@ 1,2,2,1)1,

(1, 21)2 (a 1,2,2,2)i.
Pour les courbes Gj),
A3l (a, D10, (a, 2)4, ..., (a, 9)4

1, N2, (a, 1,1)«,
i (a, 1,2)6,
(1, 21)2 (a, 1,3)*,

@, 1,4)i, @>1j4, 1)4, ..., (a 1,4, 5)i.

Sur la surface <P2, aux courbes Cl) correspondent les sections
par les hyperplans passant par p2 ces courbes passent par

le point A22. Aux courbes C*p et Cl7) correspondent sur &2 les
courbes r[*\ P-7' découpées par des hyperplans passant égale-
ment par la droite p2; les courbes Pjf) touchent la droite p?
au point A2 et les courbes Pj,7) osculent cette droite au méme

point.
Nous avons
N0 =po + ci + Pl +Pi +
P0 = P() + (11 + 2(pi + p2) + ff2.
= P4 +ci + 2px + 3p2 w2

Fa

Les courbes P” appartiennent totalement au systéeme |P"|
et les courbes PJ5* P)-6’, Pyl au systéme |P,4)|.

31. Pour terminer I'étude des points unis de seconde espéce
de la premiere catégorie, nous considérerons le cas ou l'on a
(i— Dpi < (t—i-f2AL

pour i =2, 3, ... 2 <t +3).
Pour toutes les valeurs possibles de i, nous avons alors

f(Ax  fij) <a Ax-ffxt—1
et par conséquent
Ai = ixj, P- = v
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Il en résulte que les courbes C® passent At — 1 fois par le
point (1, /8 — 1) et /xj — 1 fois par le point (a, a — 1).
Supposons que les courbes Cpassent fAx fois par les points
1, 1), (1, x), y fois par le point (1, * + 1) et A;-! fois par les
points (1, x + 2), (1, 7 — 1). En exprimant que les courbes
sont rencontrées en p points réunis en A par les courbes Cl(
on a

[ = DA+ 1x + y={t — i +2)* — (i — JAX — 1.
On posera
(t —* + 2)xj = et[(i = DAX + 1] + hit \hi < (i = DAL+1],
et en remarquant que I'on a
P = (Mi+ Mi)C» — DAr + 1] + MK + 1).

on verra que ht doit étre inférieur a (i — 1)AX. On est conduit &
poser

Xx=6t 1 y — Aj -] ht

La différence entre les multiplicités des courbes C(} aux points
(4, di — 1), (1, 6t) et celle entre les multiplicités des mémes
courbes aux points (1, 6{), (1, d{ + 1) sont des nombres premiers
entre eux. Par conséquent, les courbes C> ont en commun un
certain nombre de points unis (1, 0 1), infiniment voisins
successifs de (1, 0,), situés sur une branche superlinéaire d’origine
A, se terminant par un point Pf simple pour les courbes et uni
de premiére espéce pour l'involution I,,.

De méme, si I'on pose

(<-* + DAL= O[( — DMI + 1] + K,

les courbes passent ifil fois par les points (a, 1), ...
(@, 00— 1), (i' + h\ fois par le point (a, 0%, ~™~ —1 fois par les
points (a, 0" + 1), ..., (@, a— 1) et par une suite de points
(a, 0~ 1), ... infiniment voisins successifs de (a, of), situés sur une
branche superlinéaire d'origine A, se terminant par un point P<
simple pour les courbes et uni de premiere espéce pour I'involu-
tion 1],

Retournons a la surface On obtient <»? en projetant O! du
point Aj commun aux courbes <, 02 sur un hyperplan. Les droites
Pu pt tracées sur <2 se coupent en un point Pj et on obtient >3
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en projetant <P2 de A2 sur un hyperplan. En continuant de la
sorte, on obtient une suite des surfaces <P1, <P2t s> dont les
sections hyperplanes sont respectivement les courbes -T1,
r™\ ..., r®, ... qui correspondent aux courbes Cjl* Cj2), ...,
CN, ... Sur la surface <Pt se trouvent deux droites p”, pt-i+2
qui représentent les domaines respectivement des points P-, P'.

Supposons t — 2k ; les développements précédent sont va-
lables pour i < k + 1 et la derniére surface obtenue <Pk+l con-
tient deux droites pk, pk+2 se coupant en un point A*+1 simple pour
la surface.

Considérons les courbes C*+2). On a

a-FA +/Mi—1<(k+ A +mo

et par suite
Afct2 = a + > Mtz = Mi 1
Les courbes C<f+> passent (2k + 2)AX + Mi fois par A, —1
fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (&, a — 1). Si nous posons

(2k + 1K = [(2k + L)AX + 2]6 +h,

on voit, en raisonnant comme précédemment, que les courbes
passent (2k + 2) + 1 fois par les points (1, 1), ..., (1, 9 — 1),
Ax + h + 1 fois par le point (1, 9), — 1 fois par les points
(1, 6 + 1), ..., (1, 7 — 1). Les différences entre les multiplicités
des points (1, 9 — 1), (1, 9) et entre les multiplicités des points
(1, 9) et (1, 9 + 1) sont respectivement

(2k -]- DAj — h), h + 2.

Si ces nombres n’étaient pas premiers entre eux, il en serait de
mémes des nombres (2k + 1) A&x 2 et h + 2. Comme on peut
écrire

(2k + L)(mx — A0 = [(2k + DAX + 2]J(0 — 1) + h + 2,

un facteur commun a (2k + 1) Ax + 2 et a h + 2 devrait diviser
Mi — 'C et comme on peut écrire

p = [(2k + 1)AX + 2]pl -f- Aj — Mi,

p ne serait pas premier. Il en résulte que les courbes C{f+)
ont en commun une suite de points (1, 9, 1), ..., infiniment
voisins successifs de (1, 9) situés sur une branche superlinéaire
d’origine A, dont le dernier Point P est uni de premiére espece.
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pour 1,, et simple pour les courbes. Le domaine du point P cor-
respond a celui du point simple A*+1 de <Pk+l sur cette surface.

Supposons maintenant t = 2k -(- 1. Le point A*+l est double
conique pour la surface <Pk+l. En répétant le raisonnement pré-
cédent, on est conduit a poser

(k £ DA — [& + DAL F 1A £ h

et les courbes Cjit2) passent (2k + 3)At + 1 fois par les points
(1, 1), ..., (1, 9— 1), A&x + 2h + 1 fois par (1, 9), Ax — 1 fois par
(1, 9+ 1), ..., (4, B—1). Les nombres (k -f )Aj —heth 1
sont premiers entre eux et les différences entre les multiplicités
des courbes aux points (1, 9—1), (1, 9) d’'une part, aux points
(1, 9), (1, 9 -f 1) d’autre part, c’est-a-dire les nombres

2(k + At — 2h, 2h + 2

ont pour facteur commun 2. Les courbes Ci+2> passent par une
suite de points (1, 9, 1), ... infiniment voisins successifs de (1, 9),
situés sur une branche superlinéaire, se terminant par un point P,
double pour les courbes, uni de premiére espéce pour 1%, Sur la
surface (Pk.x se trouvent tracées les droites pk, pk+2 et le domaine
du point P correspond au domaine pk+l du point A*+1,

Ill. Points unis de seconde espéce et de seconde

CATEGORIE.

32. Supposons que A soit un point uni de seconde espéce et
de la seconde catégorie et que nous ayons précisément

A+ apj = hp, Ixj + £Al = p,

h étant supérieur & l'unité et AL pk étant la solution des con-
gruences

A+ ap. =0, p+ A =0, (mod. p) (1)

telle que Ar -|- pk soit minimum.

Les courbes C0 passent Ax +  fois par le point A et X! fois
par les £ — 1 points (1, 1), (1, 2), ..., (1, fi — 1). Nous allons
montrer que les courbes C' passent un certain nombre de fois
par le point (a, a — 1).
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Sur les courbes C', le point A est l'origine d’un certain nombre
de branches passant par le point (a, 1) et comprenant des suites
de points infiniment voisins successifs du précédent, mais de
seconde espece pour I'involution, chaque suite se terminant par
un point uni de premiére espéce. Soient PIf P2, Pft ces points
et vx, v2, vk leurs multiplicités pour les courbes C,.

Considérons la surface <x dont les sections hyperplanes T
correspondent aux courbes C'. Au domaine du point (1, 3 — 1)
correspond une courbe rationnelle al d’ordre Ax : aux domaines
des points Pl P2, Pk correspondent des courbes rl( t» rk,
rationnelles, d’ordres respectifs vx, v2, ...,vk

Aux courbes Ca, qui passent simplement par les points A,
(@, 1), ..., (8, a— 1), correspondent sur <Pl des courbes ra qui doi-
vent rencontrer une des courbes tx, r2 ..., rk, par exemple rk
en un point variable. 1l en résulte que le point P*, coincide avec
le point (a, a — 1). Les courbes C' passent donc par ce point.
Elles y passent dailleurs avec une multiplicité pi = vk inférieure
a px car les courbes Ca coupent les courbes C0 en p points
confondus en A.

Pour conserver les notations antérieures, nous désignerons
par a2 = Tk la courbe qui correspond, sur <fx, au domaine du
point (a, a — 1). Cette courbe est rationnelle et d’ordre pi < px

Posons pi = pi + x0 et soient pi + xIt pi + x2, ..., px +
Xa-z les multiplicités des points (a, 1), (a, 2), ..., (8 a—2)
pour les courbes Cj. On a

a—2

Ai i 27 Xi =
i + api + t:6 i=p,
donc
A*:Ai+*§0xu p* = pi

est une solution des congruences (1). Les courbes C* qui cor-
respondent a cette solution passent A* + p* fois par A et p* = pi
fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (@, a — 1) ; elles ne passent
donc plus par les points Px, P2 .... Pf--X )

Aux courbes C* correspondent sur la surface <EX des courbes
r* découpées par des hyperplans rencontrant les courbes tx
2, ..., T(x en des points fixes. Les points de rencontre avec rx
par exemple ne peuvent étre distincts, car les courbes C* ne
peuvent passer par des points fixes situés dans le domaine du
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premier ordre de Px. Par conséquent, les hyperplans qui décou-
pent sur &! les courbes r* ont un contact d’ordre  — 1 en un
point avec la courbe rl( un contact d’ordre v2 — 1 en un point
avec la courbe r2, un contact d’ordre vk-x — 1 en un point
avec la courbe Tk-X.

La surface O, s’obtient en projetant la surface O du point de
diramation A" homologue du point A sur un hyperplan de I'espace
ambiant. Il en résulte que le cone tangent a O en A' est le cone
projetant de ce point I'ensemble des courbes alt rl, r2, ..., rk-x,
ot ; le point A" est donc multiple d’ordre

Ax + Pl 4+ vi + v2 + eee + vk-|

pour la surface O.

33. Considérons les systemes linéaires de courbes |C"|, |[C™" |, ...
compris entre |C'| et |C* |. Aux courbes de ces systémes corres-

pondent sur O, des courbes P", P™, ... dont chacune est un
cas particulier des précédentes ; il en résulte que les courbes
P", P™, ... rencontrent la courbe a? en pi points variables,

c'est-a-dire que les courbes C", C*, ... passent toutes pi fois
par le point (a, a — 1).

Fixons en particulier I'attention sur les courbes C". Les courbes
P" qui leur correspondent sur Ox sont découpées par les hyper-
plans passant par un point Ai de la surface. Les courbes C0
passant A2 + p2 > Ax + Fi fois Par A, ne peuvent plus passer
gue Aj — 1 fois par le point (1, 3 — 1) et par conséquent, le point
Ai appartient a la courbe al. Pour la méme raison, les courbes
Ci ne peuvent plus passer que p.i -j- vx + V2 + ... + Vk-x — 1
fois par I'ensemble des points (a, a — 1), PIf P2 ..., Pl i. Et
comme elles passent p-i fois par (a, a — 1), elles passent une fois
de moins que les courbes CJ, par un des points PY P2, ..., Ps_i,
par exemple par le point Px Le point Ai est donc situé sur la
courbe tx

Parmi les systemes |C" |, |0*1], .... |C*|se trouve un systéme
soit |Cl@*| tel que les courbes homologues r® sont découpées
sur Oj par les hyperplans ayant un contact d’ordre vx — 1 avec
tx en Ai. Ces courbes rencontrent les courbes r2, t3, ...,
Tf_x respectivement v2, v3, ..., vk-x points variables. Désignons
par £+ les hyperplans contenant les courbes r*K

Les hyperplans ™ passant par un point de rx distinct de Ai
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contiennent cette courbe et découpent, sur &It un systéme
linéaire de courbes dont la dimension est inférieure d’une unité
a celle de \T™\, cest donc le systeme r{i+l]j Les courbes
ry+l) rencontrent la courbe tl en un certain nombre de points
variables et par conséquent les courbes C{<+l) passent un certain
nombre de fois par le point Pj. Mais alors, comme la multiplicité
de A pour les courbes ($+1) est supérieure a celle du méme
point pour les courbes C#, il faut que les courbes CE+l) passent
par un des points P2, P3, Pj.~ avec une multiplicité inférieure
d’une unité a celle des courbes Cjj0 au méme point. Supposons,
pour fixer les idées, que les courbes passent avec la multi-
plicité v2 — 1 par le point P2

Les hyperplans contenant la courbe  découpent sur (P! les
courbes ne rencontrant plus la courbe r2 quen v2 —1
points, par conséquent la courbe r2 doit s’appuyer en un point
A42 sur la courbe rv

Les hyperplans passant par la courbe rx et ayant un contact
dordre v2 — 1 en A[2 avec la courbe 2 découpent sur des
courbes auxquelles correspondent sur F des courbes ne passant
plus par P2 Les hyperplans contenant les courbes tv t2 ne
peuvent plus rencontrer une des courbes r3, rd+l ..., rk-It par
exemple r3, qu'en v3 — 1 points. La courbe r3 s’appuie donc en
un point sur r2. Et ainsi de suite, la courbe r4 s’appuie en un
point sur t3, ..., la courbe Tk-X en un point sur rk-x

Nous allons voir d’ailleurs que I'on a k = 2.

34. Nous allons maintenant former des solutions des congruen-
ces (1).
Posons
p—ao b

ou b est inférieur & a. Une solution des congruences (1) est donnée
par A = b, fi = a. D’autres solutions sont données parA = b -\- a,

p=a—1; A=6&—2a p=a—2,;.. (a condition naturel-
lement que ces nombres soient compris entre o et p). D’autres
solutions seront A = 26, p = 2a; A =3b, p = 3a; ... Il est clair

gue pour qu’il existe une solution Al pt telle que I'on ait
Ai ‘- Pi <a b,

il doit exister un entier positif r tel que
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(r—16 <a<rh 2
On a alors la solution
A=rb—a NKk=ra+1

et pour que la somme A + yu. soit inférieure a a + b, on doit avoir

r—1 (@b <a—1 )
Soit m le plus grand entier positif tel que I'on ait
ma < \m{r — 1) -f 1]b. (4)

Les congruences (1) admettent les solutions

Al = m[(r — 1)6 — a] + b, Mi = m\{r — l)a + 1] +
Ac=m—D[r-1D6—-a]+6,=m— D[(r — Da +1] +a,

A+l = (>i—t)[(r—1)6 —a] + b, n'i+l = (M —D)[(r—1)a + 1] + g,

Am=rb —a, fib =ra + 1,
= Pm+1
On a

a+6>..>A+f't>..>A + fxx

mais entre deux solutions Al /x' et Al+1, xi+1, il peut exister d’au-
tres solutions A, fx telles que

Al + fq < A + /x < Aj+1 + /xLi ;

nous reviendrons plus loin-sur ce point.
Observons que l'on a

A+l + a/x+l = [(m = *) (r— 1) + 1]£.
En particulier, pour t = 0, on trouve
h=mr—1) + L
Par hypothése, on a d'aileurs
mr—ha+1 +a+S{m[(ir—Db—a] +b)=np.

35. Désignons par | 0J1! le systéme de courbes qui correspond
a la solution Al, fxX_ Le systéme |C'm+l) coincide évidemment
avec le systeme que nous avons appelé plus haut |C*| et on a
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donc = a. Il en résulte que les courbes C', C", CA, Cip
passent a fois par le point (a, a — 1).

Envisageons les courbes Clim!; nous allons voir que sur chacune
d’elles, le point A est I'origine d’'une branche superlinéaire pas-
sant parles points (a, 1), (a, 2), (@ x), (@ x + 1), (ax + 1,1),
... et finalement par un point fixe P, commun a toutes les courbes.

Les courbes C*m) passent r(a -f- b) —a + 1 par le point A ;
supposons qu'elles passent ra -f- 1 fois par les points (a, 1),
@ 2), .... (& X),y (> a) fois par le point (a, x -\- 1),a fois par les
points (a, X -f- 2), ..., (a, a — 1). En exprimant que la somme des
multiplicités des courbes C[,m) aux points A, (a, 1), ..., (a, a — 1)
est égale a p, on trouve

[r—hDa+Ixfy=a—1—(r—1) (a+h +a
Posons
a 1 {r 16=9[(r—Da-f1] +r;
on a
Xx—0—1 y=a-f +1

Le point (a, 9, 1), infiniment voisin du point (a, 9), multiple
d'ordre a + ~ + 1 pour les courbes appartient certaine-
ment aux courbes précédentes, avec la multiplicité au plus égale
ky—assr-1-1.

Posons

(r—la—1 =091l + 1) + Ai
f] + 1= 9h!l + h2
Ai = 9Ji2 -)- h)

ht-2 — 9tht-1 -f- ht,
ht-1 = 9t+1ht.

Les courbes Qm) passent fj 1 fois par les points (a, 9, 1), ...,
(a, 0, 9, hx fois par les points (a, 9, 9t + 1), (a, 9, 9t -F 1, 1)......
(@ 9, 9t + 1, 02), h2 fois par les points (a, 9, 91 + 1, 92 -)- 1),
(@ 9, % -F1, 02 1, 1), ... et ainsi de suite, jusqu'au moment
ou l'on arrivera a une suite de 9t+1 points multiples d’ordre ht
dont le dernier est le point P. Tous ces points sont infiniment
voisins successifs du point (a, 9), ils sont unis de seconde espéce
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pour l'involution I, sauf le dernier, P, qui est uni de premiére
espece.

Le nombre ht est le plus grand commun diviseur de (r — i)a
— T etdet -f- 1; nous allons voir que ht — 1, c’est-a-dire que
les nombres précédents sont premiers entre eux.

En effet, ht divise (r —1)a — 1 et rj -f 1, donc aussi (r— 1)a
+ 1. Si I'on se reporte a la définition de 0, on voit que ht divise
également a — (r — i)b, donc aussi

afr—la+1 —[a— {r — 1)6] = {r — 1)p.

p étant premier, ht divise r — 1. Mais ht divise également (r — 1)a
+ 1, donc aussi l'unité et par conséquent ht = 1.
Les courbes Cjm) passent donc simplement par le point P.
Envisageons maintenant les courbes On a

C*=(2r-Ib-2a jC*¥=(2r—-1la+2

Ces courbes passent (2r — 1)(a b) — 2(a — 1) fois par le
point A. Supposons gu’elles passent (2r — 1) a + 2 fois par les
points (a, 1), (a 2), ..., (& X), y(> a) fois par le point (a, x + 1),
a fois par les points (a, x -f 2), ..., ..., (& a — 1). On doit avoir

2[r—la+ilx+y=2[a—1—(r—1fa+ 6] +a
d’ou
X=6—1 y=ap2r; + 2

La différence entre les multiplicités des courbes aux
points (a, 6—1) et (a, 6) est 2 [(r — l)a — 4] et la différence
entre les multiplicités des mémes courbes aux points (a, 6),
(@ 0+ 1) est 2(t + 1). Ces nombres ont plus grand commun
diviseur 2 et par conséquent les courbes C*m 1) passent 2(rj + 1)
fois par les points (a, 9, 1), ..., (&, 6, O+ 2hx fois par les points
(@ 0, X+ 1), (@ 0, OX+ 11), ..., (& 0, 61 + 1, 02) et ainsi de
suite ; elles passent finalement deux fois par le point P.

Un raisonnement analogue peut-étre repris pour les courbes
Ctm_2, ..., G), C'. On trouvera que le point P est respectivement
multiple d’ordres 3, ..., m — 1, m pour ces courbes.

Le point P est certainement un des points PL P2 ..., P!
et d'aprés le résultat qui vient d’étre obtenu, un seul de ces
points appartient aux courbes C'. Cela signifie que I'on a k = 2,
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le point P coincidant avec le point Px. Les courbes t2, t3,
tf-j n'existent donc pas. Nous désignerons par t la courbe tx;
son ordre est = m.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

En un point de diramation de la surface O homologue d’un point
uni de seconde espéce et de la deuxieme catégorie, le cone tangent a
cette surface se scinde en trois cones rationnels.

Le point de diramation A" est donc multiple d’ordre

+Vvi+ Pi=>|r—16—a] -fa+b+m

36. Désignons par £m+l les hyperplans qui découpent, sur la
surface &It les courbes C{nfl). Ces hyperplans ont un contact
d’ordre vl — 1 avec la courbe r au point Al et rencontrent la
courbe r2 en = a points.

Soient £m+2 les hyperplans passant par un point de r distinct
de Ai; ces hyperplans contiennent la courbe r et découpent
sur la surface €1 des courbes que nous désignerons par r“m+2)
Ces courbes rencontrent certainement la courbe r en des points
variables et par conséquent les courbes (<m+2) qui leur correspon-
dent sur F passent certainement par le point Px

Supposons que les courbes Qm+2) passent a fois par le point
(a, a— 1) et par conséquent a fois au moins par les points
(@ a—2), .. (@ 0+ 1). Comme elles passent par donc
par le point (a, 6, 1), elles passent certainement plus de a fois
par les points (a, 9 — 1), (8, 6 — 2), ..., (3, 1). Comme les courbes
Cf+l) passent exactement a fois par les points (a, 1), ..., (a
<« — 1) et que leur multiplicité en A est inférieure a celle des
courbes C[m+2), on en conclut que la somme des multiplicités des
courbes ¢{m+2) aux points A, (a, 1), (a 2), ..., (@, a— 1) est
supérieure & la somme des multiplicités des courbes C,m+l;
aux mémes points. Or, ces deux sommes doivent étre égales
a p et nous parvenons donc a une absurdité. On en conclut que
les courbes Cjm+2) ne peuvent passer a fois par le point (a, a — 1),
mais y passent a — 1 fois, En d’autres termes, sur la surface
<L les courbes r et a2 ont un point commun A).

37. Sur la surface <1} les points A(, A2 sont simples ou doubles.
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Chacun de ces points peut étre simple, double conique ou double
biplanaire et dans ce dernier cas, il peut exister une suite de
points doubles biplanaires infiniment voisins successifs se ter-
minant soit par un point double biplanaire ordinaire, soit par
un point double conique.

Nous supposerons que le point A* est équivalent a une suite
de courbes rationnelles de degré — 2.

Pi> Pz< eee> Pt,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres. De plus, la courbe p: rencontre
0g en un point et la courbe pt rencontre t en un point. Si t = 0,
le point Ai est simple pour la surface <PY( si t est pair, on a une
suite de points doubles biplanaires terminée par un point double
biplanaire ordinaire, si t est impair, on a une suite de points
doubles biplanaires terminée par un point double conique.

De méme, nous supposerons que le point AT est équivalent a
une suite de courbes rationnelles de degré virtuel — 2,

oq, &2 ..., O,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres. De plus, wl rencontre r en un
point et ciiu rencontre 2 en un point.

Dans ces conditions, on a

D0 =r0+o0oq+pi-f-p2+ ... +pt+ t+ o> + 002 + ...
+ + °2
et
DO = ro0 + <7i + 2(pl + p2.+ ... + Pt) = T + OJ + 012 + ...
-+ —+ ff2-

Les courbes rationnelles og, r, a2 ont respectivement les degrés
virtuels — (At f- 1), — (W +2) = — (m+2), — (lg + 1) .= —
(a -f- 1).

On peut trouver une relation entre les entiers t, u de la maniére
suivante : La courbe ra satisfait a la relation fonctionnelle

pro = P™a + /N0O-i + giPi + g2Pi + s« —+ gtpt + fT + liwi +
+ luceu + /2%

Cette courbe ra rencontre la courbe a2 en un point variable.
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En calculant I'intersection de la courbe précédente successive-
ment avec les courbes ai( px, ..., pt, = wi, wu, On obtient les
relations
21 = (Al + 1) fi> gi = 2A] + D)/, gt = (t\l + 1)/
[ — [{t + DAI + 1]/i, li = [Aj {m(t —\—=\_.D2 3 & /|
M = [AI{2m(i + 1) + "+ 3}-f 2m 1]/
lu— [Aj {um(t 1) +-* m 1} - utn - 1]/j,
fi = [Ai {m(u + )(f +1) +t4 u - 2]} + (u - Dm + I]/i.
En exprimant que Ea rencontre a2 en un point, on a
P— +1n2—K
Dans le second membre, on peut mettre fx en évidence et par
conséquent, on a fx = 1 et
p = + Du-fl +t+ud?2] + Amt+ 1) + 1]
+ a[m(u -)-1) + 1] + m.
On a donc la relation fonctionnelle
pri = pra + < + Ai[px + 2p2 -f-... 4-tpt4- (t D] +pi
+pi + e +pt+t
+ [A {m{t + 1) + 1} + tri][a> + 202 + ... + uwu + (u -f- 1)a?]
4" [Al[< 4" 1) 4 1][>x 4" 2 4- eee 4" By + ail-
On trouve de méme la relation fonctionnelle
pro =prx+ [a{m(u + 1) + u + 1} + m][(t + 1)ax + tpx

-+ o004 pt]
+ [aU + 1) + 1] <Ti + Pl + o + PY)
+ af(u + 1)t -)- wa>i -f- ... -|- aiu]
+ T+ Ui |- 4% e 4- 4 O

exprimant que les courbes E, rencontrent la courbe al en un
point.
38. Nous avons
m[(r — L« 4- 1] + « + BAj = p.
En remplagant p par la valeur trouvée plus haut, on a
alifm(t 4- D(u + 1) + t+u + 2] 4- AXm(< + 1) 4- 1]
4-am(u (- 2 —r) = p\v
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On a donc nécessairement
u=r—2
et par conséquent

p= A-Dh +r—1] + Aifm(t + 1) + 1] + flA + w,
O=«*+1DA+r—-1]+m{t+ 1) + 1

en remarquant que
h=m(r—1 + L
Observons que l'on a
Ai = bh — nia
et, en posant p = aa + b,
bhit + 1) + b(r — 1) + 1 = a[m{t + 1) + 1],

ou encore

br — 1)[m(t + 1) + 1] 4- bt + 1) + 1 = a[m(t + 1) + 1].

Il en résulte que b(t + 1) + 1 doit étre divisible par m(t + 1)
+ 1, ce qui permet de déterminer t. Observons d’ailleurs que de
(r-Db < a, on déduit m < b.

Traitons quelques exemples :

1) P=qn + 1, a=3n + 2, 1 étant choisi de maniére que p
soit premier.
On a«=1 b=3rj— 1 D’aprés la relation (2),

r—1 @v-1 <3V+2<r@Bv-1),
on ar = 2. Ensuite, par la relation (4),
m@Brj +2) < (m+ 1) @y — 1),

onam=t] — 1
L’expression

bt+1) + 1=, -1 {t+1) +1
mt+ 1) + 1 nN—1@¢+1 +1

doit étre un entier. On peut I'écrire sous la forme
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ce qui entraine t = 0. On a alors [} == 217 + 1.

2) p=2©61+5 a=3y + 4, 17 étant choisi de maniére que p
soit premier.

On aencore a =1cetb=23q+ 1 De la relation (2),

(r=1 @7+1) <3 +a<r@r, + 1),
on déduit r = 2. De la relation (4),
m@3r) +4) < (m+ 1) (3717 + 1),

on déduit m =T1.

(37 + 1) (t+ 1) + 1 devant étre divisible par ri[t + 1) + 1,
onat=1etfi=4dij+ 4

Jp=9n—3ij+1 a=6"7—1+ 1 7 étant choisi de
telle sorte que p soit premier.

Onaa—1 b=3rf— 2t], La relation (2) donne

(r—1) 312 —21) <6ri2 —r 4- 1 <r(3r)2 — 2r)]),
d'ou r — 3. La relation (4) donne ensuite
meér2 — 7+ 1) < {2m + 1) (372 — 2rj),
dot m=17—1
La quantité

G —2)<+1)+1 o A, A—(@7—1
M=DF+1)+1 “ + +0 -DFE+1+1

doit étre un entier, ce qui exige t = 3rj — 1.
On a alors 7 = 9t12 — 611 + 3.

39. Lasingularité du point de diramation A' pour la surface O
est completement déterminée par ce qui précéde. Nous allons
cependant reprendre I'étude des systemes [C'|, C'|, ...

Reprenons tout d’abord le systeme | C'| et cherchons a déter-
miner son degré effectif, c’est-a-dire le nombre de points absorbés
par A dans I'intersection de deux courbes C' ; si x est ce hombre,
le degré effectif de | | est np — x. Notons que x doit étre mul-
tiple de p. Comme le point A" est multiple d’ordre A1-\- a -\- m
pour la surface 0, on doit précisément avoir x = ~(Al + a + m).

Rappelons que les courbes C' passent Ax + ™ fois par A,
Ax fois par les y3 — 1 points (1, 1), (1, 2), ..., (1, B — 1), /™ fois
par les 6 — 1 points (a, 1), (& 2), ..., (8 9—1),a+m (7T + 1)
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fois par le point (a, 8), a fois par les points (@, 9 1), (a,
a— 1), m (77 + 1) fois par 9t points infiniment voisins successifs
de (a, 9), him fois par 92 points successifs des précédents,
ht-1 m fois par 9t points infiniment voisins successifs, enfin
htm = m fois par 9+l points faisant suite aux précédents et
dont le dernier est Pi (n° 34).
Observons que l'on a
ht-\ht = 9t+1ht,

ht-vfat-i — Qfht-i d-

h\h2 = 9%2h? "fi h2h2t
hi(r] -)- 1) = 9Ji\ -f- hth2
[(r—1)a—u](n + 1) = 8M1j + Iy + ~a7 + 1),
d’ou par addition,
[(r— 11— + 1) =9-q+ )2+ 8&h\ + + St+lht

Il en résulte que les points infiniment voisins de (a, 9) apparte-

nant a toutes les courbes C0 absorbent
(V + DIC = I« —VI™

points de l'intersection de deux de ces courbes.

Cela étant, on doit avoir

(Ai + Pi)2 + 03 — DA + (9 — Dfil + (@ + mr) + m)2

+ (@a—1—8a+ m]+ npr—1)a—1] =p{Ax+a+m).

Cette relation se vérifie identiquement.

Si tt est le genre des sections hyperplanes de la surface <P, les
courbes C0 ont le genre p(-n — 1) + 1. Supposons que lasingula-

1
rité des courbes C' en A abaisse le genre de — X unités. Les

courbes r'0 ont le genre n — (Xl + a -f- m — 1) et dans la cor-
respondance entre une courbe P’ et la courbe C' homologue, il y a
Ai + a + m points de diramation ; la formule de Zeuthen donne

2p\r — 1 — Ax-\-a m—1)]+ P —1) (Ai+®+ m)
=2p(r - 1) = X,
d’ou
X=A+a+m@p+1 -2
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Si i est la multiplicité pour les courbes C, d’'un point du do-
maine de A, on a

X = Si2 - Si.
Mais Si2 = p{Ax -)- a + ni), donc
Si=2p— (Aj f-a+ m).
Observons que la somme des multiplicités des courbes C0 au

point A et soit aux points (1, 1), ..., (1, £ — 1), soit aux points
(a 1), (a, a— 1), vaut p. Donc

P — [K + M) + »0i(i7 + 1) + ol + ... + ofA* 1+ ett]]
=2p— (Axfa+m)
et enfin
m[8X{r] + 1) + 021 + 03"2 + e + 8At-1 + 0<+]
=fix—a—m=am (r—1),
8i(v + 1) + 02M + 8h? -f ... -f 9tht-x 4- O(+1 = a(r — 1).

40. Comme nous l'avons vu, les courbes C3 ont la multiplicité
m — 1 au point Px et la multiplicité a aux points (a, a — 1), ...,
(a, O+1). Elles ont la multiplicité (m — 1) () + 1) aux points
@@ 9, 1), ..., (& 9, 9j), la multiplicité (m — 1) hx au point (a, 9,
Ot + 1), donc la multiplicite (m— 1) (7 + 1) +a au point
(a, 9) et la multiplicité

[m D\r—11a+ 1] +a=K

au point (a, 0 — 1). On a donc fx2 > /x2
Sur la surface &lt les courbes r*0 sont découpées par les hyper-
plans passant par le point Ax commun aux courbes ax et r.
On peut avoir p2 > \x2 lorsque I'on a

Al = 2Aj, fx2 — 2px
Cela exige
2AL + ) < A2+ p2,
c’est-a-dire
[(m+1) (—1)+1fa+b) <{m+1) (a—1)

inégalité compatible avec les inégalités écrites plus haut.
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Considérons la surface <P2 dont les sections hyperplanes sont les
courbes F'f. Sur cette surface sont tracées : la courbe alt d’ordre
Aj — 1; la droite plt rencontrant ol en un point ; la droite pt,
rencontrant pl en un point (simple sit = 2, double sit > 2); la
courbe +, d’ordre m — 1, rencontrant pt en un point ; la courbe
tr2, d’ordre a, rencontrant t en un point.

Les courbes C" passent plus de /x2 fois par (a, 1), donc sur cha-
cune de ces courbes, le point A est I'origine d’une branche super-
linéaire passant par le point (a, 1) et par une suite de points
fixes dont le dernier, QL; est uni de premiére espéce pour I'involu-
tion et simple pour les courbes C". Le domaine de Qx correspond
a la droite p1.

De méme, les courbes Cé passent par une suite de points fixes
dont le dernier, Q(, est uni de premiére espece et simple pour les
courbes. Sur chague courbe Cg, le point A est l'origine d'une
branche superlinéaire passant par le point (1, 1) et par le point
Q(. Le domaine de Qt correspond a la droite pt

Si A2 = A, le point A est, sur chaque courbe C",
I'origine de deux branches superlinéaires passant par le point
(1, 1) et par des suites de points fixes se terminant respective-
ment a des points QI Qt, unis de premiére espéce et simples pour
les courbes. Les domaines de Qx, Qt correspondent respective-
ment aux droites px p,.

Nous ne pousserons pas plus avant I'étude des systémes |C" |,
.., cette étude ne présente de difficulté qu'en vertu des nom-
breuses notations que I'on doit introduire. Dans chaque cas
particulier, elle est simple.

41. Résumons les résultats obtenus.

En un point de diramation homologue d'un point uni de seconde
espece et deuxieme catégorie, le cone tangent a la surface & se
scinde en trois cones rationnels (or), (r), (a2).

Si l'on pose

p = aa-fb, (b < a),
il existe un nombre r tel que I'on ait
r—Db<a<rbh, r—1)(@+hb <a-—1,
et un nombre m tel que I'on ait

ma < [m(r — 1) -f- I]b.
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Le cbne (of) a I'ordre
Aj = m[(r — Db — a] + b,

le cone (), I'ordre m et le cone (of), I'ordre a.

Les cones (of), (t2) ne se rencontrent pas en dehors du sommet,
mais rencontrent chacun le cbne (r) suivant une droite, ces deux
droites étant distinctes.

Le point infiniment voisin du point de diramation sur la droite
commune aux cones (of), (r), peut étre double pour la surface et
étre équivalent & t courbes rationnelles de degré vitruel — 2, t
étant I'entier tel que b(t + 1) + 1 soit divisible par m(t + 1) + 1.
Le point infiniment voisin du point de diramation sur la droite
commune aux cbnes (r), (cr2) peut étre double pour la surface et
étre dans ce cas équivalent & un ensemble de r — 2 courbes ration-
nelles de degré — 2.

La valeur de t peut s’obtenir par la relation

t+ Dfomir—1) +b—ma) =a—1— b(r—1).

Traitons rapidement un exemple : Supposons p = 211, a = 60.
Onaa=3 bh=31 r=2 m=1 t=13. Ensuite, on a

Al=2 XI=T.

Le point de diramation A’ est pour la surface <> multiple d’ordre
six, le cone tangent se décomposant en un cone rationnel du
second ordre, un cone rationnel du troisiéme ordre n ayant
aucune génératrice commune avec le précédent et un plan ren-
contrant chacun des deux cOnes suivant une droite.

IV. Points unis de seconde espéce et de troisiéme

CATEGORIE.

42. Si A est un point uni de seconde espéce et de troisiéme
catégorie, on a

A+ api = hap, fii + /&! = hpp,

ha et hp étant des entiers supérieurs a I'unité.

Considérons les courbes C’. Sur chacune de ces courbes, le
point A est I'origine d’un certain nombre de branches ayant un
certain nombre de points fixes (unis pour l'involution) en com-
mun. Nous supposerons précisément que sur les branches con-
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tenant le point (1, 1), les derniers points fixes sont Pl P2

P*, respectivement multiples d’ordresvit v2, vk pour les courbes
Cg ; ces points sont unis de premiére espece pour I'involution I.
Sur les branches contenant le point (a, 1), les derniers points
fixes seront P(, P, P,, unis de premiére espece pour I'involu-
tion I, respectivement multiples d'ordres v[, vZ ..., v[ pour les
courbes C'.

Sur la surface Ol dont les sections hyperplanes Fa corres-
pondent aux courbes C', aux domaines des points Px, P2, P*,
correspondent des courbes tl 2 r, et aux domaines des
points P1, P2, PJ, des courbes t(, r2, ..., r\. Aux courbes Cl(
qui passent simplement par les points A, (1, 1), 1, B—1),
correspondent des courbes F! qui doivent rencontrer une des
courbes rlt €2, rk en un point variable. Ce sera par exemple
Tk et le point Pf coincide avec le point (1, 3 — 1).

De méme, les courbes ra, homologues des courbes Ca, passant
simplement par les points A, (a, 1), (a, a — 1), doivent ren-
contrer en un point variable I'une des courbes r{, r?, tf,
par exemple r[. Il en résulte que le point P’ coincide avec le
point (a, a — 1).

Soient \[ = vk la multiplicité du point (1, /S— 1) pour les
courbes C' et //] = W celle du point (a, a — 1) pour les mémes
courbes.

Désignons par Al + xlt A( + x2, ..., A( + x* 2 les multiplicités
des points (1, 1), (1, 2), ..., (1, £ — 2) pour les courbes C' et
posons Ax = A( -+ Xg. Les courbes Cx rencontrant les courbes
C' en p points confondus en A, on a

0-2
Mi + PK + FXi = p.
0

Par conséquent,
A* = A[ m* = Mi+ ZW%i
est une solution des congruences
A+au=0 p+ A=0, (mod. p). @

Les courbes C* qui correspondent a cette solution passent A(
fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, $ — 1). Il leur correspond
sur  des courbes r* découpées par des hyperplans ayant avec
les courbes tx, €2, ..., rkl, des contacts d’ordres vl — 1, v2— 1
..., V! — 1 respectivement.
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Envisageons les courbes C"; elles passent A[ fois par le point
(1, ¥ — 1) et comme A2 + /a2 > At -f yog, il faut qu’elles passent
une fois au moins par un des points Pl P2, Ps-1( par exemple
par Px. Reprenons le raisonnement fait a propos des points unis
de la seconde catégorie. Les courbes auxquelles correspondent
des courbes F'~ contenant t! comme partie, doivent passer une
fois de moins par un des points P2, P3 Pf-i, par exemple
par P2 La courbe r2 s'appuie donc en un point sur tl. De méme,
la courbe r3 doit s'appuyer en un point sur r2 ..., la courbe
tf—j en un point sur ts_2

Un raisonnement analogue montre que sur &It la courbe r2
s’appuie en un point sur r[, la courbe t3 en un point sur r2, ...,
la courbe remn un point sur tj_2

Notons que sur (Eg, les courbes F',, sont découpées par les hyper-
plans passant par un point commun aux courbes tv r[.

43. Nous pouvons former, comme dans le cas des points de
la seconde catégorie, les premieres solutions des congruences (1).
Posons

P — bifi + ai>

ou ax est inférieur a /3. Pour que hp soit supérieur a l'unite, il
doit exister un entier rx tel que

(n—Nax<p<rlal, (m—1 (ax + bx) <fi— L
Soit mj le plus grand entier satisfaisant a I'inégalité
mjP < [mx(rx — 1) -\- 1}ax.
Parmi les solutions des congruences (1), on a
K+l = imi — ®)[(yi — + 1] +
Hitl = (mx — i)[{n — 1K — P] + «i,
i=0 1 2 ..., mx.
En particulier, on a, pour i =0,
Al = ml[(rl — )bx + 1] + bv ™ = mx[(n — Dax — 0] + ax
et par suite
hp = mi(rl — 1) + 1,
Aj = bxhp + mlt  Jix — axhp — mixi}.
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Posons de méme

p aza -f- b

ou b2 < a. Pour que le nombre ha soit supérieur a lI'unité, il doit
exister un entier r2 tel que

P—1h<a<rdh NN—1)@+D0) <a—1
Soit alors m? le plus grand entier tel que
m2a < \m2(r2 — 1) + 1]b2

Parmi les solutions des congruences (1) se trouvent les solu-
tions

Ai+i = (m2 1) [(? 1)b2 —a) b2 fii+l
={m —-i) {n—la + 1 + a2
{i=012 ...m).
En particulier, on a, pour i — 0,
Ai=m [(iy2 — Db2 —a] + b2, ™~ =mz[(r— l)az + 1] + a
et par conséquent
K=m2r2—1) -f 1,
Ai — blpd  iu2o, jLg = ciftd - yyi2
44. Nous pouvons maintenant démontrer que 'onak =1 = 2.
Tout d’abord, pour i = mlt on a
mj+H = N> Mmjti = a
d’ou Al = bv De méme, pour i = m2, on a

A+l = > MnijHl = ai
et par suite /uf = a2
Les courbes C0 passent donc bl fois par le point (1, 3 — 1)
et a2 fois par le point (a, a — 1).
Posons

B-—1-0D-1K= [K-D6i+ 1+ W

Les courbes qui correspondent a la solution \'m, fil (pour
i = «1 — 1), passent r\[ax + bx) — fi -f- 1 fois par le point A,
ribl + 1 fois par les points (1, 1), (1, 2), .... (1, 61 — 1), bx + rjl
+ 1 fois par le point (1, dj), bl fois par les points (1, dl -f- 1),
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(1, 3 — 1). Elles passent en outre par une suite de points infini-
ment voisins successifs du point (1, 0X) dont le premier, (1, dt, 1),
est multiple d’ordre w! -f- 1 et le dernier, que nous désignerons
par P, est simple pour les courbes. Les nombres (rx — 1) bl — gl
et 7l -j- 1 sont en effet premiers entre eux.

On en déduit que les courbes correspondant & la solution
A<, Ix' des congruences (1) passent ml — i fois par le point P.
En particulier, les courbes C(, passent m! fois par le point P.
Celui-ci est un des points P1( P2 ..., Pt j et les k — 2 autres
points ne peuvent exister. On a donc k = 2 et sur la surface
Olt au domaine du point Px, multiple d’ordre m! pour les courbes
C(, correspond une courbe rationnelle t! d’ordre v+ = mv

Posons maintenant

a—1 [ 1/2=17[(2 182"P 1 H 2

Les courbes qui correspondent a la solution A2, pd» (pour
I —m?2 — 1), passent r2(a2 + h2) — a -f- 1 fois par le point A,
r2a? -f 1 fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 62— 1), @ + tj?
+ 1 fois par le point (a, 92), a2 fois par les points (a, d? + 1), ...,
(a, a — 1) et en outre par une série de points infiniment voisins
successifs du point (a, d2) dont le premier, (a, d2, 1) est multiple
d’ordre t]2 + 1 pour les courbes et dont le dernier, qui sera
désigné par P', est simple. En effet, les nombres (r2 — 1)« — r}2,
t]2 + 1 sont premiers entre eux.

Les courbes qui correspondent a la solution A", p." passent
m2 — i fois par P' et en particulier, les courbes C(, passent m?
fois par P'. Il en résulte qu’il ne peut exister qu'un seul point
P(, P2 ..., Pj_j et que ce point coincide avec P'. On a donc
1=2

Nous modifierons nos notations et désignerons dorénavant
par P2 le point P' dont il vient d’étre question. La courbe qui
lui correspond sur la surface &I sera désignée par r2 et son ordre
est donc m2

En un point de diramation correspondant a un point uni de
seconde espéce et de la troisiéme catégorie, le cone tangent a la
surface O se scinde en quatre cones rationnels.

Le point A' est multiple d’ordre bl +  + m2 -f- a2 pour la
surface O.

De ce qui précede, on conclut que les courbes C' passent

hp{al + bJ — mx(3 — 1) = ha(a? + b2) — m2(a — 1)
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fois par le point A ;

bjha + m! fois par les points (1, 1), 1 x—1;

bx + ml(7]l + 1) fois par le point (1, 9¥) ;

bx fois par les points (1, 9 + 1), 1 8—=1;

atha + m? fois par les points (a, 1), (@ d—1);

a2 f- "2(772 + 1) fois par le point (a, 92);

a? fois par les points (a, 02 -- 1), (@ a—1);

Wi(i)j + 1) fois parle point (1, 9X 1), mx fois par le point Pt ;
m2(-g2 + 1) fois Par le point (a, 92 1), ...,mz2 fois par le point P2

45. Considérons les sections de la surface <PX par les hyperplans
ayant en A[, avec la courbe rl( un contact d’ordre v, — 1 = mx
— 1 et désignons par F(* ces sections. Il leur correspond sur
F des courbes C® ne passant plus par P, et passant précisément
b2 fois par les points (1, 1), (1, fi — 1). Envisageons ensuite
les courbes r® passant par un point de rx distinct de A{; elles
comprennent ces courbes comme partie et les courbes F" — «
rencontrent certainement rx en quelques points variables. Les
courbes qui leur correspondent sur F passent donc par Px avec
une certaine multiplicité et comme la multiplicité de ces courbes
en A est supérieure a celle des courbes Ctfl, il faut que les courbes
en question passent b2 — 1 fois par le point (1, fl — 1). On en
conclut que sur la surface P1, les courbes a, et rx se rencontrent
en un point A{l

On démontre de méme que les courbes r2 et u? se rencontrent
en un point Aj2

Les points A{, A", A(2 peuvent étre simples ou doubles pour
la surface <PV Nous supposerons gue :

Le point K' est équivalent a un ensemble de i courbes ration-
nelles plt p2, ..., pt, de degré virtuel — 2 ;

Le point A” est équivalent @ un ensemble de ux courbes
rationnelles cou, cox, elUi de degré virtuel — 2 ;

Le point A(2 est équivalent a un ensemble de u2 courbes ra-
tionnelles w2X, eu22, ..., ojlUi de degré virtuel — 2.

On aura alors la relation fonctionnelle

Fg = r'e + <X + (0n + 02 + ... + COltli + Tj + px + p2

—+ eee + pt + r2 + W21 + N22 + eee + ce2u2 +



72 MEMOIRE SUR LES SURFACES MULTIPLES

On en conclut que les courbes al, tl( t2, o ont respectivement
les degrés virtuels

— 1+ 1), — (Mi + 2), — (th + 2), — (& + 1).
Les courbes r0 satisfont a la relation fonctionnelle
Fo = "~0 + Pi + P2 + e + Pt
Les courbes  rencontrent la courbe  en un point variable
et donnant lieu a la relation fonctionnelle

PF0 = PI'l + + £gli<>U + 12T + ZgiPi + hiT? +
£92i002i + "Uct2 + A
A provenant de la présence d’autres points de diramation.
Considérons les intersections de Fx avec les courbes a, r, tu, p

en commengant par <2 ; nous trouvons, en faisant abstraction
du facteur 221, qui figure dans tous les seconds membres,

gua=U2 + L eee. g2l — W22+ 1» "2 =(2+ Na2 + 1]
gt — U2 + H)(W2 + 1) + fl@2 + m2 + L
gi = [(«2 + 1)(tm2 + 1) + 1J«2 + tm2 + 1,
2 = \(U2 + 1) {(Z + 1)~*2 + 1} 4" 10<=2 + (Z + 1)Wi2 + 1, eee
L’intersection avec ¢l donnera
P— {bt + I)u — S'il
et on en déduira la valeur de p. Le second membre contiendra
en facteur 221, nécessairement égal a I'unité et on obtiendra ainsi
P=[Mmx + I)w2 + 1) + (% + 1)ml + (u2 + \)m”a2hx
+ [(% + DM -p mA\bx -p [(«2 -f- )M -p mi]a?
+ {wl |- D[(m2 -p )7 + <2
en posant
M= (t-p 1) mim2 -f mx + m2
La considération des courbes ra, qui rencontrent 02 en un
point variable, donne
p=[M@ux+ 1)(m + 1) + (% + 1)ml + (« + 1)mZ]azbl
m [(%"b )M -p m2]bl -p [(% + )M + tnx]a?
~p [tmx + 1) [(wx + Da2 + []éj.
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On doit donc avoir
(tml + D[(mx + a2 + I]éx = (tm2 + 1)[(W2 + Déx + 1]« (1)

On remarquera en outre que p étant premier, a2 et bl doivent
étre premiers entre eux.

De la relation (I), on déduit que, a2 doit diviser tml + 1 et
blt tm?2 + 1.

46. On peut arriver & d’autres relations entre les nombres
introduits en observant que le point A absorbe p(a2  bx  mx
+ m2) des intersections de deux courbes Cg.

Remarquons tout d’abord que l'on a
A = — 16X+ 1] + 61 = m2[(r2 — 1)b2 — a] + bk (2
Mi = — D«i —P] + “i = w2[(r— a2 + 1] + a2 (3)

Dans l'intersection de deux courbes Cg, les points (1, 1),

1, 5—1), (1, 9 1), ..., Px absorbent
mdm, { (= 1)6, + 1} + 28] [fi— 1 — (rt — 1) («x + K)]
+ (P-m
points et les points (a, 1), ..., (&, a— 1), (@jo2, 1), ..., P2
mm{{rr—a+ 1} +2aJa—1— (n—1 (& + 62)]
+ (a — Dat
points.

En calculant le nombre de points absorbés en A dans I'inter-
section de deux courbes C,, en tenant compte des relations (1), (2)
pour éliminer a et /?, on trouve

mi[(rj — 1)6j + I](ax — a2) + m2[(r2 — 1)a2 + 1){b2 — hx]
+ u{b2 — bx) + bx(ax — a2) = p(mx + w),
Cc'est-a-dire
(«i —a2)x + (b2 — bx)fix = p{mx + m2). 4

De la relation (4), on peut déduire les valeurs de a, j3 en rem-
placant Ax par la seconde des valeurs (2) et fix par la seconde des
valeurs (3), ce qui donne a, ou en remplacant Ax, /ix par les pre-
mieres des valeurs (2), (3), ce qui donne fi. On trouve ainsi

[am?2 + «mj)a = \m2(r2 — 1) + 1]{axb2 — a2by)
— (bxm2 + b2my),
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et

(M*2 + hmjp = [mi(rl — 1) + 1], — adf)
— (axm2 + a2my).

47. 11 semble difficile d’obtenir des relations entre les nombres
ult u2, t d'une part et les nombres rlt r2, mu m2 d’autre part. Les
seconds se déterminent aisément lorsque I'on connait p, a et /3;
les premiers devront étre déterminés par I'analyse compléte des
singularités des courbes C,, C", ... au point A. Nous nous borne-
rons a I’énoncé suivant :

En un point de diramation d'un point uni de seconde espéce et de
la troisieme catégorie, le cone tangent & la surface O se scinde en
quatre cones rationnels (og), (%), (t2), (cr2).

Les nombres p et a étant donnés, on détermine le nombre fl compris
entre 0 et p par la condition

a3 —1=0, (mod. p).
Si l'on pose
P=ai+bj3 (@ <0); p=ala+ b2 (b <a),
il existe des nombres rl; r2 tels que
(ri—NDax <P < m—1) (ax+bx) <£—1;
R—Dbhl<a<rb) (Nn—1) (@+h) <a—1
et deux entiers nij, m2, les plus élevés possible, tels que
miP < [m”rj — 1) + l]alt
mla < [m2(r2 — 1) + I]b2
Les courbes C0 ont alors en A la multiplicité
mi[(ri — 1) (ai + bx) — ™+ 1] + ax + bx
=ui2[(r—1 @ +b) —a+ 1 + a2+ b2

Les cones (o) ; (rx) ont une génératrice commune et le point
infiniment voisin de A' sur cette génératrice peut étre double pour
la surface et équivalent & une suite de courbes rationnelles de degré
_2'

Les cones (i), (x2) ont une génératrice commune et le point infini-
ment voisin de A" sur cette génératrice peut étre double pour la
surface et équivalent a un ensemble de courbes rationnelles de degré
-2
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Les cones (r2), (cr) ont en commun une génératrice et le point
infiniment voisin de A’ sur celle-ci peut étre double pour la surface
et équivalent a un ensemble de courbes rationnelles de degré — 2.

Les cones (ax) et (x2), (af) et (cr2), (rf) et (<r2) ne se rencontrent pas
en dehors du sommet.

V. Relations entre les invariants des surfaces F et <P.

48. Désignons par |A| le systeme canonique de la surface O.
On sait que les courbes canoniques d'une surface rencontrent
en v — 2 points une courbe rationnelle de degré virtuel —v
tracée sur la surface.

Cela étant, supposons que A' soit un point de diramation de O
homologue d’un point uni de seconde espece et de la troisieme
catégorie. Il est équivalent a I'ensemble de courbes rationnelles

Ay W eee> T P> ,,,0 P> €2) 221y s> Ct2wd °r

Les courbes al, tl, €2, o2 ont respectivement les degrés virtuels
—(x+ 1), —Wwj+2), —m+2),— (a2+ 1), les autres
ont le degré virtuel — 2. Par conséquent, seules les quatre pre-
mieres courbes sont rencontrées par les courbes canoniques A,
respectivement en bx — 1, mit m2, a2 — 1 points.

Conservons les notations du paragraphe IV. Aux courbes A
correspondent sur la surface F des courbes L' passant bx — 1 fois
par le point (1, j8 — 1), mx fois par le point P m? fois par le
point P? et a2 — 1 fois par le point (a, a — 1). Il en résulte que
les courbes L' passent b2 — 1 fois par les points (1, 3 — 1),
1 £-2), .., @ 65+1), x+mlfll +1) — 1 par le point
(1, 0i),

mif{rl —Dbx+ 1] + —1=Ai—1
fois par les points (1,6X — 1), (1, 9% — 2), ..., (1, 1), a2 — 1 fois
par les points (a, a—1), (& a—2), ..., (a d2 + 1),a2+ ml
(2 + 1) — 1 fois par le point (a, 62),
mfr—la+l1]+a—1— — 1

fois par les points (a, 02 — 1), (a, 02— 2), ..., (a, 1).
Par conséquent, les courbes L' passent Ax  ~ — 2 fois par
le point A.
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Nous désignerons par H le nombre des points d’intersection
de deux courbes L' absorbés en A.

Si le point A" est I'homologue d’un point uni de seconde espéce
et de deuxiéme catégorie, le méme raisonnement peut étre tenu ;
il suffit d’ailleurs de supposer soit mx = o, soit m2 = o.

Si le point A" correspond a un point uni de seconde espéce et de
la premiére catégorie, il suffira de supposer mi =0, m2 = 0.

Supposons enfin que le point A’ soit I'nomologue d’un point uni
de premiére espéce ; il est équivalent a une courbe rationnelle
de degré virtuel — p, rencontrée en p — 2 points par les courbes
A. Les courbes L' passent donc p — 2 fois par le point A, avec des
tangentes variables et on a H = (p — 2)2

Si pw est le genre linéaire de la surface F et celui de la
surface 0, en comparant les degrés des systémes canoniques
|[AldeOet|L|deF ona

pw _ 1 =p~w _ 1) + HU, 1)

la sommation étant étendue a tous les points de diramation de O.

49. Soient | I'invariant de Zeuthen-Segre de F, F celui de O.
Nous allons établir la relation existant entre ces deux nombres.

Considérons un faisceau de sections hyperplanes F0 de O et
soit 8 le nombre de courbes de ce faisceau qui ont un point
double, c'est-a-dire le nombre d’hyperplans d'un faisceau tan-
gents a la surface O.

Parmi les courbes jT0 du faisceau considéré, se trouve une
courbe F0 passant par A', c’est-a-dire la courbe

N0 + °1 + ~eeli + T1 + £pi + T2 + Fw2i -f- 02
Cette courbe possede
K -bi-(- - u2 -(-iq -{- t £ 3
points doubles.

Si A[ correspond a un point uni de seconde espece et de seconde
catégorie, on calcule K de la méme maniére et on trouve

K= +fHi{| -puft]2

Dans le cas ou A( est I'homologue d’un point uni de premiére
catégorie, on a

K—bl a-fit L
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Enfin, si Ai correspond & un point uni de premiere espéce,
on a K=np.

On en conclut, n étant I'ordre de <P et tt le genre de ses sections
hyperplanes ro,

I'=8+ EK — N — 4« )

la sommation s'étendant & tous les points de diramation de <E.

Pour calculer 1, on utilisera la méthode de C. Segre pour intro-
duire cet invariant.

Commengons par observer qu'a une courbe E0 possédant
un point double correspond sur F une courbe C0 possédant p
points doubles, par conséquent, dans un faisceau de courbes
C0, il y a 8 courbes comptant pour p?> courbes ayant un point
double. De plus, pour calculer I, il faut tenir compte des courbes
C0 du faisceau passant par les points unis de l'involution.

Considérons un faisceau de courbes C0 et un faisceau |D| de
courbes D quelconques et soit T la courbe lieu des points ou
une courbe C0 du faisceau touche une courbe D. M. Severi (x)
a établi que I'on a (|L| étant le systeme canonique de F)

T=F+2C0+ 2D
et par conséquent, si I'on désigne par Cl lI'adjoint a |CO|,
T =C0h + C,, + 2D.

On en conclut que la courbe T se comporte, en un point uni A
comme une adjointe & C0 passant par ce point, c'est-a-dire comme
une adjointe a une courbe C,-

Considérons, sur la courbe T, une branche d’origine A ; soit m
le nombre des points d’intersection de cette branche avec les
différentes branches d’origine A sur une courbe Cj. Sur la branche
de la courbe T considérée, le point A compte pour m — 1 points
de contact ordinaires des courbes C0, D. Faisons la somme des
nombres obtenus pour les différentes branches d'origine A de la
courbe T. On obtient ainsi le nombre K' exprimant que la courbe
Cg du faisceau de courbes C0 équivaut a autant de courbes C0
ayant un point double. On en conclut que I'invariant de Zeuthen-
Segre | de F a pour valeur

(1) F. Severi, Sérié, sistemi d'equivalenze et correspondenze algebriche suite
varieta algebriche (Rome, éd. Cremonese, 1942). Voir p. 199 et suiv.
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| =pB SK'—pn — 45Tt -(-4p — 4, 3

la sommation étant étendue a tous les points unis de I'involution.
On observera en effet que | CO! est de degré pn et de genre p{ir — 1)
+ 1-

Eliminons 8 entre les relations (2), (3); on obtient

| + 4 =p(I' + 4) — 27(K' — pK). )

50. Connaissant les relations entre les genres linéaires des
surfaces F et O, on peut trouver la relation que lie les genres
arithmétiques de ces deux surfaces en utilisant la formule de
Noether

P{) + 1 = 12pa + 9.

En désignant par pa le genre arithmétique de F et par pa
celui de <P, on trouve

12(Pa + 1) = 12p(p'a + 1) + 27(K' -PK + H). ®)

Une involution étant donnée et la structure de chacun de ses
points unis et de chacun des points de diramation correspon-
dants étant connue, il sera facile de calculer I'apport K' — pK
+ H de chacun de ces points dans la formule précédente.

Les relations (1), (4) et (5) auraient pu se déduire de formules
trés générales dues & M. Severi (*) et donnant les relations entre
les invariants de deux surfaces liées par une correspondance
algébrique & indices quelconques. Nous avons préféré reprendre
le calcul des le début.

(*) F. sewveri, Sulle relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie
in corrispondenza algebrica (Rendiconti. Istituto Lombardo, 1903, pp. 495-511).
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