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SUR LA JACO BIENNE
D’UN RÉSEAU DE COURBES ALGÉBRIQUES,

par M. Lucien Godeaux,
Professeur à l'Université de Liège.

Nous nous proposons de déterminer dans quelles conditions la 
jacobienne d’un réseau de courbes algébriques possède un point double 
(en dehors des points-base du réseau).

1. Considérons un réseau | C | de courbes algébriques, irréductible, 
c’est-à-dire dont la courbe générale est irréductible. Soient

^l/l(%> X2’ Xs) “1“ ^ifi(Xl' Xi> Xiï d- Ws(*l. X2’ Xs) = ®

son équation et n l’ordre de ses courbes.
La jacobienne J du réseau | C | possède les deux propriétés suivantes :
a) les oo1 courbes de | C | passant par un point P de J ont même 

tangente en ce point ;
b) il existe une courbe de | C | ayant un point double en un point 

quelconque de J.
Ces deux propriétés sont équivalentes et l’une d’elles peut être 

prise comme définition de la jacobienne P).
Il est toujours possible de supposer que le point 03 (0, 0, 1) appar­

tient à la jacobienne J et on peut alors poser

h = *rlai(*n **) + *r**«(*i. *2) + •••> 
fi = x3~1?)i{xi‘ xi) d" x” 2fii(xi’ xü) d~ •••> 

h = *3To + *»-1Yi(*i. *2) + 
où a,-, pj, yi sont des polynômes entiers, rationnels et homogènes en 
xlt x2, dont le degré est indiqué par l’indice.

Si les courbes C passant par 03 ont même tangente en ce point, on 
a oq = et la courbe f1 — /, = 0 a un point double en 03.

S’il existe d’autre part une courbe C ayant un point double en 03, 
on peut supposer que c’est fx = 0, c’est-à-dire que oq est identique­
ment nul. Les courbes de |C| passant par 03 sont données par 
Xj/i + X2/2 = 0 et ces courbes ont (h = 0 comme tangente en ce point.

Nous supposerons dans la suite oq = 0.

(1) Voir notre Introduction à la Géométrie supérieure (Liège, Sciences et Lettres, 
1946), p. 51.



2. Écrivons l’équation de la courbe J en partant des équations (1) 
où «x = 0. On a

9(/i./»./»)
d{xlt *2, xs)

A A a/j

3*x 3*2 a*3

9/2 d_h 3/2

3*x 3*2 a*3

a/s a/3 a/s

3*x a*2 a*3

Écrivons cette équation sous la forme

xè + xin~5?2(xv X2
On a

cp2 = — ncc2

<Pi = n y,,

d(Pv ïi)
3(*i, x2) + wTo afa. ft2)

3(*i. *2)

= 0.

+ ... =0.

Ida.2 9Pi __ Sas apj\ 
\3*i 3*2 dx2dx1)’

+ «Yo g(«3< Pi)
3(*1; *2)

Dans le cas général, la courbe J a donc au point 03 la tangente

a«2 dfti 3«2 dfti = Q /21
3*! 3*2 3*2 3*j

Pour que le point 03 soit double pour la courbe J, il faut que l’équa­
tion précédente soit vérifiée identiquement. Cela peut se présenter 
dans trois cas :

1) Px est identiquement nul ;
2) oc2 est identiquement nul ;
3) oc2 se réduit à (3f.

3. Dans le premier cas, les courbes de | C | passant par 03 ont toutes 
un point double en ce point. La courbe J possède un point double en 
03 et les tangentes à cette courbe en ce point sont données par

3«2 dft2 3a2 3p2 _ q
3*] 3*2 3*2 3*x

Dans le faisceau de rayons de sommet 03, ces tangentes forment 
la jacobienne de l’involution

^1*2(*1> X2) “I- (*1, *2) = 0,

Dans le second cas, la courbe /, = 0 a un point triple en 03, mais 
les courbes C passant par ce point y ont en général un point simple 
et la tangente = 0.
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La courbe J a un point double en 03, les tangentes étant

g«3 9j3t 9«3 dftt ^ Q
3xj 9*2 9*i

4. Envisageons le troisième cas. Posons

«2 = a0xf -f- 2a1*1*2 + a2x2.
Pi = b0x0 + Vi-

L’équation (2) s’écrit

+ «1*2) —• 90(ai*i + «2^2) = 0-
Pour que cette équation soit vérifiée identiquement, on doit avoir

ce qui entraîne 

et

tïgôj — 90«! — 0, — 0,

«0«2--«1=0

0C2(*1> *2) = p[Pl(-''l> ^J2'
On peut d’ailleurs supposer p = 1 en multipliant la seconde des 

équations (1) par un facteur convenable.
La courbe /x = 0 possède en 03 un point de rebroussement, la tan­

gente de rebroussement coïncidant avec la tangente à la courbe /2 = 0.
Le point 03 est double pour la courbe J, les tangentes à cette courbe 

en ce point étant données par

— wPï g(Pi.ïi)
9(*i,*2) + 2«y0Pi 3(Pi. P2)

9(*i. *2) + »Yo ^(«3. Pl)
9(*1. Xi)

= 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que la jacobienne d'un réseau 
de courbes irréductible ait un point double en un point distinct des points- 
base est que, parmi les courbes du réseau passant par ce point, toutes y 
aient un point double, ou que l'une d’elles ait un point triple, ou que l’une 
d’elles ait un point de rebroussement, la tangente de rebroussement étant 
tangente aux autres courbes.


